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 پیغام

قیاؾ عمل میں آیا ہے اُس کی بنیادی سفارش ارُدو وطنِ عزیز کی پارلیمنٹ ے جس ایکٹ ے تحت مولانا آزاد نیشنل اُردو یونیورسٹی کا 

 ے ذریعے اعلیٰ تعلیم کا فروغ ہے۔ یہ وہ بنیادی نکتہ ہے جو ایک طرػ اسِ مرکزی یونیورسٹی کو دیگر مرکزی جامعات سے منفرد بناتا ہے تو

۔ ارُدو ے ذریعے علوؾ کو فروغ دوسری طرػ ایک امتیازی وصف ہے، ایک شرػ ہے جو ملک ے کسی دوسرے ادِارے کو حاصل نہیں ہے

 دینے کاواحد مقصد و منشا ارُدو داں طبقے تک عصری علوؾ کو پہنچانا ہے۔ ایک طویل عرصے سے ارُدو کادامن علمی مواد سے لگ بھگ خالی ہے۔

اصناػ تک محدود رہ ‘‘ ادبی’’ کسی بھی کتب خانے یا کتب فروش کی الماریوں کا سرسری جائزہ بھی تصدیق کردیتا ہے کہ ارُدو زباؿ سمٹ کر چند

کی سیر گئی ہے۔ یہی کیفیت رسائل و اخبارات کی اکثریت میں دیکھنے کو ملتی ہے۔ ہماری یہ تحریریں قاری کو کبھی عشق و محبت کی پُر پیچ راہوں 

ی اور فکری پس منظر میں 

سلک
م

مذاہب کی توضیح کرتی ہیں تو کبھی شکوہ شکایت کراتی ہیں تو کبھی جذباتیت سے پُر سیاسی مسائل میں الُجھاتی ہیں، کبھی 

سے سے ذہن کو گراں بار کرتی ہیں۔ تاہم ارُدو قاری اور ارُدو سماج آج ے دور ے اہم ترین علمی موضوعات چاہے وہ خود اُس کی صحت و بقا 

 ہے اُؿ کی بات  ہوں یا اُس ے گرد و یش  اور متعلق ہوں یا معاشی اور تجارتی نظاؾ سے، وہ جن مشینوں اور آلات ے درمیاؿ زندگی گزار رہا

ماحوؽ ے مسائل ہوں۔ وہ اؿ سے نابلد ہے۔ عوامی سطح پر اؿِ شعبہ جات سے متعلق اردو میں مواد کی عدؾ دستیابی نے علوؾ ے تئیں ایک 

(ہیں جن سے ارُدو Challengesرزات )عدؾ دلچسپی کی فضا پیدا کردی ہے جس کا مظہر اُردو طبقے میں علمی لیاقت کی کمی ہے۔ یہی وہ مبا

 ر یونیورسٹی کو نبرد آزما ہونا ہے۔ نصابی مواد کی صورت حاؽ بھی کچھ مختلف نہیں ہے۔ اسِکولی سطح کی ارُدو کتب کی عدؾ دستیابی ے چرچے

اور اس میں علوؾ ے تقریباً سبھی اہم شعبہ تعلیمی ساؽ ے شروع میں زیر بحث آتے ہیں۔ چوں کہ اُردو یونیورسٹی میں ذریعہ تعلیم ہی اُردو ہے 

جات ے کورسز موجود ہیں لہٰذا اؿِ تماؾ علوؾ ے لیے نصابی کتابوں کی تیاری اسِ یونیورسٹی کی اہم ترین ذمے داری ہے۔چوںکہ اسی مقصد 

شی ہے کہ اس ے ذمے داراؿ شمولؽ میں ہوا تھا۔ احقر کو اسِ بات کی بے حد خو9::2ے تحت اردو یونیورسٹی کا آغاز فاصلاتی تعلیم سے

سے  اساتذہ کراؾ کی انتھک محنت اور قلم کاروں ے بھرپور تعاوؿ ے نتیجے میں کتب کی اشاعت کا سلسلہ شروع ہوگیا ہے۔  مجھے یقین ہے کہ کم

 ے لیے بھی علمی مواد، آساؿ کم وقت میں خود اکتسابی مواد اور خود اکتسابی کتب کی اشاعت ے بعد اسِ ے ذمے داراؿ،عاؾ اردو قارئین

کا زباؿ میں تحریرکراے کتابوں کی شکل میں شائع کرنے کا سلسلہ شروع کریں گے تاکہ ہم اسِ یونیورسٹی ے وجود اور اسِ میں اپنی موجودگی 

 حق ادا کرسکیں۔

 پروفیسرایس۔ایم۔ رحمت اللہ

 وائس چانسلر،انچارج

 آبادمولانا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی، حیدر



 
 

 پیغام
 ڈوِیژؿ سے ہوا تھا۔  میں9::2کہ مولانا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی کا باقاعدہ آغاز آپ تماؾ بخوبی واقف ہیں

 

ن

 

 ش
سلن

 

ن

نظامتِ فاصلاتی تعلیم اور ٹرا

 ڈوِیژؿ میں تقرریاں میں باقاعدہ روایتی طرز تعلیم کا آغاز ہوا۔متعدد روایتی تدریس ے شعبہ جات قائم کیے گئے ۔ نو قائم کردہ 3225

 

ن

 

 ش
سلن

 

ن

شعبہ جات اور ٹرا

 گئے۔عمل میں آئیں۔ اس وقت ے ارباب ِمجازے بھر پور تعاوؿ سے مناسب تعداد میں خود مطالعاتی مواد تحریر و ترجمے ے ذریعے تیار کر ائے 

 تعلیم ے نصابات اور نظامات کو روایتی اس بات پر زور دیتارہا ہے کہ فاصلاتی نظاUGC-DEB گز شتہ کئی برسوں سے یو جی سی۔ ڈی ای ب
ِ
ؾ

 م آہنگ کر ے نظامتِ فاصلاتی تعلیم ے طلبا ے معیار کو بلند کیاجائے۔ چوںکہ مولانا

ہ
 
حقہ

آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی  نظاؾ تِعلیم ے نصابات اور نظامات سے کما 

ؽ ے لیے یوجی سی ۔ڈی ای بی ے رہنمایانہ اصولوں ے مطابق نظامتِ فاصلاتی تعلیم اور روایتی فاصلاتی اور روایتی طرزِ تعلیم کی جامعہ ہے ،لہٰذا اس مقصد ے حصو

 تعلیم ے نصابات کو ہم آہنگ اور معیار بند کر ے خود اکتسابی مواد
ِ
از سرِ نوبالترتیب یو جی اور پی جی طلبا ے لیے چھے بلاک چوبیس اکائیوں اور چار بلاک SLMنظاؾ

 پر مشتمل نئے طرز کی ساخت پرتیار کرائے جارہے ہیں۔سولہ اکائیوں 

سے بڑی تعداد میں  فاصلاتی طریقۂ تعلیم پوری دنیا میں ایک انتہائی کارگر اور مفید طریقۂ تعلیم کی حیثیت سے تسلیم کیا جاچکا ہے اور اس طریقۂ تعلیم

ہی سے اردو آبادی کی تعلیمی صورت حاؽ کو محسوس کرتے ہوئے  اپنے قیاؾ ے ابتدائی دنوں لوگ مستفیض ہورہے ہیں ۔ مولانا آزاد نیشنل اُردو یونیورسٹی نے بھی

 تعلیم پہنچانے کا سلسلہ شروع اسِ طرزِ تعلیم کو اختیار کیا ۔ اسِ طرح سے یونیورسٹی نے روایتی طریقۂ تعلیم سے پہلے فاصلاتی طریقۂ تعلیم ے ذریعے اردوآبادی تک

 ے تدریسی پروگراموں ے لیے امبیڈکر یونیورسٹی اور اندرا گاندھی نیشنل اوپن یونیورسٹی ے نصابی مواد سے من و عن یا ترجمے ے ذریعے کیا۔ پہلے پہل یہاں

 گا، یکن  ارِادہ اور کوش ے موادپر انحصار ختم ہوجائے استفادہ کیا گیا۔ ارِادہ یہ تھا کہ بہت تیزی سے اپنا نصابی مواد تیارکرالیا جائے گا اور دوسری یونیورسٹیوں

اور جنگی پیمانے پر کاؾ دونوں ایک دوسرے سے ہم آہنگ نہیں ہو پائے،جس کی وجہ سے اپنے خود اکتسابی مواد کی تیاری میں اچھی خاصی تاخیر ہوئی ۔ بالآخر منظم 

بہت تیزی سے یونیورسٹی نے اپنے نصابی مواد کی اشاعت شروع شروع ہوا،جس ے دوراؿ میں قدؾ قدؾ پر مسائل یش  آئے۔ مگر کوششیں جاری ہیں ،نتیجتاً 

 کردی ہے۔ 

ڈپلوما اور سر  ٹیفکیٹ کورسز پر مشتمل جملہ پندرہ کورسز چلارہا ہے ۔ بہت جلد تکنیکی ہنر پر مبنی کورسزبھی شروع ‘بی ایڈ‘پی جی‘نظامت ِ فاصلاتی تعلیم یوجی

ذیلی علاقائی مراکزحیدرآباد، 6اور  مراکزنگلوررو، ھوپپاؽ، درھنگہ،، دلی،، کوکاتتا، مبئی،، ٹنہ،، راچی  اور سری گرعلاقائی:کیے جائیں گے۔ متعلمین کی سہولت ے لیے

م امدادی مراکز کاؾ کر رہے ہیں، جو طلبا کو تعلیمی 266لکھنؤ، جموں ، نوح اور امراوتی کاایک بہت بڑا نیٹ ورک تیار کیا ہے ۔اؿ مراکز ے تحت سرِ دست

عل

 

مٹ

اور  

پروگراموں میں داخلے صرػ  انتظامی مدد فراہم کرتے ہیں۔ڈی ڈی ایِ نے اپنی تعلیمی اور انتظامی سرگرمیوں میں آئی سی ٹی کا استعماؽ شروع کردیا ہے،نیز اپنے تماؾ

 آؿ لائن طریقے ہی سے دے رہا ہے۔

 فٹ کاپیاں بھی فراہم کی جا رہی ہیںکی سانظامتِ فاصلاتی تعلیم کی ویب سائٹ پر متعلمین کو خود اکتسابی مواد       

 

ِ
، نیزجلد ہی آڈیو ۔ویڈیو ریکارڈنگ کالِ

ریعے متعلمین کو بھی ویب سائٹ پر فراہم کیا جائے گا۔ اس ے علاوہ متعلمین ے درمیاؿ رابطے ے لیے ایس ایم ایس کی سہولت فراہم کی جارہی ہے ،جس ے ذ

وں جیسے کورس ے

 

گ ،امتحانات وغیرہ ے بارے میں مطلع کیا جاتاہے۔ ‘ رجسٹرشن،، فوضضات پروگراؾ ے مختلف پہلوئ

 

ی
سل

 

ن
 کو

 روؽ ہو گا۔ امید ہے کہ ملک کی تعلیمی اورمعاشی حیثیت سے پچھڑی اردو آبادی کو مرکزی دھارے میں لانے میں نظامت ِ فاصلاتی تعلیم کا بھی نمایاں     

 پروفیسر ابوالکلاؾ

 ڈائرکٹر،نظامت فاصلاتی تعلیم



 
 

 

 کورس کا تعارػ

ے موضوعات سے متعلق ہے اور یہ مولانا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی ے بی۔ایس سی۔ کورس ے ساؽ  زیر نظر کتاب علم احصا

 اوؽ ے پہلے سمسٹر ے نصاب پر مشتمل ہے۔علم احصا ریاضی، سائنس یا انجینئرنگ میں بنیادی حیثیت رکھتا ہے۔یہ کتاب طلبا کو علم احصا ے

بہترین موقع فراہم کرتی ہے۔اس کتاب کی نمایاں نے کا ایک کو سمجھنے اور اپنی زندگی اور اطراػ میں اس کا استعماؽ کربنیادی تصورات 

سمجھ  از خودخصوصیت یہ ہے کہ اس میں مواد کو سہل طریقے سے آساؿ زباؿ میں مثالوں ے ساتھ  سمجھایاگیا ہے تاکہ طلبا اپنے مضموؿ کو

لپر حصہ اب کو دو حصوں میں تقسیم کیا گیا ہے۔جس میں پہلا حصہ نظریات)تھیوری( پر مبنی ہے اور دوسرکتاسکیں۔
ک

 

ت کٹ

پر منحصر )تجربوں(

 ہے۔

  کا میں زائدی تفاعلات اور اؿ ے اطلاقات، اعلا رتبہ ے مشتق 4تا 2اکائی ( اکائیوں پرمشتمل ہے۔27پہلا حصہ سولہ)

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

،

ووٹس،منحنی ے ترسیم کا طریقہ،اور  7تا  5اں مشتق معلوؾ کرنے کا طریقہ شامل ہے۔اکائی و-nنظریہ اور اس ےذریعے 

 

 ٹ
من
ص

وٹی،ا  

 

میں کان

ہیں جن کی مدد سے بہت سے مسائل  میں کئی تحویلی ضابطے دیے گئے 9ر او8ایل ہاسپٹل روؽ ے بارےمیں تفصیلی معلومات درج ہیں۔اکائی 

 کا حل یش  کیا گیا ہے۔

س ے ذریعے حجم معلوؾ کرنے ے طریقوں پر روشنی ڈالی گئی ہے۔ 22اور :اکائی 

ل

 

ش

 ریکل 

 

ڈ

 

 ی
شلن
گ ڈسک واشر اور 

 

ی
ش

 

ن
 میں سلا

میں ویکٹر ے 25اور 24گردشی سطح کا رقبہ معلوؾ کرنے ے طریقوں پر تفصیلی بحث کی گئی ہے۔اکائی  اور میں قوسی لمبائی 23اور  22کائی ا

ل ے بارے میں معلومات درج ہے۔آخر میں اکائی ،انتہاتہرے حاصل ضرب، ویکٹر تفاعل کی 
م
ک

 

ت

میں  27اور اکائی  26تسلسل، تفرؼ اور 

 اسراع ے مماس،عمود اور پلانیٹری گردش کا تفصیل سے تذکرہ کیا گیا ہے۔

کیا گیا کو شامل  (Practical Manual)تک تجرباتی حصے 35سے اکائی  28طلبا کی مسئلہ حل صلاحیت کو بہتر بنانے ے لیے اکائی 

 ہے جس میں علم احصا ے مسائل اور اؿ ے حل کو تلاش کرنے ے طریقے یش  کیے گئے ہیں۔

۔کتاب کو معیاری  ملےکے تعاوؿ کا کرییہ ادا کرتا ہوں مترجمین،تدریسی و غیر تدریسی و انتظامی مصنفین، اس کتاب کی تدوین میں

 ، تاہم کوئی بھی کوش اپنے آپ میں مکمل نہیں ہوتی۔اس ضمن میں اساتذہ کراؾ،اور قابل عمل و فہم بنانے کی ر ممکن کوش کی گئی ہے

 ، طلبا کی آرا و مشوروں کا خیر مقدؾ  کیا جائے گا۔مارین

 

 ڈاکٹر خواجہ معین الدین

 کورس کو آرڈی نیٹر

 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 علم احصا

(Calculus)
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 ۔زائدی تفاعلات2اکائی 

(Hyperbolic Functions) 

 اکائی ے اجزا

 تمہید   202

 مقاصد   202

 طاؼ حصے ،جفت   203

 علاقہ ے گراػ، سعت اور  تتفاعلازائدی    204

 ضابطےزائدی    205

 تفرؼ کا تفاعل زائدی   206

 تفاعلمعکوس زائدی    207

 ے تفرقاتتفاعل معکوس زائدی    208

 اکتسابی نتائج   209

 کلیدی الفاظ   :20

 نمونہ امتحانی سوالات   2022

 معروضی جوابات ے حامل سوالات 202202

 مختصر جوابات ے حامل سوالات 202203

 طویل جوابات ے حامل سوالات 202204 

 مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں   1.11
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 (Introduction)تمہید 202

ل  
ی 

 

ش

 

ن ی 

 

ب

  ، تفاعل( Exponential)ریاضی میں کئی مرتبہ ایکسپو
   اور  

 Hyperbolic)تفاعلسے بنتے ہیں۔ زائدی ٖ کی جمع

Function ) کا بہت سے اطلاقات میں اہم روؽ ہے۔ بجلی کی لائن سےلٹکے ہوئے   تفاعلبہت سی ریاضی شماروں کو آساؿ بنا دیتا ہے۔ زائدی

 کیبل کی تفرقی مساوات کو حل کرنے میں اس کا اہم کردار ہے۔

 

 (Objectives)مقاصد 202

 گے کہ ; جائیںہونے پر آپ اس قابل ہو  اس اکائی ے مکمل

  کی بنیادی جانکاری حاصل کر سکیں۔ تفاعلزائدی 

  کو سمجھ سکیں۔ضابطوں کی  تفاعلزائدی 

  کو جاؿ سکیں۔ تفاعلمعکوس  زائدی 

  ل حاصل کر سکیں۔ تفاعلاور معکوس  زائدی  تفاعلزائدی
م
ک

 

ت

 ے تفرؼ   اور 

 

 (Even, Odd Parts) طاؼ حصے ،جفت 203

(  ) اگر (  ) کہلاتا ہے۔ اور اگر  تفاعل جفت تب( )    تفاعلہوتا ہے۔ر ایک  تفاعلطاؼ ایک  تب( )   

ر ػ ہے اور جس کا مرکز مبدا  
ع

 

مٹ
 کی جمع ے طور پر لکھ سکتے ہیں۔ تفاعل طاؼاور  جفتہے اس کو (Origin)جو کہ کسی وقفہ پر 

 ( )  
 ( )   (  )

 
 

 ( )   (  )

 
 

 طاؼ پارٹ جفت پارٹ                                                  

  اسی طرح ہم 
 کو بھی لکھ سکتے ہیں

                                                
      

 
 

      

 
 

 طاؼ پارٹ جفت پارٹ                                                  

  
 پارٹ، زائدی کوسائن اور زائدی سائن کہلاتے ہیں۔ طاؼاور  جفتے 

 کی تعریف; تفاعلزائدی 
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 (Graph, Domain and Range of Hyperbolic Functions)ے گراػ، سعت اور علاقہ  تتفاعلازائدی    204

 

 /  ،  .دامنہ

 0  ، 0سعت

 

 /  ،  .دامنہ

 /  ،  .سعت
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/  ،  .دامنہ  (   ) 

/  ،  .سعت  (   ) 

 

 /  ،  .سعت  /  ،  .دامنہ
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/  ،  .دامنہ   (   ) 

/  ،  .سعت  (   ) 

 

 /  ،  .دامنہ

 -   )سعت
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 (Hyperbolic Identities)ضابطےزائدی  205

 

 

 

 

 

 مثاؽ; ثات  کرو کہ

a)                 

b)                

      ہم جانتے ہیں کہ a) حل;
      

 
      اور

      

 
 

 اس لیے 

              (
      

 
)

 

 (
      

 
)

 

 

                                                                              
          

 
 

          

 
 

                                                                              
 

 
   

(bہم نے اوپر ثات  کیا ہے کہ 

                

 سے تقسیم دینے پر      اس مساوات کو دونوں طرػ 

  
      

      
 

 

      
 

                                                                              

 (Differentiation of Hyperbolic Function)تفرؼ کا تفاعلزائدی  206

 

 

 

 

 

 

    (  )                                      (  )        

                                                         

    (   )                        

    (   )                        

1. 
 

  
(     )        

2. 
 

  
(     )        

3. 
 

  
(     )         

4. 
 

  
(       )                

5. 
 

  
(     )              

6. 
 

  
(     )            
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مثاؽ; بتلاؤ کہ 

 

  
(     )        

 ئیں ہاتھ کی طرػ سےحل; با

 

  
(     )  

 

  
(
      

 
) 

                                                                                     (
      

 
) 

                                                                                           

مثاؽ; بتلاؤ کہ

 

  
(     )        

 حل; بائیں ہاتھ کی طرػ سے

 

  
(     )  

 

  
(
      

 
) 

                                                                                     (
      

 
) 

                                                                                           

 

 (Inverse Hyperbolic Function)تفاعلمعکوس زائدی  207

 ہونا چاہیے۔( Onto)براور (One to One)کو ایک تا ایک تفاعلے لیے  تفاعلمعکوس زائدی 

                  

                  

                  

 بھی اسی طرح متعارػ کیے جاتے ہیں۔ تفاعلباقی معکوس زائدی 

 ے گراػ دیے گئے ہیں۔       اور         ،        ذیل میں 

 

          

 (  ، ,دامنہ
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 (  ، ,سعت

 

          

 (  ، ,امنہد

 (  ، ,سعت

 

          

   -دامنہ

   -سعت
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کو  تفاعلے ارکاؿ میں بیاؿ کیا جاتا ہے۔ اسی طرح معکوس زائدی (Exponential Function)کو قوت نماتفاعل تفاعلکسی زائدی 

 میں بیاؿ کیا جاتا ہے۔(Logarithm)لوگرتھم

20           (  √    )      

30           (  √    )      

40         
 

 
  .

   

   
/         

(    √  )          مثاؽ; بتلاؤ کہ       

 حل; ماؿ لو کہ 

          

 تب

        
      

 
 

                                                                   

                                                                  

                                             (  )    (  )      

  جو کہ ایک 
 میں کثیر رکنی ہے، اس لیے

                                                                                     
   √     

 
 

                                                                                           √     

     √  یا        √   یکن      چونکہ

 اس لیے

                                                                                       √     

                                                                                    .  √    / 

 

 (Differentiation of Inverse Hyperbolic Function)ے تفرقات تفاعلمعکوس زائدی  208

 

 

 

 

 

 

 

1. 
 

  
(       )  

 

√    
 

2. 
 

  
(       )  

 

√    
 

3. 
 

  
(       )  

 

     

4. 
 

  
(         )   

 

| |√    
 

5. 
 

  
(       )   

 

 √    
 

6. 
 

  
(       )  
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 تفرؼ پسیر ہوتے ہیں۔ تفاعلتفرؼ پسیر ہوتے ہیں کیوں کہ زائدی  تفاعلسارے معکوس زائدی 

 مثاؽ; ثات   کرو کہ 

 

  
(       )  

 

√    
 

 تب          حل; ماؿ لیجیے کہ 

        

 کرنے پر ہمیں ملتا ہےتفرؼ   اس مساوات کو بہ لحاظ

     
  

  
   

 تب،        اور                

      √         

 اس لیے

  

  
 

 

     
 

                                                                                    
 

√        
 

                                                                                    
 

√    
 

مثاؽ; 

 

  
 کو معلوؾ کرو۔-(    )      ,

 تفرؼ کرنے پر ہمیں ملتا ہے کا استعماؽ کرے بہ لحاظ (Chain Rule)حل; چین قانوؿ

 

  
,      (    )-  

 

 (    )
,      (    )-  

 

  
(    ) 

                                                                       
 

  (    ) 
      

                                                                       
    

     
 

                                                                       
 

    
      

 کی تصدیق کیجیے; ضابطوںمثاؽ; 

(i)                 

(ii)     (   )                        

(iii)                       

 ( ہمیں تصدیق کرنی ہےiحل; )

                

 بائیں ہاتھ کی طرػ سے
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                                                  (
      

      
)

 

 (
 

      
)

 

 

                                                                       
(      )   

(      ) 
 

                                                                       
            

(      ) 
 

                                                                       
          

(      ) 
 

                                                                       
(      ) 

(      ) 
   

 کی تصدیق ہوتی ہے۔               اس لیے  

(ii) ہمیں تصدیق کرنی ہے 

    (   )                        

 دائیں ہاتھ کی طرػ سے

                      (
      

 
) (

      

 
)  (

      

 
) (

      

 
) 

 4
                 (   )

 
5  4

                 (   )

 
5 

                     4
  (   )     (   )

 
5 

                     4
 (   )    (   )

 
5 

                         (   ) 

(   )    اس لیے    ہوتی ہے۔ کی تصدیق                      

(iii) ہمیں تصدیق کرنی ہے 

                      

 دائیں ہاتھ کی طرػ سے

                    (         ) 

                                                                               (
      

 
) 6   (

      

 
)

 

7 

                                                                               (
      

 
) ,            - 

                                                                               (
      

 
) ,          - 

                                                                               
 

 
,                      - 

                                                                               
 

 
,        - 
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 کی تصدیق ہوتی ہے۔                     اس لیے

 کی قدر معلوؾ کرو۔ تفاعلکا استعماؽ کرتے ہوئے، دوسرے زائدی  تفاعلمثاؽ; دیے گئے زائدی 

(i)       
 

 
 

(ii)       
 

 
 

 

 ہم جانتے ہیں کہ(i) حل; 

                

                                                                                     (
 

 
)

 

 

                                                                                     
 

 
 

  

 
 

 اس لیے

                                                                           
√  

 
 

 اور

                                                                           
     

     
 

                                                                                    
 √  

  
 

 اسی طرح

        
 

     
 

 

 
 ⁄

 
 

 
 

      
 

     
 

 

√  

 

 
 √  

  
 

      
     

     
 

 

     
 

√  

 
 

(ii) دیا ہے      
 

 
 

 ہم جانتے ہیں کہ

      
 

     
 

 
 

 

   

 اور

                

(
 

 
)
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√ 

 
 

 اسی طرح

      
 

     
 

 

√ 
 

 سے ضابطہ

                

                                                                                    (
 

√ 
)

 

   

                                                                                    
 

 
   

 

 
 

 اس لیے

      
 

√ 
 

√ 

 
 

 اس سے

         
 

√ 
 

 

 ت معلوؾ کرو۔مثاؽ; ذیل میں دیے  ہوئے تفاعلات ے مشتقا

(i)       (    ) 

(ii)  ( )    (     ) 

(iii)     .    
 

 
/ 

(iv)  ( )  
 

 
    (  )  

 

 
 

(v)  ( )         (     ) 

(vi)         
 

(vii)   (           ) 
 

(viii)         (    ) 

(ix)         (      ) 

(x)              √     
 

(xi)          .
 

 
/  √     

 

 

 دیا ہے (i)حل; 

      (    ) 

 تفرؼ کرنے پر ہمیں ملتا ہے بہ لحاظ
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 (    )
*    (    )+  

 

  
(    ) 

                                                           (    ) 

(ii) دیا ہے 

 ( )    (     ) 

 تفرؼ کرنے پر ہمیں ملتا ہے بہ لحاظ

  ( )  
 

 (     )
  (     )  

 

  
      

                                                              
 

     
       

                                                                    

(iii) دیا ہے 

    .    
 

 
/ 

 تفرؼ کرنے پر ہمیں ملتا ہے بہ لحاظ

  

  
 

 

 .    
 

 
/

2  .    
 

 
/3  

 

 .
 

 
/

.    
 

 
/  

 

  
.
 

 
/ 

                                           
 

    
 

 

      .
 

 
/  

 

 
 

                                           
    

 

 

    
 

 

 
 

     .
 

 
/

 
 

 
 

                                           
 

     
 

 
    

 

 

 

                                           
 

     
         

(iv) دیا ہے 

                                               ( )  
 

 
    (  )  

 

 
 

 تفرؼ کرنے پر ہمیں ملتا ہے بہ لحاظ

  ( )  
 

 

 

 (  )
    (  )  

 

  
(  )  

 

  
.
 

 
/ 

                                                         
 

 
    (  )  ( )  (

 

 
) 

                                                         
    (  )   

 
 

                                                         
       

 
        

(v) دیا ہے 

 ( )         (     ) 
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 تفرؼ کرنے پر ہمیں ملتا ہے بہ لحاظ

 ( )  
 

 (     )
*       (     )+  

 

  
(     ) 

                                                      
 

  (     ) 
       

                                                      
 

      
       

                                                      
 

     
       

(vi) دیا ہے 

        
 

 لینے پرہمیں ملتا ہے( Logarithm)دونوں طرػ کا لوگرتھم 

             

 ملتا ہے تفرؼ کرنے پر ہمیں بہ لحاظ

 

 

  

  
       

 

 
          

                                                          
  

  
 

 

 
(               ) 

(vii) دیا ہے 

  (           ) 
 

 تفرؼ کرنے پر ہمیں ملتا ہے بہ لحاظ

  

  
 

 

 (           )
(           )  

 

  
(           ) 

                                 (           )(           ) 

                                  (           ) 
 

                                      
 

(viii) دیا ہے 

        (    ) 

 تفرؼ کرنے پر ہمیں ملتا ہے بہ لحاظ

   
 

 (    )
      (    )  

 

  
(    ) 

                                                        
 

√(    )   
       

                                                        
 

√     
       

                                                             

(ix) دیا ہے 

        (      ) 
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 تفرؼ کرنے پر ہمیں ملتا ہے بہ لحاظ

   
 

 (     )
      (     )  

 

 (  )
(     )  

 

  
(  ) 

                                        
 

  (     ) 
 (     )    

                                        
 

      
        

                                        
 

     
        

(x) دیا ہے 

                       √  (  ) 
 

 تا ہےحاصل ہوتفرؼ کرنے پر ہمیں  بہ لحاظ

     
 

 (  )
(        )  

 

  
(  )            

 

 *  (  ) +
{(  (  ) )   }

 
 

  
*  (  ) + 

                 
 

√  (  ) 
             

 

 
{(  (  ) )    }     

               
  

√  (  ) 
           

  

√  (  ) 
 

                         

(xi) دیا ہے 

                  .
 

 
/  √     

 

 تفرؼ کرنے پر ہمیں ملتا ہے بہ لحاظ

  

  
  

 

 .
 

 
/

2      .
 

 
/3  

 

  
.
 

 
/  

 

 (     )
(     )    

 

  
(     ) 

                
  

 

 
√  .

 

 
/

 
 

 

 
 

 

 √     
 (   ) 

              
   

 √     
 

 

√     
 

              
     

 √     
 

               
√     

 
 

 مثاؽ; ذیل میں دیے گئے ضابطوں کی قدر  معلوؾ کرو;

(i) ∫     (    )    

(ii) ∫      (   )     (   )    
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(iii) ∫         

(iv) ∫         .
  

 
/    

(v) ∫
      .

 

 
/     .

 

 
/

  
   

(vi) ∫
 

     
  

 

 
 

(vii) ∫          

(viii) ∫
√ 

√    
   

(ix) ∫
 

(   )√       
   

(x) ∫       
 

 
   

(xi) ∫
 

√    

 

 
   

 

 ہمیں حاصل کرنا ہے (i)حل; 

∫     (    )    

 اس لیے              ماؿ لیجیے کہ 

∫     (    )     
 

 
∫         

                                                                                            
 

 
        

                                                                                            
 

 
    (    )    

(ii) ہمیں حاصل کرنا ہے 

∫      (   )     (   )    

(   )      ماؿ لیجیے کہ          (   )  اس لیے  

∫      (   )     (   )    ∫      

                                                                                                             
  

 
   

                                                                                                             
     (   )

 
   

(iii) ہمیں حاصل کرنا ہے 

∫         ∫ (
     

     
)    

 اس لیے                  اب ماؿ لیجیے کہ

∫ (
     

     
)    ∫
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                                                                                                   (     )    

(iv) ہمیں حاصل کرنا ہے 

∫         4
  

 
5    

  ماؿ لیجیے کہ 
  

 
 اس لیے       

∫         4
  

 
5    ∫            

                                                                                                      

                                                                                                  4
  

 
5    

(v) ہمیں حاصل کرنا ہے 

∫
      .

 

 
/     .

 

 
/

  
   

 

  ماؿ لیجیے کہ 
 

 
    

  

 اس لیے    

∫
      .

 

 
/     .

 

 
/

  
    ∫                  

                                                                                                     

                                                                                                 (
 

 
)    

(vi)  ہمیں حاصل کرنا ہے∫
 

       
 

 
 اس لیے

∫
 

     
  

 

 

 0      .
 

 
/1

 

 

 

                                                                                              (
 

 
) 

(vii) ہمیں حاصل کرنا ہے∫  اس لیے        

∫          ∫
        

 
   

                                                                                  
 

 
[  

 

 
      ]    

                                                                                  
 

 
  

 

 
         

 

(viii) ہمیں حاصل کرنا ہے 

∫
√ 

√  (    ) 
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       اب ماؿ لیجیے کہ
 

 
 اس لیے   √   

∫
√ 

√    
   ∫

 

√    
 

 

 
   

                                                                                    
 

 
      ( )    

                                                                                    
 

 
      (    )    

                                                                                    
 

 
  .     √    /    

(ix) ہمیں حاصل کرنا ہے∫
 

(   )√       
 اس لیے  

∫
 

(   )√       
   ∫

 

(   )√(   )   
   

                                                                                     
 

 
  (

  √(   )   

|   |
)    

(x) ہمیں حاصل کرنا ہے∫       
 

 
 اس لیے  

∫       

 

 

   ∫
        

        

 

 

   

                                                                                    
 

 
∫

 

        
  (        )

 

 

   

                                                                                    
 

 
,  (        )- 

 
 

                                                                                    
 

 
  (      )  

 

 
  ( ) 

                                                                                      √
(      )

 
 

(xi) ہمیں حاصل کرنا ہے∫
 

√    

 

 
 اس لیے  

∫
 

√    

 

 

   0   .  √    /1
 

 

 

                                                                                   (  √  )     (  √ ) 

                                                                                   4
  √  

  √ 
5 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  209

ل حاصل کرنا سیکھا تفاعلکی بنیادی جانکاری حاصل کی اور پھر اؿ  تفاعلاس اکائی میں ہم نے زائدی 
م
ک

 

ت

 ۔ے تفرؼ اور 
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 (Key Words)کلیدی الفاظ :20

ل، تفاعل، معکوس زائدی تفاعلزائدی 
م
ک

 

ت

 ، سعت، دامنہ، قوت نماتفاعلتفاعلطاؼ  ،تفاعلجفت  ،  تفرؼ، مشتق، 

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 2022

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات ے حامل سوالات202202

20          

30          

40 
 

  
(     )     

50 
 

  
(     )     

60 ∫            

70 ∫            

80 
 

  
(       )     

90 
 

  
(       )     

:0 
 

  
(       )     

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات ے حامل سوالات202203

 ثات  کریں۔ کو (Identities)درج ذیل ضابطوں 20

a)     (  )         

b)     (  )        

30               
 

40               
 

50                   

60                    

70                      

80       
    

    
 

90 
       

       
    

 

 درج ذیل ے تفرؼ حاصل کریں;

:0  ( )      (     ) 

220  ( )      (   ) 

220        (   ) 
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230          
 

240  ( )       (  ) 

250       (     ) 

260         √  

270           (  ) 

280         √         

290         √     

2:0       (    ) 

320       (  ) 

320   √        (  ) 

330          
 

340       (     ) 

350         .
 

 
/ 

360   (       ) 
 

370         (     ) 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات ے حامل سوالات202204

ل حاصل کریں;
م
ک

 

ت

 درج ذیل ے 

20 ∫                

30 ∫      (    )    

40 ∫        (  )    

50 ∫
      

        
 

 
 

60 ∫
  

√     
 

70 ∫
  

√     
 

80 ∫
  

 √     
 

90 ∫
  

    

 

 
 

 

:0 ∫
  

√    

√ 

 
 

 

 (Suggested Books for Further Readings)مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں 1.11

1. Calculus, H. Anton, I. Bivens, S. Davis, John Wiley & Sons, Inc. (10

th

 Edition) 

2. Integral Calculus, K. Ahmad, Real World Education Publishers Pvt Ltd, New Delhi 
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 (Introduction)تمہید 302

   ہے۔ تب اس کا تفرؼعلایک دیا ہوا تفا اگر
  بھی ایک دیا ہوا تفاعل ہوگا۔جسے دوبارہ فرؼ کر سکتے ہیں۔

دوسرا تفرؼ کا  کا تفرؼ

   کہلاتا ہے۔اور اس کو
                 ے اعلا تفرؼ کو سے مخصوص کیا جاتا ہے۔

  ہے۔اگر مخصوص کیا جاتاسے 

 ایک تفاعل ہے تب ( ) 

  

  
 
   

   
    

   

   
   

              

  ( )    ( )     ( )      ( )   

  ( )    ( )    ( )       ( )   

 تفر ؼ سے مخصوص کیا جاتا ہے۔ اعلاکو 

 ے مختلف تفرؼ معلوؾ کرو۔              تفاعل (2)مثاؽ 

                دی گئی مساوات سے   حل;
 اور اسی طرح 

                                                                                

                                                                               

                                                                           

                                                                      

تو(      )   اور(      )   اگر  (3)مثاؽ

   

 کی قدر معلوؾ کرو۔   

دی گئی مساوات سے  حل۔

  

  
 اور (      )  

                                                               
  

  
       

                                                           
  

  
 

  

  

  

  

 
     

 (      )
 

                                                                       
    

 

 
   

 

 

      

 

 

                                                                          
 

 
 

 

 وبارہ تفرؼ کرنے پردکو  (2)مساوات

                                                              
   

   
 

 

  
(
  

  
)  

 

  
(   

 

 
) 



34 

 

                                                                        
 

 
    

 

 

 

 (      )
 

                                                                        
 

 
    

 

 

 

       

 

 

                                                                        
 

  
     

 

 
 

  (4)مثاؽ

   

   
 ہو۔         کی قدر معلوؾ کرو، اگر 

 حل۔دیا ہوا ہے

          

 تب

                                                                 
  

  
           

     اور

   

    
 

  
(         ) 

                                                                                           

                                                                                        

ہوتوثات  کیجیے کہ             اگر (5)مثاؽ 

   

 ہوگا۔       

 ہے              دی گئی مساوات   حل۔

                                                                                

                                                                     (           )     

                                                                     اس لیے

 

 (Objectives)مقاصد 302

  حاصل کر سکیں۔     اعلا رتبے ےمشتقاتکہ مختلف تفاعلات ےگے  جائیںاس اکائی ے مکمل ہونے پر آپ اس قابل ہو 

 

 (Standard Results)معیاری نتائج 2.2 

  (    ) 
                                                                (1) 

 فرض کرو کہ 

                                             (    ) 
 

                                              (    )   
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                                            (   )  (    )   
 

                                             (   )(   )  (    )   
 

                                                         

                                                         

                                             (   )(   )   (     )  (    )   
 

 اس لیے

  (    )   (   )(   )   (     )  (    )   
 

       تب   اگر  ( ۔2) کورولری
 

    سے چھوٹا ہے، تب  نمبر ہے اور مثبت ایک  اگر  -(3کورولری)

 تب    اگر -(4کورولری)

                                             (  )(  )   (  )  (    )    
 

                                                (  )     (    )    
 

                                                
(  )     

(    )   
 

 -(5ی)لرکورو

     (    )      
 

    
 

 اس لیے

   (  )   (   )   (    )  
 

                                                            
(  )   (   )   

(    ) 
 

(2)      

     
 

 فرض کرو کہ 

                                                                            
 

                                                                                 

                                                                             (    ) 
 

                                                                    

                                                                    

 (    )            اس طرح
 

 (    )               اس لیے
 

 سے بدلنے پر کو  -کورولری
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 ہمیں ملتا ہے

           
 

 (    )       اور (    )       (3)

(    )           فرض کرو کہ      .     
 

 
/ 

                                       .     
 

 
/       (     

  

 
) 

                                       (     
  

 
)       (     

  

 
) 

                                                            

                                                            

 

        .     
  

 
/ 

(    )         اس لیے       .     
  

 
/ 

(    )         اس طرح       .     
  

 
/ 

    اور   اگر - (2کورولری)

             تب

 اس وجہ سے،       تب،    اور   اگر - (3کورولری)

      .  
  

 
/ 

 (    )        اور(    )            (4)

 (    )            فرض کرو کہ

(    )    *          تب      (    )+ 

        ،           فرض کرو کہ

          تب
 

 
         

 

 اس طرح

      *        (    )          (    )+ 

              (      )       

 اس طرح
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           (       ) 

           (       ) 

                                                                          

                                                                          

           (       ) 

(    )         اس وجہ سے  (     )
 

       .            

 
/ 

(    )          اسی طرح  (     )
 

       .            

 
/ 

 

Calculation of n)مشتقات ے حساب  ویںعقلی تفاعل ے  304

th 

Derivatives of Rational Functions) 

ورصورتوں میں  مشتقات کو شمار کرنے لیے  ہم جزوی مصنوعات میں توڑتے ہیں ۔ بعض   ویںعقلی تفاعل ے ایک 

 

 ڈی مائ

 (De-Moivre) مفید ہے۔قضیہ 

( )  ; (2)مثاؽ   
 

       
 ویں مشتقات کو معلوؾ کرو۔ ے 

  فرض کرو کہ  ۔حل
 

       
 ، تب

  
 

(   )(   )
 

 

(   )
 

 

(   )
 

 اس وجہ سے

   
(  )   

(   )   
 

(  )   

(   )   
 

                                                                  (  )   [
 

(   )   
 

 

(   )   
] 

( )  ; (3)مثاؽ   
  

(   )(   )
 ویں مشتقات کو معلوؾ کرو۔ ے 

       حل۔فرض کرو کہ
  

(   )(   )
 

                                                                                  
 

   
 

  

   
 

         اس وجہ سے ،
(  )   

(   )    
  (  )   

(   )    

                                                                 (  )  [ 
 

(   )   
 

  

(   )   
    ] 

( )   ; (4)مثاؽ   
 

 ویں مشتقات کو معلوؾ کرو۔ ے     

  حل۔فرض کرو کہ 
 

 ، تب     
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(    )(    )
 

 

   
[

 

(    )
 

 

(    )
] 

       اس وجہ سے
(  )  

   
0

 

(    )    
 

(    )   1 

        تب،               فرض کرو 
θاور        

 
 

 اس طرح

                                    
(  )  

       
,(          )     (          )    - 

                                       
(  )  

       
,   (   )       (   )     (   )       (   ) - 

                                       
(  )  

       
     (   )  

                                       
(  )  

     
   (   )  

(  )  

    
   (   )         

θجہاں        

 
 ہے۔

 

 مشتقات ے حساب ے پاورس ے مصنوعات ے(Cosine)اور کو سائن(Sine)سائن 305

ے رقم ے طور پر اظہار        اور     ہ دے ایک سے زیا متغیر دذاآہم ت ے لیے، ویں مشتقا اس طرح ے مصنوعات ے 

 کرتے ہیں۔

 ویں مشتقات کو معلوؾ کرو۔ ے              ;(2)مثاؽ

 فرض کرو کہ حل۔

                                                                                

       تب،
 

 
,          - 

 اس وجہ سے

                                                                    
 

 
0   .  

  

 
/       .   

  

 
/1 

 و۔ویں مشتقات کو معلوؾ کر ے        ;(3) مثاؽ

 تب،        فرض کرو کہ حل۔ 

  (     ) 
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                                                                                 (
       

 
)

 

 

                                                                                 
 

 
,               - 

                                                                                 
 

 
[         

       

 
] 

                                                                                 
 

 
 

 

 
      

 

 
      

 اس وجہ سے

                                                                               
 

 
      .   

  

 
/  

 

 
      .   

  

 
/ 

                                                                                  .   
  

 
/  

 

 
        .   

  

 
/ 

 مشتقات کو معلوؾ کرو۔ ویں ے            ( 4)مثاؽ 

 تب            حل۔فرض کرو کہ

                                                                                             

                                                                                 
 

 
           

                                                                                 
 

 
(       )      

                                                                                 
 

 
     

 

 
          

                                                                                 
 

 
     

 

  
(           ) 

                                                                                 
 

  
(                 ) 

 اسی وجہ سے

   
 

  
0    .  

  

 
/       .   

  

 
/       .   

  

 
/1 

 ثات  کرو،             اگر ;(5)مثاؽ 

     ,  (  )       -
 

  

 مشتق اںو  حل۔ 

                                  (   
  

 
)       (   

  

 
) 

                                   [   (   
  

 
)     (   

  

 
)] 
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                                   6{   (   
  

 
)     (   

  

 
)}

 

7

 

 

 

                                   [    (   
  

 
)      (   

  

 
)      (   

  

 
)    (   

  

 
)]

 

 

 

                                   [      (   
  

 
)]

 

 

 

                                   ,     (      )-
 

  

                                   ,                         -
 

  

                                   ,  (  )       -
 

  

 کا قضیہ

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

(Leibnitz’s Theorem) 

 تب ،حاصل ہو سکتے ہوں تمشتقا میں ایسے دو تفاعلات ہوں جن ے  متغیر  اور اگر;(Statement)بیاؿ

(  )    
       

          
             

               

  ں پرجہا
  

  

  (   ) 
 اس قضیہ کو ہم اگلی اکائی میں ثات  کریں گے۔ اشیا ے اجتماعوں کی تعداد ہے۔ سے بیک وقت  اشیا میں 

(    )      اگر ;(2) مثاؽ  ت  کروثا، (    )     

 اور             

       (    )      (    )     

(    )         حل۔دیا ہوا ہے      (    ) 

        (    )  
 

 
     (    )  

 

 
 

                                                    (    )      (    ) 

 ملتا ہے۔  تفرؼ کرنے پر ہمیں دونوں جانب بہ لحاظ 

                                                  (    )  
 

 
     (    )  

 

 
 

                                       ,    (    )      (    )- 

                                  

  قضیہ سے

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 مرتبہ تفرؼ کرنے پر ہمیں ملتا ہے۔  اس مساوات کو 

         
           

              
           

                                                 (   )                  

                                                                     (    )      (    )     

 (      )  اگر ; (3)مثاؽ
 ثات کرو، 

(    )         
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 (      )      ہےگیا  دیا ہمیں حل۔
 

                                                                             
 

√(    )
 

                                            (    )  
   (      ) 

 

                                            (    )  
     

 تفرؼ کرنے پر لحاظ با

                          (    )          
      

                                 (    )         

  قضیہ سے

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 تفرؼ کرنے پر، ہمیں  ملتا ہے مرتبہ اس مساوات کو 

             (    )       
     (   )    

   (  )  (        
     )    

                                                   (    )      (   )               

                                                           (    )     (    )             

          اگر ;(4)مثاؽ
 کرو کہتب ثات  ، 

(i) (    )             

(ii) (    )     (    )      (     )     

 ہمیں دیا گیا ہےحل۔ 

          
 

                                                                                  
 

√    
 

  

√    
 

 اس لیے

(    )
 

 ⁄       

                                                                    (    )  
      

 

                                            (    )             

  قضیہ کی مدد سے مساوات

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 تفرؼ کرنے پر ہمیں ملتا ہے مرتبہ بالحاظ   n ے ر ایک  رکن  کو

(    )       
     (   )    

   (  )  ,        
     -         

                    (   )              (    ) یا

 اس وجہ سے

(    )     (    )      (     )     

 (    )   ; (5) مثاؽ
 معلوؾ کرو۔واں مشتق  کا

    یہاں حل۔
 (    )  اور

     لینے پر اور
 س ے ساتھ ہیا

    (    ) 
 

     (    ) 
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 کی مدد سے ہمیں ملتا ہے تھیورؾ Leibnitz’sاب

               (   )    
        

           
           

         

(  (    ) )    (    )     * (    ) +  
 (   )

   
  *  (    )+ 

 
 (   )(   )

     
  (  ) 

                                 ,(    )    (    )     (   )(    )    (   )(   )- 

 اگر ; (6) مثاؽ
 

    
 

 کیجیے;، تب ثات      

(    )     (    )      (     )     

 ہمیں دیا گیا ہے  -حل

                                                                  
 

    
 

     

       یا
 

  
 

 
 
 

    

       یا
 

     
 

       

 جو
 

 مساوات ہے، اس لیے(Quadratic)ایک  دودرجی 

 
 

  
   √     

 
 

                                                                     
 

    √     

{    √  }       یا
 

 

logلینے پر 

                                                                         2  √    3 

 کرنے پرتفرؼدونوں طرػ 

                                                                  
 

 
    

 

  √    
{  

 

√    
} 

                                                                             
 

√    
 

                                               (    )  
      

 

 کرنے پرتفرؼایک مرتبہ اور 

                          (    )        
 (  )    (    ) 

 سے تقسیم کرنے پر   

                           (    )             

Leibnitz’s بار تھیورؾ سے 

 

 نے پر تفرق
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(    )          (  )  
 (   )

 
  ( )           ( )         

                                                                (    )     (    )      (     )     

( ) ; (7) مثاؽ
       جبمعلوؾ کریں 

 ۔ہے

    حل۔ فرض کرو کہ
     اور

 ہے 

     

Leibnitz’s کا استعماؽ کرنے پر 

 ( )   ( )    (   ) ( )  
 (   )

  
 (   ) ( )  

 (   )(   )

  
 (   ) ( )    

( ) یہاں پر     ، ( )     ،    
( ) اور  ہے۔  

 اس وجہ سے

 ( )  (     )    (       )(  )  
 (   )

  
(       )( )

 
 (   )(   )

  
(       )( )    

                                              *       (  )   (   )   + 

                          ( )         *       (  )   (   )+ 

 ۔یےکر تفرؼبار کو  ذیل میں دی گئی تفرقی مساوات ;(8) مثاؽ

(    )              

 مساوات کا استعماؽ کرنے پر Leibnitz’s  حل۔

8(    ) (   )    (   )(  )  
 (   )

  
 ( )( )   9  {   (   )    ( )( )   }    ( )    

            (    ) (   )      (   )   (   ) ( )     (   )     ( )    ( )    

                                       (    ) (   )   (   )  (   )  (         ) ( )    

                                                  (    ) (   )   (   )  (   )  (      ) ( )    

5کا         ; (9) مثاؽ

th

 معلوؾ کریں۔ مشتق

    اور      مساوات  سےLeibnitz’sتب        حل۔اگر 
 سے
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 ( )  2   .  
  

 
/   3   8   4  

(   ) 

 
5    9

 
 (   )

  
8   4  

(   ) 

 
5     9

 
 (   )(   )

  
8   4  

(   ) 

 
5    9

 
 (   )(   )(   )

  
8   4  

(   ) 

 
5   9 

 ( )    {   (  
  

 
)}      *   (    )+  

   

  
     {   (  

  

 
)}  

     

  

    *   (   )+  
       

  
   2   .  

 

 
/3 

              {   (  
  

 
)}      *   (    )+       {   (  

  

 
)}      *   (   )+

    2   .  
 

 
/3 

  .    چونکہ
  

 
/     .  

 

 
/       

   (  
  

 
)       ،    (    )       

(   )    اور        

 اس لیے

 ( )                                             

                                 (            )      (         )      

 ہو تو ثات   کرو کہ         اگر ;(:)مثاؽ 

(    )            (   )       

 ہے        یہاں  حل۔

                                                                                 
 

(    )
 

                                                              (    )     

Leibnitz’sکرنے پر تفرؼبار سےکی مدد  قضیہ 

(    )        (  )  
 (   )

 
    ( )    

                                                 (    )            (   )       

( ) اگر; (22)مثاؽ  ہو تب ثات  کرو کہ     

 ( )( )    
  (   )( )    

  (   )( )      .
  

 
/ 
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( ) ہمارے پاس  حل۔       
    

    
 ہے

( )         یا           

 کرنے پر تفرؼ دونوں طرػ

  
  ( )( )        

  (   )( )(     )    
  (   )( )(     )    

  (   )( )(    ) 

       
  (   )( )           .  

  

 
/ 

  پر ہمیں ملتا ہےرکھنے   

  
  ( )( )    ( )    

  (   )( )(    ( ))    
  (   )( )(    ( ))    

  (   )( )(   ( )) 

   
  (   )( )    ( )       .

  

 
/ 

 ( )( )    
  (   )( )    

  (   )( )       .
  

 
/ 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 2.5

 اس اکائی میں آپ نے سیکھا کہ کس طرح مختلف تفاعلات ے اعلا رتبہ مشتق حاصل کیے جاتے ہیں۔

   

 (Key Words)کلیدی الفاظ 2.6

  قضیہ، تفرؼ

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 اعلا رتبہ مشتق، 

 

 (Model Examination Questions)سوالات نمونہ امتحانی 2.7

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات ے حامل سوالات 2.7.1

 کی قدر ہے (    )         20

a) (     )
 

       .            

 
/ 

b) (     )
 

       .           

 
/ 

c) (   )
 

       .            

 
/ 

d) (     )
 

    .            

 
/ 
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 کی قدر ہے(    )         .2

a) (     )
 

       .           

 
/ 

b) (     )
 

       .            

 
/ 

c) (   )
 

       .            

 
/ 

d) (   )
 

    .            

 
/ 

 کی قدر ہے(    )      40

a)      .     
  

 
/ 

b)      .     
 

 
/ 

c)      .     
(   ) 

 
/ 

d) اؿ میں سے کوئی نہیں 

 کی قدر ہے(    )      50

a)      (       ) 

b)        .     
  

 
/ 

c)      .     
 

 
/ 

d)      .     
  

 
/ 

 (Short Answer Type Questions)جوابات ے حامل سوالاتمختصر  2.7.2

 کا چوتھا تفرؼ معلوؾ کرو۔                   20

        اگر 30
ہو،

   

 کی قدر معلوؾ کرو۔   

                 ہو تو ثات  کرو کہ(    )     اگر 40

 ہو۔         ، اگر        ثات  کرو کہ  50

                ، ثات  کرو        اگر  60

 (     )     ثات  کرو 70
      ،اگر 

 

    
 

ثات  کرو 80

   

   
 

     

(     ) 
           ، اگر

        ، ثات  کرو               اگر .8
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         ثات  کرو 0:
 

  ، اگر 
    

    
 

معلوؾ کرو  220

   

 ہو۔(          )   اور (          )   ، اگر    

 (Long Answer Type Questions)جوابات ے حامل سوالات طویل 2.7.3

 ویں مشتقات معلوؾ کرو۔ مندرجہ ذیل ے 20

a)   
  

(   ) (   )
 

b)   
  

(   )(    )
 

c)   
 

         

d)   
 

         

e)   
 

        
 

f)   
 

      

  معلوؾ کرو۔ویں مشتقات کو مندرجہ ذیل ے  30

a)              

b)              

c)                  

d)         

40 n

th

  معلوؾ کرو۔مشتق

a)      
 

b)        

c)        

d)        

e)     
 

f) 
  

   
 

 بار تفرؼ کرو۔ اس مساوات کو    پھر بہ لحاظ ہے اور        (    )کہ تب ثات  کرو         اگر  50

  اگر  60
      

√    
 ثات  کرو 

(    )     (    )      (   )      

 (    )  اگر  70
 تب ثات  کرو کہ 
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(    )             (   )     

          اگر 80
 ثات  کرو

a) (    )             

b) (    )     (    )      (     )     

 ہے۔   کی قدر معلوؾ کرو جب    

 

 (Suggested Books for Further Readings)مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں 2.8

1. Calculus, H. Anton, I. Bivens, S. Davis, John Wiley & Sons, Inc. (10

th

 Edition) 

2. Integral Calculus, K. Ahmad, Real World Education Publishers Pvt Ltd, New Delhi 
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   قضیہ3اکائی 

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 ۔ 

(Leibnitz’s Theorem) 

 اکائی ے اجزا

 تمہید   3.0

 صدمقا   3.1

   قضیہ   3.2

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 

   قضیہ ے اطلاقات  3.2.1 

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

 

 اکتسابی نتائج   3.3

 کلیدی الفاظ   3.4

 نمونہ امتحانی سوالات   3.5

  معروضی جوابات ے حامل سوالات  3.5.1 

 مختصر جوابات ے حامل سوالات  3.5.2 

 طویل جوابات ے حامل سوالات  3.5.3 

 یز کردہ کتابیںمزید مطالعے ے لیے تجو   3.6
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 (Introduction)تمہید 3.0

  قضیہ ے بارے میں پزھیں  

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

پچھلی اکائی میں ہم نے تفاعلات ے اعلا رتبہ  ےمشتق ے بارے میں پزھا ، اس اکائی میں ہم 

 ویں مشتق کو حاصل کرنے ے لیے کیا جاتا ہے۔ گے۔ اس  قضیہ کا استعماؽ تفاعلات ے ضرب ے 

 (Objectives)صدمقا 3.1

  قضیہ کی مدد سے حاصل کر  اس اکائی ے مکمل ہونے پر آپ اس  قابل ہو جایں گے کہ تفاعلات ے ضرب ے 

 

 ز
ی

 

 ی
لن

ویں مشتق کو 

 سکیں گے۔

   قضیہ 3.2

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

(Leibnitz’s Theorem) 

 مرتبہ تفرؼ پسیر ہیں ، تب دو ایسے تفاعلات ہیں جو   اور   بیاؿ; اگر  

   (   )  .
 

 
/      .

 

 
/         .

 

 
/           

 .
 

 
/           .

 

 
/      

 ہے، اور (Integer)ایک مثبت  صحیح اعداد جہاں 

.
 

 
/  

  

  (   ) 
 

 کا ااستعماؽ کریں گے۔ (Mathematical Induction)اثبوت; اس قضیہ کو ثات  کرنے ے لیے ہم ریاضیاتی  استقر

   (   )            

     اور
                                                     ,(   ) -  (         )  

                                                                               

                                                                          

 )       یا
 
)     ( 

 
)      ( 

 
)     

 ے لیے صحیح ہے۔ یعنی   ؿ ے لیے صحیح ہے۔ اب ماؿ لو کہ بیا    اور     بیاؿ 

                                (   )  .
 

 
/      .

 

 
/         .

 

 
/           

                                                              .
 

 
/           .

 

 
/      

 تفرؼ کرنے پر  بہ لحاظ 

     (   )    .
 

 
/ (            )  .

 

 
/ (             )    

                                                     .
 

   
/           .

 

 
/ (                   )    
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                                                     .
 

 
/ (            ) 

 .
 

 
/        4.

 

 
/  .

 

 
/5         4.

 

   
/  .

 

 
/5             .

 

 
/        

 ( 
 

)  (   
 

)   , ( 
 

)  (   
   

)   , (  
   

)  ( 
 

)  (   
 

)  

 اس لیے

     (   )    (
   

 
)        (

   

 
)       (

   

 
)         

                                                        (
   

 
)             (

   

   
)        

 کی سبھی مثبت قیمتوں  ے لیے صحی ہے۔  اس لیے ہم کہہ سکتے ہیں کہ بیاؿ اس ترح ا اعداد 

 

   قضیہ ے اطلاقات 3.2.1

 

 ز
ی

 

 ی
ی ن
ل

(Applications of Leibnitz Theorem) 

  قضیہ ے استعماؽ کو بہت سی مثالوں کی مدد سے سیکھیں 

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 گے۔اس حصہ میں ہم 

  ے قضیہ ے استعماؽ سے -2مثاؽ

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 ۔کریںکا تیسرا مشتق حاصل         

 دیا ہے -حل

        

 فرض کرو کہ

        اور    

  کا قضیہ بیاؿ  کرتا ہے کہ    ہم جانتے ہیں کہ 

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 ے لیے 

   (   )  (
 

 
)      (

 

 
)         (

 

 
)         (

 

 
)      

 اور

        اور    

        اور     

         اور     

         اور     

 اس طرح

    (   )      (
 

 
)   (     )  (

 

 
)   (     ) 

                                                     (   )               

       اگر  -3مثاؽ
 ۔کریںحاصل   ، تب  

 دیا  گیاہے  -حل
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 فرض کرو کہ

    
      اور

 

 تب

      
       اور

 

        اور      
 

        اور     
 

                

        اور     
 

  کا قضیہ بیاؿ  کرتا ہے کہ  ہم جانتے ہیں کہ 

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 ے لیے 

   (   )  .
 

 
/      .

 

 
/         .

 

 
/           .

 

 
/      

 قیمتیں درج کرنے پر حاصل ہے

 

 

 اب اوپر حاصل کی گی

   (     )  .
 

 
/ (     )(  )  .

 

 
/ (       )(   )  .

 

 
/ (       )(  ) 

 .
 

 
/ (       )( )  .

 

 
/ (       )( )     

                          4                
 (   )

 
        

 (   )(   )

  
    5 

    (                (   )       (   )(   )    ) 

 ۔کیجیےحاصل   ، تب          اگر  -3مثاؽ

 دیا گیاہے  -حل

           

 فرض کرو کہ

    
          اور

 تب

      

     

     

            

     

 ہم جانتے ہیں کہ

  

   
,      (    )-          (       ) 

     √  جہاں
.       اور

 

 
/ 
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 لینے پر ہمیں ملتا ہے    اور     ،     

            *        ( )+ 

  کا قضیہ بیاؿ  کرتا ہے کہ ہم جانتے ہیں کہ

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 ے لیے 

   (   )  .
 

 
/      .

 

 
/         .

 

 
/           .

 

 
/      

 اب اوپر حاصل کی گئی قیمتیں درج کرنے پر حاصل ہے

   (         )  .
 

 
/ 0 

 

      *        ( )+   1 

 .
 

 
/ [ 

(   )

      *  (   )      ( )+    ] 

 .
 

 
/ [ 

(   )

      *  (   )      ( )+   ]      

       
 

        .  
  

 
/     

(   )

         4  
(   ) 

 
5 

 
 (   )

 
  

(   )

        4  
(   ) 

 
5 

       
(   )

   6      .  
  

 
/   

 

      4  
(   ) 

 
5   (   )    4  

(   ) 

 
57 

 ۔کریںحاصل   ، تب            اگر  -4مثاؽ

 دیا گیاہے  -حل

           

       اور      اگر ہم 
 صل ہےلیتےہوں تب حا

                                       
 

 
    (   )   اور

 

                                        
 

  
    (   )(   )   اور

 

                                                                                         

                                      (  )   
(   ) 

  
(   )(   )   اور  (   )      

 

                                                                                         

                                       (  )   
(   ) 

  
     اور

  قضیہ میں درج کرنے پر، ہمیں حاصل ہوتا ہے اب اوپر حاصل کی گئی قیمتیں

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 

   (        )  .
 

 
/ ( )      .

 

 
/ (   ) (

 

 
)  .

 

 
/

(   ) 

  
 ( 

 

  
) 

                        .
 

 
/

(   ) 

  
  (

 

  
)    .

 

 
/ (    )(  )   

(   ) 

  
 

                     
(   ) 

 
0  2  .

 

 
/  .

 

 
/    (  )   .

 

 
/31 

                     
(   ) 

 
,  (   ) - 
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(   ) 

 
 

(    )      اگر  ۔6مثاؽ  کہ کریں، تب ثات  (    )     

             

 (    )      (    )          اور
 

   

 دیا گیا ہے کہ -حل

 (2)...         (    )      (    ) 

                                                                  (    )
 

 
     (    )

 

 
 

                                                             
 

 
*     (    )      (    )+ 

 (3)...                                                                    (    )      (    ) 

 تفرؼ کرنے پر دونوں طرػ سے بہ لحاظ 

                                                                 (    )
 

 
     (    )

 

 
 

           یا
 

 
*    (    )      (    )+ 

 ے استعماؽ سے( 2) مساوات

                                                             
 

 
 

                   یا

                   (3)... یا

  قضیہ کی مدد سے  (4)اب مساوات 

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 حاصل ہے مرتبہ تفرؼ کرنے پر، ہمیں کو 

                               .
 

 
/         .

 

 
/          .

 

 
/         

                                             (   )                  

                                                                (    )      (    )     

 کیجیے;تب ثات  ، (       )     اگر  -7مثاؽ

(    )     (    )      (     )     

 ۔کریںحاصل ( )  اور 

 دیا گیاہے -حل

 (2)...        (       ) 

 (2)...          (       )
 

√(    )
 

 سے ضرب دینے پر(    )√

                                               √(    )        (       ) 
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 دونوں طرػ  مربع کرنے پر

    

                                                  (    )         (       ) 

   

                                                                           *      (       )+ 

   

                                                                                  (       ) 

                                             (    )          
 

 تفرؼ کرنے پر  بہ لحاظ

                              (    )         
          

 (3)...      (    )             

  قضیہ کی مدد سے  

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 مرتبہ تفرؼ کرنے  پر 

(    )     .
 

 
/     (   )  .

 

 
/   (  )        .

 

 
/   (  )         

               (    )               
 (   )

 
                    

                            (    )     (    )                          

(4)...                                     (    )     (    )      (     )     

 رکھنے پر   میں( 5) مساوات

    ( )  (     )  ( )    

 (5)...       ( )  (     )  ( ) 

( )      سے ( 2) مساوات    

( )       سے ( 2) مساوات    

( )     سے  (3) مساوات      ( )     
 

 رکھنے پر             میں(5) مساوات

                                                              ( )  (     )  ( )    

                                                              ( )  (     )  ( )     (     ) 

                                                              ( )  (     )  ( )    

                                                              ( )  (     )  ( )     (     )(     ) 

 عاؾ انداز میں ہم اسے اس طرح لکھ سکتے ہیں

  ( )  >
 اگر   طاؼ(   ) ہے  

   (     )(     ) اگر   جفت(    ) ہے +    (   )* 
 

 (      )  اگر -8مثاؽ
 تب ثات  کرو کہ، 

(    )     (    )             
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 دیا گیا ہے کہ -حل

 (2)...      (      ) 
 

 تفرؼ کرنے پر لحاظ  بہ(2) مساوات

                                                                               
 

√    
 

             √        یا

 دونوں طرػ مربع کرنے پر

                                                    
 (    )   (      ) 

 

 کا استعماؽ کرنے پر ہمیں ملتا ہے( 2) مساوات

 (2)...       
 (    )       

 تفرؼ کرنے پر ہمیں ملتا ہے کو بہ لحاظ   (3)مساوات 

                                                         (    )         
        

 (3)...                                                                       (    )           

  قضیہ کی مدد سے( 4) مساوات

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 تفرؼ کرنے پر ہمیں ملتا ہے مرتبہ بہ لحاظ کو

                (    )     .
 

 
/     (   )  .

 

 
/   (  )  2      .

 

 
/   3    

               (   )              (    )  یا

             (    )     (    )  یا

 یہ ثات  ہوا۔

  اگر  -9مثاؽ
    

 
 کرو کہتب ثات  ، 

   
(  )   

    
(       

 

 
 

 

 
   

 

 
) 

 دیا گیا ہے -حل

  
    

 
 

 فرض کرو کہ

   اور      
 

 
 

 تب حاصل ہے

   
 

 
       اور   

 

  
 

    
 

  
     اور  
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(  )   (   ) 

  
    اور

(  )   

    
 

  کا قضیہ بیاؿ کرتا ہے کہ ہم جانتے ہیں کہ 

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 ے لیے 

   (   )  .
 

 
/      .

 

 
/         .

 

 
/           .

 

 
/      

 صل کی گئی قیمتیں درج کرنے پراب اوپر حا

   (
    

 
)

 
 .

 

 
/

(  )   

    
 (    )  .

 

 
/

(  )   (   ) 

  
 (

 

 
)

 .
 

 
/

(  )   (   ) 

    
 ( 

 

  
)    .

 

 
/ (

 

 
)  

(  )   (   ) 

  
 

                         
(  )   

    
 (    )  

(  )    (   ) 

    
 

 (   )

 
 

(  )   (   ) 

    
  

 
(  )   (   ) 

    
 

                         
(  )   

    
(       

 

 
 

 

 
   

 

 
) 

 تب ثات  کرو کہ، (    √  )     اگر  -:مثاؽ

(    )     (    )             

 ۔کریںحاصل ( )   

 دیا گیا ہے -حل

 (2)...         (  √    ) 

( )        اور    

 تفرؼ کرنے پر بہ لحاظ کو   (2) مساوات

   
 

  √    
(  

 

√    
) 

                                                                
 

  √    
4

√      

√    
5 

 (3)...       
 

√    
،   ( )    

       √        یا

 دونوں طرػ مربع کرنے پر

 (4)...      
 (    )    

 تفرؼ کرنے پر ہمیں ملتا ہے کو بہ لحاظ  ( 4) مساوات

                                                         (    )         
    

         (    )    ...(4) یا
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  قضیہ کی مدد سے (4)مساوات 

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 کرنے پر ہمیں ملتا ہےتفرؼ  مرتبہ بالحاظ   n کو

            (    )     .
 

 
/     (  )  .

 

 
/   ( )        .

 

 
/      

               (   )              (    )   یا 

             (    )     (    )   ...(5) یا

 رکھنے پر ، ہمیں ملتا ہے   میں  (6) مساوات

                                                                 ( )      ( )    

( )       ...(7) یا       ( ) 

 رکھنے پر          میں (7)مساوات 

                                               ( )     ( )     ,   ( )   - 

                                               ( )       ( )       ,   ( )   - 

                                               ( )       ( )  (   )(   )       
 

                                               ( )       ( )    

                                               ( )       ( )  (   )(   )(   )  (  )        
 

 عاؾ انداز میں ہم اسے اس طرح لکھ سکتے ہیں

  ( )  >
 اگر   جفت (    )ہے  

(  )
(   )

اگر   طاؼ(   )  ہے  (   )          
 

 اگر   -22مثاؽ
 

    
 

 کریںتب ثات  ،     

(    )             

 نیز بتلاؤ کہ 

(    )     (    )      (     )     

  گیا ہےدیا  -حل

 (2)...     
 

    
 

     

      یا
 

  
 

 
 
 

    

 (3)...                                                                     
 

     
 

      

 جو
 

 مساوات ہے، اس لیے(Quadratic)ایک  دودرجی 

                                                                    
 

  
   √     

 
 

                                                                    
 

    √     

{    √  }      ...(4) یا
 

 

{    √  }      ...(5) اگر 
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 تفرؼ کرنے پر ہمیں حاصل ہے کو بالحاظ   (5) مساوات

                                                                          2  √    3
   

(  
 

 √    
   ) 

                                                                             2  √    3
   

4
√      

√    
5 

                                                                      
(  √    )

 

√    
 

 (5)...         
 

√    
 

 سے،  اگر( 4)اب مساوات 

 (7)...      {  √    }
 

 

 تفرؼ کرنے پر ہمیں حاصل ہے کو بہ لحاظ  ( 7) مساوات

                                                                          2  √    3
   

(  
 

 √    
   ) 

                                                                       
(  √    )

 

√    
 

 (8)...                                                                        
 

√    
 

 طرػ مربع کرنے پرں کا دونو (8)یا  (6) مساوات

                                                                      
    

  

    
 

 (8)...                                                        (    )  
      

 

 تفرؼ کرنے پر ہمیں حاصل ہے کو بہ لحاظ   (8) مساوات

                                                         (    )         
         

 (9)...    (    )             

  قضیہ کی مدد سے( 9) مساوات

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 تفرؼ کرنے پر ہمیں حاصل ہے مرتبہ بہ لحاظ   n کو

                        (    )     .
 

 
/     (  )  .

 

 
/   ( )        .

 

 
/           

                    (   )              (    ) یا

                                                                  (    )     (    )      (     )     

          اگر   -22مثاؽ
 تب ثات  کرو کہ ، 

(    )     (    )      (     )     

 ۔کیجیےبھی حاصل ( )   

 ہمیں دیا گیا ہے   -حل

 (2)...              
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 تفرؼ کرنے پر کو بہ لحاظ  (2) مساوات

            
 

√(    )
 

 ے استعماؽ سے( 2) مساوات

 (3)...       
  

√(    )
 

                                                                  √(    )      

 دونوں طرػ مربع کرنے پر

 (4)...    (    )  
      

 

 تفرؼ کرنے پر ہمیں حاصل ہے کو بہ لحاظ  ( 4) مساوات

                                            (    )         
         

             (    )     ...(4) یا

  قضیہ کی مدد سے( 9) مساوات

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 تفرؼ کرنے پر ہمیں حاصل ہے مرتبہ بہ لحاظ   کو

   (    )     .
 

 
/     (   )  .

 

 
/   (  )        .

 

 
/           

                    (   )              (    )  یا

     (     )      (    )     (    ) ...(5) یا

 میں درج کرنے پر( 6) اور( 5(، )3(، )2) مساواتوں   

 (7)...     ( )                

 (8)...      ( )  
  ( )

 
       

 (9)...    ( )     ( )      ( )     ( )    
 

 (9)...     ( )  (     )  ( )        ( )  (     )  ( ) 

 درج کرنے پر          میں (9) مساوات

                                          ( )  (     )  ( )  (     )  

                                          ( )  (     )  ( )  (     )  
 

                                          ( )  (     )  ( )  (     )(     )  

                                          ( )  (     )  ( )  (     )(     )  
 

                                                                

 عاؾ انداز میں ہم اسے اس طرح لکھ سکتے ہیں

  ( )  >
 (     )(     )  اگر   طاؼ (   )ہے - (   )   , 

  (     )(     ) اگر  جفت(    ) ہے - (   )   , 
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 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 3.3

  قضیہ کو پزھا اور اس کو ثات  کیا۔  ہم نے اس قضیہ ے استعماؽ سے تفاعلات ے ضرب کا 

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

واں مشتق    اس  اکائی میں ہم نے 

 حاصل کیا۔

 (Key Words)کلیدی الفاظ 3.4

   
 
ن ی 
ل

  قضیہواں مشتق  ، تفاعلات کا  ضرب، 

 

 ز
ی

 

ی
 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 3.5

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات ے حامل سوالات 3.5.1

 کی قیمت ہے+(    )   *   20

     (       )(a)   (b)      (       )  

(c )     .     
  

 
/   (d)      .     

  

 
/ 

  قضیہ کا استعماؽ  30

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
 واں مشتق  حاصل کرنے میں  کیا جاتا ہے۔ کا   ل

(a) دو تفاعلات ےجمع    (b) دو تفاعلات ےفرؼ(Difference)  

(c) دو تفاعلات ے ضرب   (d) اؿ میں سے کوئی نہیں 

  قضیہ کو بیاؿ کیجیے۔ 40

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

 

  (   )( میں Expansionےپھیلاؤ)  (   ) .4
 ٹرؾ ہے

(a) (  
   

)          (b) (   
 

)        

(c) ( 
 
)          (d) (  

   
)       

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات ے حامل سوالات 3.5.2

 ، تب ثات  کرو        اگر  20

(    )          

 کیجیے;واں مشتق  حاصل   درج ذیل کا  30

(i)    (    ) 
 

(ii)        

 ثات  کرو کہ ،           اگر 40

       (     )    
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 تب ثات  کرو کہ، (       )     اگر 50

(    )     
 

       

 کریںتفرؼ  مرتبہ  بہ لحاظ  درج ذیل مساوات کو 60

(i) (    )             

(ii)          (     )    

 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات ے حامل سوالات 3.5.3

         اگر 20
 و کہتب ثات  کر، 

(    )     *(   )   +      (   )     

 تب ثات  کرو کہ،         اگر 30

(    )      (   )       (   )     

 ۔کریںحاصل ( )  اور پھر  

(    √  )  اگر 40
 

 ۔حاصل کریں( )  تب، 

 

 (Suggested Books for Further Readings) ے لیے تجویز کردہ کتابیںمزید مطالعے 3.6

 

1. Calculus, H. Anton, I. Bivens, S. Davis, John Wiley & Sons, Inc. (10

th

 Edition) 

2. Integral Calculus, K. Ahmad, Real World Education Publishers Pvt Ltd, New Delhi 
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 4اکائی 

ی 
فل

 

ن

وٹی  ، ا  

 

ووٹس۔  کان

 

ن ٹ
م
ن س

 نقاط اور ا

 

ن

 

ش
ک

 

(Concavity, Inflexion Points and Asymptotes) 

 ے اجزااکائی 

 تمہید   4.0

 مقاصد   4.1

 نقاط   4.2

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

وٹی  اور ا  

 

 کان

ووٹس   4.3

 

ن ٹ
م
ن س

 ا

ووٹ کو حاصل کرنا  4.3.1 

 

ن ٹ
م
ن س

 تعریف اور ا

ووٹس  4.3.2 

 

ن ٹ
م
ن س

 عاؾ جبری منحنی ے ا

ووٹس حاصل کر  4.3.3 

 

ن ٹ
م
ن س

 نے کا چھوٹا طریقہا

ووٹس  4.3.4 

 

ن ٹ
م
ن س

 محوروں ے  متوازی ا

 اکتسابی نتائج   4.4

 کلیدی الفاظ   4.5

 نمونہ امتحانی سوالات   4.6

  معروضی جوابات ے حامل سوالات  4.6.1 

 مختصر جوابات ے حامل سوالات  4.6.2 

 طویل جوابات ے حامل سوالات  4.6.3 

 یز کردہ کتابیںمزید مطالعے ے لیے تجو   4.7
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 (Introduction)تمہید 4.0

میں ہم اکائی ے بارے میں پزھاہے۔ اس  (Minima)اور قلیل قدریں(Maxima)آپ منحنی ےعظیم قدریں پچھلے درجوں میں  

وٹی   

 

 نقاط(Concavity)کسی منحنی کی کان

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

 (Tangents) مماسمیں گے۔ آپ  اپنی پچھلی کلاسز  کریںحاصل (Points of Inflexion)اورا

ووٹ ے بارے میں جانکاری حاصل کریں گے۔( Normal)عموداور 

 

 ٹ
من
ن س

 ے بارے میں بھی پزھ چکے ہیں۔ یہاں آپ کسی منحنی ے ا

 

 (Objectives)مقاصد 4.1

  کہمکمل ہونے پر آپ اس قابل ہو جائیں گے اس اکائی ے

  وٹی  

 

 نقاط(Concavity)کسی منحنی کی کان

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

 حاصل کرسکیں ۔( Points of Inflexion)اورا

 ووٹس حاصل کر سکیں۔

 

 ٹ
من
ن س

 کسی منحنی ے ا

 

 نقاط 4.2

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

وٹی  اور ا  

 

 (Concavity and Inflexion Points)کان

 ووں ے مشاہدے ے ساتھ شروع کرتے ہیں۔
ٹ

 

حن

 

من

 ہم درج ذیل 

پر مماس ے اوپر رہتا  Pہے اور منحنی کا ایک حصہ نقطہ  پر مماس کو پار نہیں کرتی Pمیں ہم دیکھتے ہیں کہ منحنی نقطہ  (a)4.2.1شکل  20

و  Pہے۔ یہاں ہم کہتے ہیں کہ منحنی نقطہ   

 

 ہے۔(Convex) ہے یا نیچے کی طرػ کانویکس(Concave)پر اوپر کی طرػ کان

 ہیں کہ منحنی نقطہ پر مماس ے نیچے رہتا ہے۔ یہاں ہم کہتے Pمیں ہم دیکھتے ہیں کہ منحنی کا ایک حصہ نقطہ  (b)4.2.1دوسری شکل  30

P  و  

 

 ہے۔(Convex) ہے یا اوپر کی طرػ کانویکس(Concave)پر نیچے کی طرػ کان

وٹی Pمیں منحنی نقطہ  (c)4.2.3شکل  40  

 

وٹی تک بدلتی ہےیا  پھر اس ے   (Concavity)پر کان  

 

نیچےکی طرػ سے اوپر کی طرػ کان

 نقطہ کہتے ہیں۔Pبراکس ۔ تب اس  نقطہ 

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

 کو ا
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 نقاط ے لیے معیارات

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

وٹی اور ا  

 

 (Criterion)کسی نقطہ پر کان

 محور ے متوازی نہیں ہے۔  پر ایک مماس ہے جو  Pہے ۔  اور ماؿ لو کہ نقطہ  Pپر ایک نقطہ  ( )   ماؿ لیتے ہیں کہ منحنی 

و ہوگا اگر   -   ,وقفہ  ( )   منحنی  20  

 

( )   میں اوپر کی طرػ کان       ,   - 

و ہوگا اگر   -   ,وقفہ  ( )   منحنی  30  

 

( )   میں نیچے کی طرػ کان       ,   - 

 ہوگا اگر Pمنحنی کا   نقطہ  40

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

 اس نقطہ کو پار کرتا ہے ۔  کا نشاؿ بدلتا ہے،جیسےہی  ( )   پر ا

اوپر کی طرػ یا نیچے کی طرػ                    منحنی کی اقدار کی حد تلاش کریں جس ے لیے  -2مثاؽ 

 نقاط بھی حاصل  

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

و ہے۔ ا  

 

 ۔کریںکان

 دیا گیا ہے کہ  -حل

                   

                                                    
  

  
                

 (b)4.2.1شکل  (a)4.2.1شکل 

 

 (c)4.2.1شکل 
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               (   )(   ) 

   

   
      -    - و   

 

  اوپر کی طرػ کان

   

   
      -   , و   

 

  نیچے کی طرػ کان

   

   
      -    , و   

 

  اوپر کی طرػ کان

 نقاط ے لیے

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

 ا

   

   
      ،    

ے لیے    ،   چوں کہ

   

   
 نقاط

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

 ہیں۔(    )اور (    )کا نشاؿ بدلتا ہے، اس لیے ا

 

ووٹس  4.3

 

 ٹ
من
ن س

 (Asymptotes)ا

ووٹ کو حاصل کرنا 4.3.1

 

ن ٹ
م
ن س

 (Definition and Determining Asymptotes)تعریف اور ا

ووٹ کہلاتا ہے اگر،  کوئی تعریف; 

 

 ٹ
من
ن س

کی طرػ منتقل (Infinity)منحنی خطوط  ے ساتھ ساتھ لامحدود ٖیت Pنقطہ کوئی خط کسی منحنی ے لیے ا

 ( صفر ے قریب  ہوتی جاتی ہے۔δکی خط منحنی  سے عمودی دوری  )ماؿ لیجیےکہ  Pہوتا ہے، نقطہ 

کی خط منحنی  سے عمودی دوری   صفر ے  Pلامحدود یت ے قریب ہوتا ہے نقطہ  (   ) منحنی پر نقطہ سے ہم دیکھتے ہیں کہ جیسے  4.4.1شکل 

 قریب ہوتی  جاتی ہے۔

 

 4.4.1شکل; 
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ووٹ حاصل کرنا; ماؿ لو کہ ایک خط جو 

 

 ٹ
من
ن س

 محور ے متوازی نہیں ہے، وہ ہے ا

 ...(1)            

ووٹ ہوسکے۔ شکل 2 گے کہ خط )کو اس طرح حاصل کریں اور   اب ہم 

 

 ٹ
من
ن س

δمیں 4.4.1( ایک ا کا (   ) (سے نقطہ 2خط )   

 عمودی  فاصلا ہے۔اس  لیے

δ  
      

√    
     

𝛿منحنی پر لامحدودیت کی طرػ چلتا ہےمطلب یہ کہ جیسے Pجیسے جیسے نقطہ     ،    

    
   

(      )    

 (    )             یا

 اس ے ساتھ ہی

 

 
   (    )  

 

 
 

                                                      
   

.
 

 
  /     

   
(    )     

   
(
 

 
)        

                                                                
   

.
 

 
/    

 اس لیے

     
   

.
 

 
/ 

                                                                              
   

(    ) 

ووٹس کو جو 

 

 ٹ
من
ن س

 محور ے متوازی نہیں ہیں ، کو درج ذیل طریقہ سے حاصل کرتے ہیں۔  اس طرح ہم اؿ ا

.        -2مرحلہ 
 

 
.      ماؿ لو کہ  ۔ کریںکو حاصل /

 

 
/    

(    )      کو حاصل کریں۔ ماؿ لو کہ (    )        -3مرحلہ     

ووٹ ہوگا۔      تب  

 

 ٹ
من
ن س

 ایک ا

ووٹس حاصل کریں۔          -3مثاؽ

 

 ٹ
من
ن س

 ے ا

  مساوات ہےدیے گئے منحنی کی -حل

 (1)...                

ووٹ کی مساوات ہے۔ مساوات )      ماؿ لو کہ  

 

 ٹ
من
ن س

  ( کو 2ایک ا
 سے تقسیم دینے پر

                                                                               
  

  
 

  

  
   

.      ...(2) یا
 

 
/

 

 
 

 
.

 

 
/    

 لیتے ہیں، اوراب 

 

مٹ
ل
ووٹ حاصل کرنے ے لیے ہم 

 

 ٹ
من
ن س

 ا
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.
 

 
/    

                                                                               
   

(    )    

 ( سے3اس لیے مساوات )

                            
   

.
 

 
/

 

     
   

.
 

 
/     

   
(
 

 
)    

                                                                                

                                                                                       

    
ف اعدادےدوسرے روٹس 

 

 ہیں۔(Complex Numbers) ملٹ

 ( کو اس طرح سے لکھ سکتے ہیں 2ہم مساوات )

                                     (   )(        )      

(   )  
    

        
 

 ے لیے    اب

     
   

(   )     
   

[
    

        
] 

                                                                                       
   

<
  

  

  
 

  

  
 

  

  

= 

                                                                                    
  

     
 

                                                                                       

ووٹ  

 

 ٹ
من
ن س

 ہے۔     اس لیے دی گئی منحنی ے لیے ا

 

ووٹس 4.3.2

 

ن ٹ
م
ن س

 (Asymptotes of General Algebraic Curve)عاؾ الجبرائ منحنی ے ا

 کی منحنی کی مساوات ہے  (Degree)ماؿ لیجیےکہ درجہ

*                            +  *                                + 

...(1)   *                                +      

 یا

  {  .
 

 
/

 

   .
 

 
/

   

   .
 

 
/

   

     }

     {  .
 

 
/

   

   .
 

 
/

   

   .
 

 
/

   

     } 

     {  .
 

 
/

   

   .
 

 
/

   

   .
 

 
/

   

     }      

 ہم اس کو  اس طرح لکھ سکتے ہیں 

...(2)      .
 

 
/          .

 

 
/          .

 

 
/      .

 

 
/    
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.( Polynomials)کثیر رکنیاں،  ،     ،     ،   جہاں
 

 
            میں ہیں، اؿ ے درجے /

 ہیں۔

  کو( 3) مساوات
 سے تقسیم دینے پر ہمیں حاصل ہے

...(3)    .
 

 
/  

 

 
    .

 

 
/  

 

  
    .

 

 
/    

 

  
  .

 

 
/    

 لینے 

 

مٹ
ل

 پر ہمیں ملتا ہے

...(4)       ( )    

.             جہاں
 

 
/ 

(  )  اس طرح سے ہے کہ   ( Root)کا ایک روٹ( 5)ماؿ لیجیےکہ مساوات     

 ہم لکھتے ہیں 

             
 

 
    

  

 
 

 

 
  پر ہمیں ملتا ہےمیں  رکھنے (3)کی قیمت مساوات 

    .   
  

 
/          .   

  

 
/          .   

  

 
/       .   

  

 
/

   .   
  

 
/    

 ہمیں ملتا ہے کا استعماؽ کرنے پر(Taylor’s Theorem)ٹیلر ے قضیہ 

  6  (  )  
  

 
  

 (  )  
  

 

  
  

  (  )   7

     6    (  )  
  

 
    

 (  )  
  

 

  
    

  (  )   7

     6    (  )  
  

 
    

 (  )  
  

 

  
    

  (  )   7      

 کی اترتی قوتوں میں ترتیب سے لکھنے پر ہمیں ملتا ہے  اؿ ارکاؿ کو

    (  )      ,    
 (  )      (  )-

     6
  

 

 
  

  (  )        
 (  )      (  )7      

  (  )     رکھنے پر اور پھر     
 تا ہےحاصل ہوسے تقسیم دینے پر ہمیں 

,    
 (  )      (  )-  

 

 
6
  

 

 
  

  (  )        
 (  )      (  )7      

...(5) 

 اس لیے           ہم لکھتے ہیں ،    ماؿ لیجیےکہ 

...(6)        
 (  )      (  )    
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        یا
    (  )

  
 (  )

   
 (  )    

 اس لیے

      
    (  )

  
 (  )

 

ووٹ ہے، جب کہ   ڈھاؽ

 

 ٹ
من
ن س

  ے متناظرا
 (  )    

 اسی طرح

...(7)         
    (  )

  
 (  )

        
    (  )

  
 (  )

   

( )  جو کہ  ،  ، ،ڈھاؽ ووٹس ہیں، جب کہے روٹس ہیں، ے متناظرا  

 

 ٹ
من
ن س

  
 (  )    ، ،  

 (  )    

  ماؿ لیجیے کہ   :(Exceptional Case)استثنائی صورت
 (  )    

  اگر
 (  ) (  )    یکن    ے   قیمت حاصل نہیں ہوتی اور اس لیے ڈھاؽ کوئی کی   سے( 7)تب مساوات ،   

ووٹ نہیں ہوگا۔

 

 ٹ
من
ن س

 متناظر کوئی ا

 اب ماؿ لو کہ

  
 (  )        (  ) 

ے بارے میں پھر سے سوچنا ہوگا، جو کہ اب ( 6) اور ہمیں مساوات بن جائیگی(Identity)ضابطہ ایک ( 7)میں مساوات (Case) صورتاس 

 درج ذیل ہے

6
  

 

 
  

  (  )        
 (  )      (  )7  , -      

 لینے پر جب کہ 

 

مٹ
 مساوات کا ایک روٹ ہے ذیلدرج   ہم دیکھتے ہیں کہ ،   ل

...(8)   

  
 

 
  

  (  )        
 (  )      (  )    

   ، ماؿ لیجیےکہ وہ کی دو قیمتیں حاصل ہوتی ہیں  جس سے 
  
،  

 
 جب کہ

  
  (  )    

 اس طرح 

        
           

  
 

ووٹس کا کیس ہے۔  ڈھاؽ

 

 ٹ
من
ن س

ووٹس ہیں ، جو کہ صاػ طور پر  متوازی  دکھ رہے  ہیں۔ یہ متوازی ا

 

 ٹ
من
ن س

 ے متناظر دو ا

ووٹس حاصل کریں۔                          -4مثاؽ

 

 ٹ
من
ن س

 ے ا

 دی گئی منحنی کی مساوات ہے -حل

 ...(1)                            

 رکھنے پر، ہمیں ملتا ہے      میں( 2) مساوات

      (    )   (    )   (    )   (    )  (    )      

                              (           )    (                )      
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 اس طرح حاصل کیے جاتے ہیں  اور اس لیے 

 ...(2)                  

                       (3)... اور

 سے (3) مساوات

                                                      (    )    (    )    

(    )(    )     یا    

             یا
 

 
 

 سے (3) مساوات

  (       )       

       یا
    

 (       )
 

 ے لیے   

  
    

 (     )
   

  لیےے    

  
(  )   

 (     )
    

   
 

 
 ے لیے

  
. 

 

 
/

 

 
 

 

 .  
 

 
 

 

 
/

 

 

 
 

 

 
 

 
 

ووٹس  ملتے ہیں      کی یہ  قیمتیں  اور 

 

 ٹ
من
ن س

 میں رکھنے پر، ہمیں مندرجہ ذیل ا

    

       

   
 

 
  

 

 
 

             یا

 

وو 4.3.3

 

ن ٹ
م
ن س

 (Shorter Method for Determining Asymptotes)ٹس حاصل کرنے کا چھوٹا طریقہا

رکھ کر     اور    میں ( Terms)ارکاؿ (Degree)درجہ(Highest) ویں درجے کی منحنی کی مساوات کی اعظم ترین  

کو بھی حاصل کیا جا سکتا ( )     کر رکھ    اور    ویں درجہ ارکاؿ میں (   )حاصل کیا جا سکتا ہے۔ اسی طرح ( )  

 ہے۔اور اسی طرح ہم حاصل کر سکتے ہیں۔
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( )  اب  ووٹس ے ڈھاؽ کو جاؿ سکتے ہیں۔   کو    

 

 ٹ
من
ن س

کی قیمت درج ذیل   کی قیمتوں ے متناظر   ے لیے حل کر ے ہم ا

 فارمولہ سے حاصل کی جا سکتی ہے

       کی الگ الگ قیمتوں ےلیے، 
    ( )

  
 ( )

 

ووٹس متوازی ہیں تب 

 

 ٹ
من
ن س

کی قیمت درج ذیل فارمولہ سے  (، تب      ے دو مساوی روٹس ہونگے)ماؿ لیجیے کہ ( )  اگر دو ا

 حاصل کی جا سکتی ہے

  

 
  

  ( )     
   

( )      ( )    

ووٹس حاصل                                -5مثاؽ

 

 ٹ
من
ن س

 ۔کریںے ا

 دی گئی منحنی کی مساوات ہے -حل

 ...(1)                                 

رکھ نے پر،     ر او   میں الگ الگ  ( Terms)اور دوسرے درجے ے ارکاؿ(Degree)منحنی کی مساوات کی تیسرےدرجے

 ہمیں ملتا ہے

  ( )            
 

  ( )        

ووٹس ے ڈھاؽ درجہ

 

 ٹ
من
ن س

 ذیل سے حاصل کرتے ہیں اب ا

                                                                                         ( )    

                                                                        

(   )       یا   (   )    

(    )(   )     یا    

(   )(   )(   )     یا    

              اس لیے

 کو اس طرح سے حاصل کیا جاسکتا  ہے  اب

   
  ( )

  
 
( )

  (
     

        
) 

 ے لیے    

   4
    (  )

 (  )   (  )   
5    

 ے لیے   

   4
    ( )

 ( )   ( )   
5    

 ے لیے   
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   4
    ( )

 ( )   ( )   
5     

ووٹس  ملتے ہیں      کی یہ  قیمتیں  اور 

 

 ٹ
من
ن س

 میں درج کرنے پر، ہمیں مندرجہ ذیل ا

                                                                                         

                                                                                        

                                                                                         

ووٹس حاصل                        -6مثاؽ

 

 ٹ
من
ن س

 ۔کریںے ا

 دی گئی منحنی کی مساوات ہے -حل

 ...(1)                         

 لے نے پر، ہمیں ملتا ہے   اور   میں الگ الگ  ( Terms)اور پہلے درجہ ے ارکاؿ(Degree)منحنی کی مساوات کی تیسرےدرجہ

                                                            ( )           
 

                                                            ( )    

                                                            ( )       

ووٹس ے ڈھاؽ درجہ

 

 ٹ
من
ن س

 ذیل سے حاصل کرتے ہیں اب ا

                                                                                          ( )    

                                                                          

(   )       یا   (   )    

(    )(   )     یا    

    (   )(   )     یا

               اس لیے

 اس طرح سے حاصل کیا جاسکتا  ہےے لیے   کو اب

   
  ( )

  
 
( )

   

 کو اس طرح سے حاصل کیا جا سکتا ہے  ے لیے    تکراری روٹس

  

 
  

  ( )     
 
( )    ( )    

  

 
(     )   ( )  (    )    

 ے لیے    

                                                       
  

 
(    )  (    )    

             یا

            یا
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(   )(   )      یا    

           یا

ووٹس  ملتے ہیںمیں درج کرنے پر، ہمیں مندرجہ       کی یہ  قیمتیں  اور  

 

 ٹ
من
ن س

 ذیل ا

                                                                                     

                                                                                        

                                                                                        

ووٹس حاصل                                   -6مثاؽ

 

 ٹ
من
ن س

 ۔کریںے ا

 دی گئی منحنی کی مساوات ہے -حل

 ...(1)                                   

درج کرنے پر،    اور   میں الگ الگ  ( Terms)اور دوسرے درجہ ے ارکاؿ(Degree)رجہمنحنی کی مساوات کی تیسرےد

 ہمیں ملتا ہے

                                                                     ( )           
 

                                                                                   (   )    (   ) 

                                                                                  (   )(    ) 

                                                                                  (   ) (   ) 

                                                                     ( )          
 

ووٹس ے ڈھاؽ درجہ ذیل سے حاصل کرتے ہیں

 

 ٹ
من
ن س

 اب ا

  ( )    

                                                     (   ) (   )    

              اس لیے

   ہےکو اس طرح سے حاصل کیا جاسکتا اب

   
  ( )

  
 
( )

  
        

        
 

 کو اس طرح سے حاصل کیا جاتا ہے ے لیے    

   
   (  )   (  ) 

 (  )   (  )   
   

ووٹ  ملتا ہے      کی یہ  قیمت  اور 

 

 ٹ
من
ن س

 میں درج کرنے پر، ہمیں مندرجہ ذیل ا

       

 کو اس طرح سے حاصل کیا جا سکتا ہے  ے لیے    تکراری روٹس

  

 
  

  ( )     
 
( )    ( )    

                                       
  

 
(     )   (    )   (   )    

 درج کرنے پر    
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(    )   (   )  (   )    

               یا

              یا

      یا
  √ 

 
 

ووٹس  ملتے ہیں      کی یہ  قیمتیں  اور 

 

 ٹ
من
ن س

 میں  درج کرنے پر، ہمیں مندرجہ ذیل دو متوازی ا

    
  √ 

 
 

    
  √ 

 
 

ووٹس حاصل                         -8مثاؽ

 

 ٹ
من
ن س

 ۔کریںے ا

 دی گئی منحنی کی مساوات ہے -حل

 ...(1)                           

درج کر نے پر، ہمیں    اور   میں الگ الگ  ( Terms)اور پہلے درجہ ے ارکاؿ(Degree)منحنی کی مساوات کی تیسرےدرجہ

 ملتا ہے۔

                                                       ( )               

                                                       ( )    

                                                       ( )      

ووٹس ے ڈھاؽ درجہ ذیل سے حاصل کرتے ہیں

 

 ٹ
من
ن س

 اب ا

                                                                                         ( )    

                                                                     

(       )(   )     یا    

(   )(   )(   )     یا    

             اس لیے

 کواس طرح سے حاصل کیا جاسکتا  ہے اب

   
  ( )

  
 
( )

   

     ے لیے       اس لیے  روٹس 

ووٹس  ملتے ہیں      کی یہ  قیمتیں  اور 

 

 ٹ
من
ن س

 میں درج کرنے پر، ہمیں مندرجہ ذیل ا

    

     

     

(   ) (    ) -9مثاؽ    (    )  (     ) ووٹس حاصل   

 

 ٹ
من
ن س

 ۔کریںے ا
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 دی گئی منحنی کی مساوات ہے -حل

 ...(1)  (    ) (   )    (    )  (     )    

درج کر نے پر، ہمیں    اور   میں الگ الگ  ( Terms)اور پہلے درجہ ے ارکاؿ(Degree)منحنی کی مساوات کی تیسرےدرجہ

 ملتا ہے۔

                                                       ( )  (    ) (   ) 

                                                       ( )     (    ) 

                                                       ( )   (    ) 

ووٹس ے ڈھاؽ درجہ ذیل سے حاصل کرتے ہیں

 

 ٹ
من
ن س

 اب ا

  ( )    

                                                   (    ) (   )    

       اس لیے
 

 
 
 

 
   

 کواس طرح سے حاصل کیا جاسکتا  ہے اب

   
  ( )

  
 
( )

 
   (    )

(    )(    )
 

 ے لیے   اس لیے  

  
  (   )

(   )(   )
   

ووٹ  ملتا ہے۔       یہ  قیمتکی اور 

 

 ٹ
من
ن س

 میں درج کرنے پر، ہمیں مندرجہ ذیل ا

      

  تکراری روٹس
 

 
 کو اس طرح سے حاصل کیا جا سکتا ہے۔ ے لیے

  

 
  

  ( )     
 
( )    ( )    

                            
  

 
(      )   (      )  (     )    

  
 

 
 رکھنے پر 

             
  

 
(      

 

 
)   (      

 

 
)  (     

 

 
)    

    یا

  

 
(     )   (    )  .  

 

 
/    

                یا

      یا
   √      

 
   

 

 
√      

 √ 

 
 

ووٹس  ملتے ہیں۔ میں درج       کی یہ  قیمتیں اور 

 

 ٹ
من
ن س

 کرنے پر، ہمیں مندرجہ ذیل دو متوازی ا

                                                                               
 

 
    

 √ 

 
 

  √             یا
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ووٹس 4.3.4

 

ن ٹ
م
ن س

 (Asymptotes Parallel to Axes)محوروں ے متوازی ا

ووٹس جن ے لیے محور ے متواز 

 

 ٹ
من
ن س

ووٹس جن ے  ہو عاؾ طریقہ سے حاصل کیا جا سکتا ہے یکن ،      ی ا

 

 ٹ
من
ن س

محور ے متوازی ا

 -ہو، اوپر بیاؿ کیے گئے طریقے سے حاصل نہیں کیا جا سکتا ہے     لیے 

ی منحنی کی مساوات در   
ن

 

گن

ووٹس(; ماؿ لو کہ دی 

 

 ٹ
من
ن س

ووٹس)یا انتصابی ا

 

 ٹ
من
ن س

 جہ ذیل شکل میں ہےمحور ے متوازی ا

 ...(1)     ( )        ( )        ( )      

 میں کثیر رکنی ہیں۔  ( ) ،( )  ، ( )  ،  جہاں  

  ( کو 2مساوات )
 سے تقسیم کرنے پر حاصل ہے

 ...(2)    ( )  
 

 
  ( )  

 

    ( )      

  پر ہمیں ملتا ہےلینے   

 ( )    

  اعظم ترین  قوت  والی رکن( ) یہاں ، ہم دیکھتے ہیں کہ 
     ،    ، ے روٹس ( ) ہے۔اگر  (Coefficient)کا ضریب  

ووٹس ہوں گے۔ ہوں، تب  

 

 ٹ
من
ن س

 محور ے متوازی ا

           

  کی مساوات میں اعظم ترین  قوت  والی رکناس لیے قاعدہ ے مطابق، دی گئی منحنی 
ی جز ضربی  

قط

 Real Linear)ے ضریب میں حقیقی 

Factor)  ووٹس کو حاصل کرسکتے ہیں۔ کو صفر ے برابر رکھ کر

 

 ٹ
من
ن س

 محور ے متوازی ا

ووٹس; جیسا  کہ ہم نے  

 

 ٹ
من
ن س

ووٹس کو حاصل کرنے  ے لیے محور ے متوازی ا

 

 ٹ
من
ن س

 کیا،  دی گئی منحنی کی مساوات میں اعظم محور ے متوازی ا

  ترین  قوت  والی رکن
و ضربی  

 

 
ی ج

قط

ووٹس کو  کو صفر ے برابر رکھ کر  (Real Linear Factor)ٖے ضریب میں حقیقی 

 

 ٹ
من
ن س

محور ے متوازی ا

 حاصل کرسکتے ہیں۔

(     )       مساوات  -:مثاؽ    (   ) ووٹس کی ے لیے      

 

 ٹ
من
ن س

کسی بھی محور ے متوازی ا

 ۔کریںمساوات حاصل 

 دی گئی مساوات ہے -حل

       (     )    (   )       

ووٹس;  (2)

 

 ٹ
من
ن س

 محور ے متوازی ا

 دی گئی مساوات کو ہم اس طرح  سے لکھ سکتے ہیں 

                                                         (   )       

(     )      یا         (   )       

  اعظم ترین  قوت  والے رکن
 ے ضریب کو صفر ے برابر رکھنے پر ہمیں ملتا ہے  
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ووٹس ہیں۔ جو کہ 

 

 ٹ
من
ن س

 محور ے متوازی ا

ووٹس;  (3)

 

 ٹ
من
ن س

 محور ے متوازی ا

 دی گئی مساوات کو ہم اس طرح  سے لکھ سکتے ہیں

  (     )         (   )       

  اعظم ترین  قوت  والے رکن
 ے ضریب کو صفر ے برابر رکھنے پر ہمیں ملتا ہے  

        

                                                                                          

ووٹس ہیں۔ جو کہ 

 

 ٹ
من
ن س

 محور ے متوازی ا

مساوات    -10مثاؽ

  

   
  

ووٹس کی مساوات حاصل  کسی بھیلیے      

 

 ٹ
من
ن س

 ۔کریںمحور ے متوازی ا

 دی گئی مساوات ہے -حل

 ...(1)     

  

   
  

     

 دی گئی مساوات کو ہم اس طرح  سے لکھ سکتے ہیں 

                      

 ...(2)      (     )         

ووٹس;  (2)

 

 ٹ
من
ن س

 محور ے متوازی ا

  اعظم ترین  قوت  والے رکن
 ے ضریب کو صفر ے برابر رکھنے پر ہمیں ملتا ہے  

        

                                                                                           

ووٹس ہیں۔(Imaginary)جو کہ خیالی

 

 ٹ
من
ن س

 ا

ووٹس; ( 3)

 

 ٹ
من
ن س

 محور ے متوازی ا

 دی گئی مساوات کو ہم اس طرح  سے لکھ سکتے ہیں

  (     )         

  اعظم ترین  قوت  والی رکن
 ے ضریب کو صفر ے برابر رکھنے پر ہمیں ملتا ہے  

        

                                                                                          

ووٹس ہیں۔ جو کہ 

 

 ٹ
من
ن س

 محور ے متوازی ا

ووٹس ہیں جو کہ 

 

 ٹ
من
ن س

 محور ے متوازی ہیں۔ اس لیے دی گئی منحنی ے لیے صرػ دو حقیقی ا

ووٹس حاصل             (Folium)فولیم  -22مثاؽ

 

 ٹ
من
ن س

 ۔کریںے ا

 ہے دی گئی منحنی کی مساوات -حل
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 ...(1)                 

ووٹس; (2)

 

 ٹ
من
ن س

ووں ے محور ے متوازی ا
ص

 

ٹ

 

خ
م

 

ووٹس  اور     ( ہیں اس لیے دی گئی منحنی ےConstantکی اعظم ترین قوت ے ضریب مستقل)  اور    چونکہ

 

 ٹ
من
ن س

محور ے متوازی کوئی ا

 نہیں ہیں۔

ووٹس; (Oblique)اوبلک  (3)

 

 ٹ
من
ن س

 ا

 رکھ نے پر، ہمیں ملتا ہے    اور    میں الگ الگ   (Terms)اور پہلے درجہ ے ارکاؿ (Degree)وات کی تیسرےدرجہمنحنی کی مسا

  ( )      
 

  ( )       

ووٹس ے ڈھاؽ درج ذیل طریقے سے حاصل کرتے ہیں

 

 ٹ
من
ن س

 اب ا

                                                                            ( )    

                                                                            

(      )(   )       یا    

 یتے ہیں۔ؽ    کی حقیقی قیمت یہاں ہم

 کواس طرح سے حاصل کیا جاسکتا  ہے۔  اب 

   
  ( )

  
 
( )

  
(    )

   
 

 ے لیے    اس لیے  روٹس

   
   

 
    

ووٹس  ملتے ہیں       کی یہ  قیمتیں   اور  

 

 ٹ
من
ن س

 میں درج کرنے پر، ہمیں مندرجہ ذیل ا

       

              یا

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 4.4

 ھا;پزاس  اکائی میں ہم نے 

 نقا ۔2

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

وٹی اور ا  

 

 ط حاصل کرناکان

ووٹس ۔3

 

 ٹ
من
ن س

 کی بنیادی جانکاری  ا

ووٹس حاصل کرنا ۔4

 

 ٹ
من
ن س

 جبری منحنی ے لیے ا

ووٹس حاصل کرنا ۔5

 

 ٹ
من
ن س

 محوروں ے متوازی ا
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 (Key Words)کلیدی الفاظ 4.5

ووٹس

 

 ٹ
من
ن س

ووٹس،افُقی ا

 

 ٹ
من
ن س

ووٹس،  انتصابی ا

 

 ٹ
من
ن س

وٹی، ا  

 

 نقاط، کان

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

 ا

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 4.6

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات ے حامل سوالات 4.6.1

ووٹس ہوتے ہیں 20

 

 ٹ
من
ن س

 ایک بند منحنی ے لیے کتنے ا

(a)  ووٹس نہیں  )کوئی

 

 ٹ
من
ن س

ووٹس ) (bا

 

 ٹ
من
ن س

ووٹس ) (cایک ا

 

 ٹ
من
ن س

ووٹس (dلامحدود ا

 

 ٹ
من
ن س

 محدود ا

ووٹس کی تعداد ہے   30

 

 ٹ
من
ن س

 درجہ کی منحنی ے  ا

(a) (  کم سے کم ایکb) کم سے کم  (c)  زیادہ سے زیادہ  (d) زیادہ سے زیادہ ایک 

ووٹس  نہیں ہوتا ہے۔کوئی ے لیے  (Bounded Curve)محدود ی منحنی 40

 

 ٹ
من
ن س

 )صحی/غلط(ا

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات ے حامل سوالات 4.6.2

ووں ے محور 
ص

 

ٹ

 

خ
م

 ووں ے لیے 
ٹ

 

حن

 

من

 ( Coordinate Axes)درجہ ذیل 
صل
ووٹس حا

 

 ٹ
من
ن س

ر یںے متوازی ا
ک

 

20       (   )    

30                    

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات ے حامل سوالات 4.6.3

 
صل
ووٹس حا

 

 ٹ
من
ن س

 ووں ے لیے ا
ٹ

 

حن

 

من

ر یںدرجہ ذیل 
ک

 

20   (   )    (     )       

30                    

40                   

50   (   )   (     ) 

 

 (Suggested Books for Further Readings)کتابیںمزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ  4.7

1. Calculus, H. Anton, I. Bivens, S. Davis, John Wiley & Sons, Inc. (10

th

 Edition) 

2. B.Sc. Vol. I, Mathematics by V. Venkateshwara Rao, N. KKrishna Murthy, S. Chand & 

Company Pvt. Ltd. 
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 ٹریسنگمنحنی کی ۔ 6اکائی 

(Curve Tracing) 

 اکائی ے اجزا

 تمہید   602

 مقاصد   602

 کارتیسی مساوات کوٹریس کرنے کا طریقہ   5.2

 شکل کی مساوات( )      604

 شکل کی مساوات( )       605

 پیرامیٹرک مساوات کو ٹریس کرنے کا طریقہ   606

 کرناپولر مساوات کو ٹریس    607

 اکتسابی نتائج   608

 کلیدی الفاط   609

 نمونہ امتحانی سوالات   :60

 معروضی جوابات ے حامل سوالات  60:02

 مختصر جوابات ے حامل سوالات  60:03

 جوابات ے حامل سوالاتطویل   60:04

 مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں   6022
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 (Introduction)تمہید 602

اس اکائی میں ہم  عمومی کروٹریسنگ ے مسائل کا حل دیں گے۔ یہ دیکھا گیا ہے کہ زیادہ تر مساوات جن کو ہم ٹریس کرنا چاہتے ہیں  

 میں بدلی نہیں جا سکتی ہیں انہیں پولر کی شکل میں بدؽ کر ٹریس کرتے ہیں۔ یا وات جوحل کی جا سکتی ہیں۔ کچھ مسا میں اور ،  

 

 (Objectives)مقاصد 602

 اس اکائی ے مطالعہ ے بعد آپ اس قابل ہو جائیں گے کہ; 

 ۔کارتیسی مساوات کو ٹریس کر سکیں 

 یس کر سکیں 

 
 

 ۔پیرا میٹرک مساوات کو ٹ

 ۔پولر مساوات کو ٹریس کر سکیں 

 

 (Method of Tracing Cartesian Equations)مساوات کو ٹریس کرنے کا طریقہ تیسیکار 603

 ے ساتھ توازؿ(Curve)معلوؾ کریں کہ کیا منحنی )الف( توازؿ;

 

  

رکھتا ہے۔د رجہ ذیل جانکاری ے مطابق (Symmetry)کسی بھی لائ

 عمل درآمد کریں۔

 ے ساتھ توازؿ میں ہوگا۔(axis)محور ہو تب اس کا منحنی (Even)میں جفتکی پاور سبھی ٹرمس ’ ’(اگر مساوات میں موجود2)

 محور ے ساتھ توازؿ میں ہوگا۔ ہو تو اس کا منحنی (odd)کی پاور سبھی ٹرمس طاؼ’ ‘(اگر مساوات میں موجود 3)

ے ساتھ توازؿ    ات کا منحنیکرنے پرمساوات پر کوئی فرؼ نہیں پزتا ہے تب اس مساو(Interchange)کو انٹر چینج  اور (اگر4)

 میں ہوگا۔

ے      دی ہوئی مساوات میں رکھنے پر مساوات پر کوئی فرؼ نہیں پزتاہے تب اس مساوات کا منحنی    اور    (اگر5)

 ساتھ توازؿ میں ہوگا۔

توازؿ میں ہوگا، اگر مساوات  میں(Opposite Quadrant)رکھنے پر اس مساوات کی کور اپوزٹ کواڈرنٹ     اور    ( اگر6)

 میں کوئی بدلاؤ نہ ہو۔

ہے تو اس (Multiple Point)حاصل کریں۔اگر مبدا ایک ملٹی پل نقطہ مماسسے ہو کر گزرتا ہے تو اس پر  مبدااگر منحنی )ب(مبدا یا اورجن;

 کا نیچر معلوؾ کریں۔

رمیاؿ مشترکہ نقطہ ہیں تو معلوؾ کریں۔ اگر اس طرح ے نقطہ اگر منحنی اور کورڈینیٹ محور ے د;(Common Points))ج(مشترکہ نقاط
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 معلوؾ کریں۔ مماسموجود ہوں تو اؿ پر

ووٹ;

 

 ٹ
من
ن س

  )د( ا
م
ن س

  ا
ن

ووٹ حاصل کریں اور وہ نقطہ جن میں سے ہو کر 

 

ٹ
ووٹ

 

 ٹ
من
ن س

 منحنی سے ملتا ہوا لگتا ہے۔ ا

 ئی حصہ نہیں پایا جاتا ہے۔ے اس حصہ کو معلوؾ کریں جس پر منحنی کا کو(Plane)سطحکسی )ہ( خط کا حصہ;

حاصل  ایسا حصہ عموماً دی ہوئی مساوات کو ایک متغیر کو دوسرے متغیر کی ٹرمس میں حل رکھنے پر حاصل ہوتےہیں اور ایک متغیرکی قیمت

 بن جاتا ہے۔(Imaginary)خیالیکریں جس وجہ سے دوسرامتغیر

;

 

ٹ

 

ٹ

 

ح ن
ن 

 

ب

)و(

  

  
 ہوں۔(Parallel)محور ے متوازی  )مربوط(رڈینیٹکو مماسحاصل کریں اور وہ نقطہ جہاں 

م;

 م
ن

 

من

م و 

م
ی کس
م

اور خاص  (Decreasing)ہو ہوا تاگھٹ اور (Increasing)ہوا بڑھتا  حاصل کریں۔جہاں (Intervals)آخر میں وہ وقفہ )ز(

ہوتا ہے۔یہ تحقیقات ہو ، پر منحصر (Minimum or Maximum) ترین اعلایا ادنا ترین  کی وہ قیمت جس ے لیے  طور پر 

  

  
ےحصوؽ پر اور 

ہوتی ہے ۔ اب وہ وقفہ بھی حاصل کریں۔جس میں (Positive or Negative)پر جس میں اس کی قیمت مثبت یا منفی اس وقفے

و (Curve)منحنی  

 

 اوپر کی طرػ یا نیچے کی طرػ ہے اور خاص طور پر اس طرح منحنی  کو ٹریس کیا جاتا ہے۔(Concave)کان

 

 (( )    Equation of the Form)    کی شکل کی مساوات( )    604

ووٹ نہیں ہوتا ہے۔( )   تفاعل(Polynomial)یہ بات بتائی جا سکتی ہے کہ کثیر رکنی

 

 ٹ
من
ن س

 کا کوئی ا

 کو ٹریس کریں۔           ;2مثاؽ

 حل۔مساوات کو دیکھ کر درج ذیل باتیں ظار ہوتی ہیں;

 کسی بھی لائن ے ساتھ توازؿ نہیں رکھتا۔ (Curve)یہ منحنی)ا(توازؿ;

 نہیں ہوتا۔ مبدااس پر ;مبدا)ب(

 پر کور ڈنیٹ محور کوکاٹتا ہے۔ (     )اور (    ) (   ); یہ)ج( مشترکہ نقاط

 )د( مشتق;

            

  

  
         (    )   (   )(   ) 

                                     
   

   
    

 ما ; 
ن

 

من
ما  اور 
ی کس
م

 ذیل تحقیقات پر غورکریں; درجہ)ہ(

           اور              
 

  

  
 رکھنے پر  

 (   )(   )   
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ی,   ,میں اور-     -وقفہ   ہیں کہ اب ہم کہہ سکتے 

ل

 

ی
ک

ی -    ,ہے۔ یہ (Strictly Increasing)بڑھتا ہوا  میں اسٹر

ل

 

ی
ک

میں اسٹر

 ہے۔(Strictly Decreasing) گھٹتا ہوا

.
   

   
/

    
.اور      

   

   
/

   
      

 پرادناترین  ہوگا   رپر اعلا ترین  او     اس لیےیہ

 

ی اور کاکا

 

شن
ت ک

وٹینو  

 

 :ن

4
   

   
5

   

   

.     اور
   

   /
  .   ،  /

   

.     اور
   

   /
  (   )

   

و کا نیچے کی طرػ  میں-    -اس لیے یہ وقفہ  

 

و کا اوپر کی طرػ میں ,   ,ہے اور وقفہ(Concave Downwards)ن  

 

ن

(Upwards) ہے۔ کیوں کہ

   

 کا نقطہ ہے۔,     -صفر سے ہو کر گزرتا ہے۔  اس لیے جیسے ہی اپنا نشاؿ بدلتا ہے    

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

 منحنی کا ایک ا

 ذیل شکل میں ہوگا۔ درجہاس طرح ہم کہہ سکتے ہیں کہ دیا  ہوا منحنی 

 

 :5.3.1شکل
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  ; 3مثاؽ 
   

 کو ٹریس کریں۔      

 حل;

 محور ے ساتھ توازؿ میں ہے۔ منحنیتوازؿ ; 

 یہ مبدا سے ہو کر نہیں گزرتا ہے۔ا ;مبد

 ہے۔ مماسپر ایک (    )نقطہ     پر کاٹتا ہے۔ اس لیے (    )محور کو یہ  مشترکہ نقاط;

ووٹ

 

 ٹ
من
ن س

ووٹاس منحنی ے لیے ایک    ;ا

 

 ٹ
من
ن س

 ہے۔ ا

 موجود ہوگا۔ ہوگا۔ اس لیے یہ پہلے اور دوسرے کواڈرنٹ میں(Positive)مثبت  کی سبھی قیمتوں ے لیے  ;رجن

 ما ;
ن

 

من
ما  اور 
ی کس
م

 

  

  
 

      

(      ) 
 

 اس سے ہم کہہ سکتے ہیں کہ

  

  
        

   اور

  

  
        

ی  میں -    -اس لیے وقفہ 

ل

 

ی
ک

 ہوگا اور اس کی قیمت اعلا ترین پر    ۔ اور وہ ہے گھٹتا ہوا   میں  ,   ,اور  ہے بڑھتا ہوا اسٹر

 ذیل ہوگی۔ درجہ ہوئے منحنی کی شکل یےہوگی۔ اس لیے د  

 

 :5.3.2شکل
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 (( )     Equation of the Form)     شکل کی مساوات( )     5.4

(     )   ;4مثاؽ   کو ٹریس کریں۔(     )   

  ہیں کہاس مساوات پر غور کرنے سے ہم کہہ سکتے حل۔

 یہ منحنی دونوں محور ے ساتھ توازؿ میں ہوگاتوازؿ;

 ہوگا۔(Node)۔ اس لیے مبدا  نوڈہوں گے مماسدو اس ے     سے ہو کر گزرتا ہے اور مبدا یہ  مبدا;

–)اور (   )،(   )محور کو  ; یہ مشترکہ نقاط –)اور (   )پر ملتی ہے۔(   )محور کو صرػ پر اور (     مماسپر دو (   

 ۔ہوں گے    

ووٹ; اس منحنی ے لیے کوئی بھی 

 

 ٹ
من
ن س

ووٹا

 

 ٹ
من
ن س

 نہیں ہوگا۔ ا

√   رجن;دی ہوئی مساوات
     

 کی انہیں قیمتوں ے لیے ماؿ سکتے ہیں جس ے لیے کو      

 ہے ۔ے درمیاؿ رہتا      خطوطجس سے کہ یہ منحنی دو               

 

 تفرؼ  کرنے پر ہم کہہ سکتے ہیں  دی ہوئی مساوات کوبہ لحاظ انکریزنگ اور ڈکریزنگ;

  

  
 

           

(     )
 

 ⁄ (     )
 
 

    اور    اگر  

تب               اور جب کہ 

  

  
   

(           )   اس سے    

                                             {(  )  (√   )  }(   (√   )  )    

            4  √(√   ) 5 4  √(√   ) 5 (   (√   )  )    

 

ے لیے    √√    اس طرح 

  

  
                        ہیں کہاور ہم دیکھتے  

  4–     √(√   )5  4 √(√   )   5 

ے لیے ،

  

  
–4  اور    ے لیے 5(   √)√  (   √)√ 

  

  
 ذیل ہوگا۔ ، اس لیے دی گئی مساوات کا منحنی درجہ  



87 

 

 

 :5.4.1شکل

 

(    )   ;5مثاؽ     
 یں۔کو ٹریس کر

 ذیل باتیں ظار ہوتی ہیں۔ درجہمساوات کو دیکھ کر  حل۔

 ٹرؾ نہیں ہے، اس لیے یہ مبدا (2)

 

ٹ

 

 ٹ
ن

 

ی
ش

 

ن

 سے ہو کر گزرے گا۔ مبدا; دی گئی مساوات میں کو

 محور ے ساتھ توازؿ میں ہوگا۔ کی پاور سبھی ٹرمس میں جفت ہے، اس لیے اس کا منحنی  توازؿ;چونکہ دی گئی مساوات میں  (3)

 کی مساوات حاصل ہوگی۔ مماس کم ڈگری کی ٹرمس کوصفر ےبرابر رکھنے پر ہمیں ;سب سےمماس (4)

       

                                                                                

ووٹ; (5)

 

 ٹ
من
ن س

 کو صفر ے برابرر کھنے پر; ا

 

ٹ

 

ن

 

 س
فن

 

ن

 کی سب سے زیادہ پاور والی ٹرمس ے کو

       

                                                                                  

 رجن; دی گئی مساوات سے ظار ہوتا ہے کہ (6)

  √
  

    
 

سے زیادہ ہو جائے یا پھر صفر سے کم   کی قیمت  ہو جاتی ہے۔اگر  (Immaginary)خیالیکی قیمت  اس سے یہ ظار ہوتا ہےکہ

 ہو۔
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ر ػ نہیں ہے۔اس لیے دی گئی مساوات کا منحنی    اور    اس لیے دی گئی مساوات کا منحنی
ع

 

مٹ
ذیل  درجہے لیے 

 ہوگا۔

 

 :5.4.2شکل

 کو ٹریس کریں۔(   )      ; 6مثاؽ

 :ذیل باتیں ظار ہوتی ہیں درجہحل; دی گئی مساوات سے 

  اوجن سے ہو کر نہیں گزرتا ہے۔مبدا; دی گئی مساوات سے ظار ہے کہ اس کا منحنی (2)

 محور ے ساتھ توازؿ میں ہوگا۔ کی پاور جفت ہے، اس لیے دی گئی مساوات کا منحنی توازؿ; چونکہ دی گئی مساوات میں  (3)

 کی مساوات حاصل ہوتی ہے۔ اس لیے مماسٹرمس کو صفر ے برابر رکھنے پرہمیں  درجہ کی ; سب سے کم مماس (4)

    

ووٹ;  (5)

 

 ٹ
من
ن س

 سب سے زیادہ پاور والی ٹرؾ ے ضریب کو صفر ے برابر رکھنے پر کی ا

    

ووٹ ہوگا۔ محور کی مساوات ہے۔ اس لیے  جوکہ  

 

 ٹ
من
ن س

 محور منحنی ے لیے ایک ا

 رجن; دی گئی مساوات سے ظار ہوتا ہے کہ (6)

   √
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 سے کم۔ اس لیے دی گئی مساوات کا منحنی  یا صفرسے زیادہ ہو  کی قیمت   ہو جاتی ہے۔ اگر خیالیکی قیمت  

 جن میں نہیں ہوگا۔ ر   اور   

 ذیل ہے; درجہاب ہم دی گئی مساوات کا منحنی ٹریس کر سکتے ہیں جو 

 

 :5.4.3شکل

 کو ٹریس کریں۔           ;7مثاؽ  

 ذیل باتیں ظار ہوتی ہیں۔ درجہحل; دی گئی مساوات کو دیکھ کر 

 سے ہو کر گزرتی ہے۔ مبدای گئی مساوات (مبدا;د2)

لائن ے ساتھ توازؿ    کوآپس میں بدلنے پر مساوات پر کوئی فرؼ نہیں پزتا، اس لیے منحنی،  اور ( توازؿ;دی گئی مساوات میں 3)

 میں ہوگا۔

.اور(   )کو دو نقاط خط   ( خاص نقطہ;دی گئی مساوات کا منحنی 4)
  

 
 
  

 
  ہے۔پر کاٹتی /

(5 
م
ن س

  ( ا
ن

 مساوات سے

 

ووٹ; دی گ

 

ٹ
 

             

                             (   )(        )         

ووٹ ہے جو کہ (Linear)ہی ایک خطی(   )یہاں 

 

 ٹ
من
ن س

فیکٹر ہے جس کی ڈگری سب سے زیادہ ہے۔ اس لیے منحنی کا ایک واحد ا

ووٹ ہے۔       ہے، اس لیے ے متوازی  خط    

 

 ٹ
من
ن س

 ایک ا
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  گا۔یےرڈینیٹ میں نہیں آآحصہ تیسرے کو پر مساوات ثات  نہیں ہوتی ہے اس لیے منحنی کا کوئی بھی   اور   (چونکہ 6)

 

 :5.4.4شکل

 کو ٹریس کریں;(     )       ;8مثاؽ 

 باتیں ظار ہوتی ہیں۔ذیل  درجہحل ۔ دی گئی مساوات کو دیکھنے پر 

 مبدا;دی گئی مساوات مبدا سے ہو کر گزرتی ہے۔ (2)

محور ے    کی پاور سبھی ٹرمس میں جفت ہے اس لیے دی گئی مساوات کا منحنی   توازؿ;)الف(چونکہ مساوات میں موجود  (3)

 متوازی ہوگا۔

 محور ے متوازی ہوگا۔   مساوات کا منحنی کی پاور سبھی ٹرمس میں جفت ہے اس لیے دی گئی   )ب( چونکہ مساوات میں موجود 

رکھنےپر مساوات میں کوئی بدلاؤ نہیں ہوتا ہے۔اس لیے دی گئی مساوات کا منحنی بر عکس   کی جگہ اور   کی جگہ  )ج(چونکہ

 کوارڈینیٹ میں متوازی ہوگا۔

 ہوتی ہے۔اس لیے کی مساوات حاصل مماس;سب سے کم ڈگری ٹرمس کو صفر ے برابر رکھنے پرہمیں مماس (4)

        

                                                                                        
 

                                                                                          

ووٹ; (5)

 

 ٹ
من
ن س

 کو صفر ے برابر رکھنے پرکی سب سے زیادہ پاور کی ٹر ا

 

ن ٹ

 

 س
فن

 

ن

 مس ے کو
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 ذیل شکل کا ہوگا۔ درجہگئی مساوات کا منحنی اس لیے دی 

 

 :5.4.5شکل

 

 (Method of Tracing a Parametric Equations)پیرا مٹرک مساوات کو ٹریس کرنے کا طریقہ 606

 پیرامٹرک مساوات کو ٹریس کرنے کا طریقہ ذیل مثاؽ کی مدد سے سمجھا جا سکتا ہے۔

 کو ٹریس کریں۔        ،        ;پیڑامیٹرک مساوات 8مثاؽ

 حل;دی ہوئ مساوات کو غور کرنے پر ہم اس نتیجے پر پہنچتے ہیں۔

  0  تک اوپر کی طرػ چلتا ہے، جب کہ (   ) سے بائیں طرػ چلتا ہے اور پھر(   ) ایک نقطہ (   ))الف(
 

 
1 

0  پر پہنچتا ہے جب کہ(    ) ہوئے سے بائیں طرػ چل کر نیچے کی طرػ چلتے(   )پھر(   ))ب( 
 

 
  1 

ر  نیچے کی طرػ(    )  ایک نقطہ (   ))ج(
چ لک
  0  تک چلتا ہے، جب کہ (    )  سے دائیں طرػ 

  

 
1 

0  تک پہنچتا ہے جب کہ(   )سے دائیں طرػ چلتے ہوئے اوپر کی طرػ(    )پھر(   )
  

 
صل کرتے ہیں۔ہم حا 1   ،

 

  

  
اور            
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⁄

  
  ⁄

  
           

           
 

 

 
     

  

  
   

     پھر اور

  

  
 اور       

  

  
  ،     

    اور

  

  
     

 

 
 اور

  

  
  ،   

  

 
 

 محور ہوگا۔  مماسپر (    )محور ہوگی اور   مماسپر (    )اس طرح 

 

 :5.5.1شکل

 ۔کو ٹریس کریں(      )    (      )   ;منحنی9مثاؽ

 حل; دی گئی پیرامیٹرک مساوات ہے۔

   (      )    (      ) 

 تفرؼ کرنے پر بہ لحاظ 

  

  
  (      ) 

  

  
        

 اب

  

  
 

  
  

⁄

  
  ⁄

 

                                                                                    
      

 (      )
 

                                                                                    
      

 

 
   

 

 

 .      

 
/
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 اب مندرجہ ذیل ٹیبل پر غور کرتے ہیں۔

  

 

 
 

   
 

 
 

     

    .
 

 
  / 

    .
 

 
  / 

        

             

          ∞ 
  

  
 

پر    کہلاتے ہیں۔اس ے ساتھ ہی(Cusp)۔ یہ نقاط ہی س  محور ے متوازی ہیں مماسپر    اور    ہم دیکھتے ہیں کہ

 ے متوازی ہے۔  مماس

 ذیل ہے۔ درجہمندرجہ بالا گفتگو ے بعد دی گئی مساوات کو ٹریس کرنا آساؿ ہے جو کہ 

 

 :5.5.2شکل

 

 (Tracing Polar Equations) پولر مساوات کوٹریس کرنا 607

 کو ٹریس کیا جا سکتا ہے۔( )   پولر مساوات  ذیل پہلوؤں کوذہن میں رکھ کر کسی درجہ

 )الف(توازؿ;

i0 رکھنے پر مساوات پر کوئی فرؼ نہیں پزتا تو وہ منحنی  کی جگہ  میں( )   اگر(Curve) ے گرد توازؿ میں ہوگا۔ خطابتدائی 

ii0 رکھنے پر مساوات پر کوئی فرؼ نہیں پزتا تو یہ منحنی(   )کی جگہ میں( )   اگر(Curve)خط   
 

 
ے گرد توازؿ 

 میں ہوگا۔

iii0 منحنی پوؽ ے گرد توازؿ میں ہوتا ہے۔ 
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حاصل (Real Value)کی کوئی حقیقی قیمت ے لیے    پوؽ سے ہو کر گزرتا ہے۔یہ تبھی ممکن ہے جب (Curve))ب(پوؽ;کوئی منحنی

 ہوگی۔

ووٹ اگر ہوں تو حاصل کریں۔

 

 ٹ
من
ص

ووٹ; منحنی ے لیے ا

 

 ٹ
من
ن س

 )ج( ا

 خیالی   ے درمیاؿ کچھ قیمتوں ے لیے  اور  کی  ; وہ رجن حاصل کریں جس میں منحنی موجود نہ ہو۔اگر(Regions)علاقہ یا )د( رجنس

 ۔حصہ نہیں ہوگاکوئی ے درمیاؿ منحنی کا       اور      تب   ،ہو

        ے بار موجود ہوگا جہاں   ر اور ے اند   ہوں تو منحنی اور کی سب سے چھوٹی اور سب سے بڑی قیمتیں   اگر

      )ہ( 
  

  
 کی قیمت حاصل کریں۔ کی مدد سے 

  ہوگی اور اگر  مماسمنحنی ے لیے     تب    جب کہ     اگر 
 

 
منحنی     ر یڈیس ویکٹر  مماس،      تب 

 ۔ہوگا(Perpendicular)عمودپر

 

 (Special Points)خاص نقاط 

اگر 

  

  
بڑھے گا اور اگر  ے بڑھنے پر  تو   

  

  
 گھٹے گا۔ ے بڑھنے پر  تو  

  منحنی کو ٹریس کر سکتے ہیں۔یےکو دھیا ؿ میں رکھ کر ہم دیے  ہواؿ باتوں 

 کو ٹریس کریں۔         ;21مثاؽ 

 حل ;دی گئی مساوات ہے

          

 مساوات کو دیکھنےے بعد ہمیں تین صورتیں دکھائی دیتی ہیں۔

 :ہو   جب )الف(

i0  کی جگہ  چونکہ–  ے گرد توازؿ میں ہوگا۔ خطرکھنے پر مساوات پر کوئی فرؼ نہیں پزتا اس لیے منحنی ابتدائی  

ii0 ہمیشہ مثبت ہوگا۔ اس لیے    چونکہ 

 

 مندرجہ ذیل ٹیبل پر غور کریں;
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 : 5.6.1شکل 

 ;ہو   جب )ب(  

i0  ے گرد توازؿ میں ہوگا۔ خطدی گئی مساوات کا منحنی ابتدائی 

ii0  تب    جب 

          

                                                                                   
 

 
 

                                                                                            . 
 

 
/ 

iii0 تب   جب، 

      

 ہے۔ کی سب سے زیادہ قیمت جو کہ

iv0 جب       . 
 

 
 ،تب منحنی مبدا سے ہو کر گزرتا ہے۔/

v0 کی قیمت  جب     . 
 

 
      تب     اورجب    ے درمیاؿ ہو، تب  اور/

 اب مندرجہ ذیل ٹیبل پر غور کریں;

       . 
 

 
/           . 

 

 
/ 

 

 
 

    

    
 منفی

          

 

 : 5.6.2شکل 
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 ہو   )ج( جب 

 ، تب   جب 

   (      ) 

i0  گرد توازؿ میں ہوگا۔ے خطمنحنی ابتدائی  

ii0 تب   اور جب     ، تب    جب    

  اور جب 
 

 
    ، تب

 مندرجہ ذیل ٹیبل پر غورکریں;

  

 
 

  
  

 
 

 

 
 

 

 
 

    

     

 
 

  
  

 
 

     

 

 : 5.6.3شکل 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 5.7

 اس اکائی میں آپ نے سیکھا;

 ۔رتیسی مساوات کو ٹریس کر ناکا ۔2

 یس کر نا ۔3

 
 

 ۔پیرا میٹرک مساوات کو ٹ

 ۔پولر مساوات کو ٹریس کر نا ۔4
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 (Key Words)کلیدی الفاظ 5.8

ٹریسنگ ، توازؿ، ابتدائ خط، برعکس کواڈرینٹ کارتیسی مساوات، پولرمساوات، کوآرڈینیٹ محور، منحنی، مساوات، متوازی، مبدا، پیرامٹرک 

 مساوات

 (Model Examination Questions)امتحانی سوالات  نمونہ  :60

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات ے حامل سوالات 60:02

کو آپس میں بدؽ دینے پر مساوات میں کوئی تبدیلی نہیں ہوتی تب کر وکس ے گرد توازؿ میں  اور اگر کسی مساوات میں  ۔2

 ہوگا؟

رکھنے پر مساوات میں کوئی تبدیلی نہیں ہوتی تب (  )کی جگہ اور(  )کی جگہ اگر کسی مساوات میں  ۔3

 منحنی0000000000000000000000توازؿ میں ہوگا۔

(    )   ۔4    
 ہے00000000000000000000000000 مماسے لیے 

           ۔5
 ہے0000000000000000000000000000 مماسے لیے 

 ے منحنی میں کتنے لوپس ہوں گے؟         ۔6

 ہے۔)صحیح یا غلط؟( خطابتدائی (      )    ۔7

 
 
 

 

 ے گرد توازؿ میں ن

 ے منحنی میں کتنے پولس ہوں گے؟         ۔8

  رکھنے پر مساوات پر کوئی فرؼ نہیں پزتا ،تب اس مساوات کا منحنی (   )کی جگہ  میں ( )   اگر ۔9
 

 
د ے گر خط

 توازؿ میں ہوگا۔)صحیح یا غلط؟(

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات ے حامل سوالات 60:03

    ۔2
 

 
 کو ٹریس کریں۔              

 کو ٹریس کریں۔(   ) (   )   ۔3

  ٹریس کریں۔کو           ۔4

 کو ٹریس کریں۔(   )(   )(   )   ۔5

 کو ٹریس کریں۔              ۔6
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 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات ے حامل سوالات 60:04

(   )   ۔2  کو ٹریس کریں۔(   )   

           ۔3
 کو ٹریس کریں۔

 کو ٹریس کریں۔(       )(   )    ۔4

    ۔5
    

    
 کو ٹریس کریں۔

    ۔6
  (   )

  
 کو ٹریس کریں۔

    ۔7
  (    )

   
 کو ٹریس کریں۔

 کو ٹریس کریں۔(   )      ۔8

    ۔9
    

 کو ٹریس کریں۔  

 کو ٹریس کریں۔(       )         (       )         ۔:

  ٹریس کریں۔کو              ۔22

 کو ٹریس کریں۔(           )    (           )    ۔22

     .    ۔23
 

 
     /     .     

 

 
 کو ٹریس کریں۔/     

 کو ٹریس کریں۔             ۔24

 کو ٹریس کریں۔               ۔25

 کو ٹریس کریں۔(      )    ۔26

 کو پولر کی شکل میں بدؽ کر ٹریس کریں۔            ۔27

             ۔28
 کو پولر کی شکل میں بدؽ کر ٹریس کریں۔

 کو ٹریس کریں۔           ۔29

 کو ٹریس کریں۔(      )    ۔:2

 کو ٹریس کریں۔(      )    ۔32

 (Suggested Books for Further Readings)مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں 5.10

1. Text Book of Calculus, Khalil Ahmad, Real World Education Publishers, New Delhi, 

2014 
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 ہاسپٹل قانوؿ-Lوراغیرمتعینہ صورت ۔7اکائی 

(Indeterminate Form and L’Hospital’sRule) 

  ے اجزااکائی

 تمہید   6.0

 مقاصد   6.1

 غیرمتعینہ صورت   6.2

6.3   -Lہاسپٹل قانوؿ 

 6.3.1  

 

 
 ہاسپٹل قانوؿ-Lصورت ے لیے 

 6.3.2  

 

 
 ہاسپٹل قانوؿL-صورت ے لیے  

 ہاسپٹل قانوؿL -صورت ے لیے     6.3.3 

 6.3.4          
 ہاسپٹل قانوؿ-Lصورت ے لیے  

 بی نتائجاکتسا   6.4

 کلیدی الفاط   6.5

 نمونہ امتحانی سوالات   6.6

 معروضی جوابات ے حامل سوالات  6.6.1

 مختصر جوابات ے حامل سوالات  70703

 طویل جوابات ے حامل سوالات  70704

 مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں   708
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 (Introduction)تمہید  702

 اس سیکشن میں ہم 

 

مٹ
ل

کو استعماؽ کرتے (Derivative)لنے ے لیے ایسا آساؿ طریقہ استعماؽ کریں گے جس میں ہم  مشتقے نکا 

 ہیں۔اب تک ہم نے جو

 

مٹ
ل

ن وہ یا توترسیمی 
 
ن  ہ 
لن

طریقہ پر مبنی تھی یکن  اب جو طریقہ ہم (Numerically)یا پھرعددی (Graphically) نکا

ہے اور یہ طریقہ اتنا طاقتور اور صحیح جواب دینے کی صلاحیت رکھتا ہے کہ اکثر کمپیوٹر کا استعماؽ کرتا (Derivative)دیکھیں گے وہ  مشتق 

 پروگراؾ اسی طریقہ کو استعماؽ کرتے ہیں۔

 

 (Objectives)مقاصد  702

گے  ت ے درمیاؿ کا فرؼ معلوؾ کر سکیںغیرمتعینہ صوراس اکائی کوپزھنے ے بعد طالب علم اس قابل ہو جائیں گے کہ وہ مختلف  

 معلوؾ کر سکیں گے۔ غیرمتعینہ صورتکی مدد سے اؿ کی L’ Hospital’s Ruleاور 

 

 (Indeterminate Forms)ت غیرمتعینہ صور  6.2

( )       دونوںووجود رکھتے ہیں اور( )       اور ( )       ہم جانتے ہیں کہ اگر   ہو تب   

   
   

 ( )

 ( )
 

   
   

 ( )

   
   

 ( )
 

( )       یکن   کئی بار ایسا ہوتا ہے کہ ( )       اور         تب بھی ہم   
 ( )

 ( )
 کی قدر

 نکاؽ سکتے ہیں ۔اس طرح کی 

 

مٹ
ل

کو ہم  

 

 
 :ب کچھ مثالیں دیکھیںت کہتے ہیں۔اغیرمتعینہ صورقسم  کی 

a)       
    

   
   

b)       
    

 
   

اوپر دی گئی دونوں مثالیں

 

 
 ہ(a)ت ہیں۔ہم جانتے ہیں کہ مثاؽ غیرمتعینہ صورقسم  کی 

  

 (Numerator)میں اگر ہم شمارک

 دیں تو ہم کر (Cancel)کوکینسل(Term)نکاؽ کر اور ایک جیسےارکاؿ(Factor)ےفیکٹر

 

مٹ
ل

کو (b)حاصل کر سکتے ہیں ۔ جب کہ مثاؽ  

 ہوتی ہیں جن کو نہ تو ہم الجبرائ غیرمتعینہ صورتیںحل کر سکتے ہیں یکن  ہمارے پاس بہت سی ایسی (Geometrically)جیومترائ

(Algebraically)رت ہے جو عاؾ ہو اور صحیح جواب اور نہ ہی جیومترائ طریقہ سےحل کر سکتے ہیں، اس لیے ہم کو ایک ایسے طریقہ کی ضرو

 کہتے ہیں۔ہم کو یاد رکھنا چاہیے کہL’ Hospital’s Ruleدینے کی صلاحیت رکھتا ہو۔ اس طریقہ کو ہم

   ،    ،   ،   
  اور

 

 تیں ہیں۔غیرمتعینہ صوربھی 
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704 -L ہاسپٹل قانوؿ(L’Hospital’s Rule) 

70402  

 

 
 L’ Hospital’s Rule for)ہاسپٹل قانوؿL-صورت ے لیے  

 

 
 form ) 

 اس طرح ے تفاعلات ہیں کہ  اور ماؿ لیجے کہ  :قضیہ

i0        ( ) ( )       اور      

ii0   ( )   ( ) وجود رکھتے ہیں اور  ( )     ( )  ز   
ی
 (       )  جہاں

  کو چھوڑ کر ممکنہ طور پر 

iii0       
  ( )

  ( )
 وجود رکھتا  ہے۔ 

          تب
 ( )

 ( )
       

  ( )

  ( )
 

 ماؿ لیتے ہیںثبوت  ;

  ( ) ( ) اور( )                                             

 استعماؽ کر ے دیکھتے ہیں کہ  کومساوات تو ہم اس اوپر کی 

       ( ) ( )       اور( )     ( ) 

 پر مسلسل ہیں۔ ،نقطہ  اور اس سے ہم کو یہ معلوؾ ہوتا ہے کہ

    کو دیکھتے ہیں جہاں پر-   ,اب ایک وقفہ

i0  میں مسلسل ہیں۔-   ,دونوں اور 

ii0  میں تفرؼ پسیر ہیں۔(   )دونوں  اور 

iii0    (   )         ( )    

کی تماؾ شرائط پوری ہوتی ہیں تو ایک نقطہ  (Cauchy’s Mean Value Theorem)اس طرح سےکوشی ے اوست قیمت قضیہ 

 کچھ اس طرح سے وجود رکھتا ہے کہ(   )  

 ( )   ( )

 ( )   ( )
 

  ( )

  ( )
 

                                                         
 ( )

 ( )
 

  ( )

  ( )
   (   ) 

 اس لیے   تب ,   کیوں کہ 

   
   

 ( )

 ( )
    

   

  ( )

  ( )
    

   

  ( )

  ( )
 

L’ Hospital’s Rule;استعماؽ کرنے کا طریقہ 

Step-I; معلوؾ کیجیے کہ 

 ( )

 ( )
 یک 

 

کی لم

 

 
 ہے۔غیرمتعینہ صورت کی قسم 
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Step-II;  کیجیے۔تفرؼ الگ الگ  کا اور 

Step-III: 

  ( )

  ( )
 کی

 

مٹ
ل

  

 

مٹ
ل
تب یہ ہو-∞یا+∞،متناہیمعلوؾ کیجیے، اگر یہ 

 ( )

 ( )
ے برابر ہوگی۔

ک

 

ی
م
ل

 کی 

 

 ;نوٹ

i0 L’ Hospital’s Rule کو الگ الگ ( )  اور( ) میں ہم 

 

کرنا  تفرؼیں گے۔ ہم کو یہ یاد رکھنا چاہیے کہ اؿ کو تفرق

 ( )

 ( )
کو 

 کرنے سے الگ ہے۔ تفرؼ

ii0  یہ بھی ہو سکتا ہے کہ      
  ( )

  ( )
بھی 

 

 
کو دوبارہ استعماؽ کریں L’ Hospital’s Ruleصورت میں ہو۔اس  صورت میں ہم  

 ۔ اس کا مطلب یہ ہے کہگے

   
   

 ( )

 ( )
    

   

  ( )

  ( )
    

   

   ( )

   ( )
 

 کی ساری شرائط پوری کرتے ہیں۔L’ Hospital’s Ruleدونوں  اور جہاں پر 

iii0  اس قانوؿ  کو ہم کچھ اس طرح سے بھی تعمیم(Generalize)ہیں;کر سکتے  

      ہیں کہ  تفاعلاتایسے ( ) اور( ) اگر 
 (   )( )

 (   )( )
ایک 

 

 
 ’L( )  اور( )  ہے اور  متعینہ صورت قسم کی غیر 

Hospital’s Rule،کی تماؾ شرائط پوری کرتے ہیں تب 

   
   

 ( )

 ( )
    

   

  ( )

  ( )
      

   

  ( )

  ( )
 

 مثالیں;

      ہم نے اوپر ایک مثاؽ دی تھی (2)
    

 
اس لیے یہ ایک         اور            ہم جانتے ہیں کہ 

 

 
کی 

کیجیے اور  تفرؼکو اور      سےحل کرتے ہیں۔ اب L’ Hospital’s Ruleہے۔اب ہم اس کو  غیر متعینہ صورت

  ( )

  ( )
 کی 

 

مٹ
ل

 

ے برابرآتی ہے تو یہ   یا   (Finite)معلوؾ کیجیے۔اگر یہ متناہی

 ( )

 ( )
 کی 

 

مٹ
ل

 ے برابر ہوگی۔ 

 اس لیے

   
   

    

 
    

   

    

 
   

                                                           
   

    

 
   

(2)       
     

     
 کو معلوؾ کیجیے۔

( ) حل;ماؿ لیجیے  ( ) اور              

 اس لیے             اور             تب

 ( )

 ( )
 

     

     
ایک 

 

 
 کا استعماؽ کرتے ہیں۔L’ Hospital’s Ruleہے۔اس لیے ہم  غیر متعینہ صورتقسم کی 



103 

 

   
   

     

     
    

   

   

   
 

                                                                                               
   

 

 
  

                                                                                            
 

 
     

(4)       
    

   
 جواب دیتے ہیں۔ ایک ہی(Factoring)اورفیکٹرنگL’ Hospital’s Ruleکو حاصل کریں اور دکھائیں کہ 

 ہے اس لیے یہ            اور            حل;ہم جانتے ہیں کہ 

 

مٹ
ل

 

 
 ہے۔  غیر متعینہ صورتقسم کی ایک  

 لگاتے ہیںL’ Hospital’s Ruleہم 

   
   

    

   
    

   

 

  
,    -

 

  
,   -

 

                                                                                      
   

  

 
 

                                                                                     

 اب ہم دوبارہ اسی 

 

مٹ
ل

 کو فیکٹرکر ے حاصل کرتے ہیں۔ 

   
   

    

   
    

   

(   )(   )

(   )
 

                                                                                  
   

(   ) 

                                                                                 

  سکتے ہیں کہ ہم کو دونوں طریقوں سے ایک ہی قیمت حاصل ہو رہی ہے۔تو ا س طرح سے ہم دیکھ

 کو ایک سے زیادہ بار استعماؽ کرتے ہیں۔L’ Hospital’s Ruleاب ہم ایک مثاؽ لیتے ہیں جس میں

(5)       
       

 کو حاصل کریں۔    

، اس لیے یہ ایک            اور               حل; ہم دیکھتے ہیں کہ 

 

 
 غیر متعینہ صورتکی قسم  

 کو استعماؽ کرتے ہیںL’ Hospital’s Ruleہے۔ اب ہم 

   
   

       

    
    

   

     

   
 

                                                                                     
 

  
   
   

    

 
 

 یکن  ہم کو جو نئی 

 

مٹ
ل

حاصل ہوئی ہے وہ بھی ایک  

 

 
           قسم کی غیر متعینہ صورت ہے کیوں کہ 

          اور 

 کریں گے۔ کا استعماؽL’ Hospital’s Ruleاس لیے ہم دوبارہ سے 

 

  
(   

   

    

 
)  

 

  
.   

   

    

 
/ 

                                                                                 
 

  
.   

   
    / 
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(6)       
    

 کو معلوؾ کیجیے۔  

  اور    حل;ہم دیکھتے ہیں کہ 
 دونوں کی 

 

مٹ
ل

ہے۔اس لیے یہ ایک   کی قدر  

 

 
 L’Hospitalقسم کی غیر متعینہ صورت ہے۔اب  ہم 

Ruleکا استعماؽ کریں گے۔ 

   
   

    

  
    

   

 

  
,    -

 

  
,  -

 

                                                                                       
   

  

   
 

                                                                                       

 کو استعماؽ کرنے سے پہلے ہمیشہ یہ بات یاد رکھنی چاہیے کہ L’ Hospital’s Ruleنوٹ;

 

مٹ
ل

 ہے ورنہ جو  غیر متعینہ صورتایک  

 

مٹ
ل

حاصل کی  

 جائے گی وہ غلط ہوگی اس کو ایک مثاؽ سے سمجھتے ہیں۔

(7)      
      

    
 یں۔کو حاصل کر

 نہیں ہے اور ہم اس کی  صورتحل; ہم جانتے ہیں کہ یہ ایک غیر متعینہ 

 

مٹ
ل

 کچھ اس طرح سے نکاؽ سکتے ہیں; 

   
   

      

    
 

   
   

(      )

   
   

(    )
 

                                                                                      
 

 
   

 لگاکر دیکھتے ہیں تو ہم پائیں گے کہL’ Hospital’s Ruleاور اگر ہم 

   
   

      

    
    

   

    

        
 

                                                                                         
   

    

    
 

                                                                                      
 

 
   

 تو اس سے ہم کو ایک مختلف 

 

مٹ
ل

  کہ لگانے سے پہلے یہ ضرور دیکھ لیں L’ Hospital’s Ruleحاصل  ہوتی ہے جو غلط ہے۔ اس لیے  

 

یک  غیر لم

 ہے۔ صورتمتعینہ 

6.3.2 

 

 
 L’ Hospital’s Rule for)ہاسپٹل قانوؿL-ے لیے  صورت 

 

 
 form) 

ہم 

 ( )

 ( )
 کی 

 

مٹ
ل

کو 

 

 
 ہکہتے ہیں  غیر متعینہ صورتقسم کی 

  

 کی (Numerator)اگرشمارک

 

مٹ
 کی  (denominator) ذیلیآئےاور∞ل

 

مٹ
ل

 

 کو استعماؽ کر سکتے ہیں۔L’ Hospital’s Ruleکو حل کرنے ے لیے بھی   صورتغیر متعینہہو۔ اس طرح کی ∞بھی

 :(کرتے ہیں satisfyہیں  جو مندرجہ ذیل کو مطمئن ) تفاعلاتدو اس طرح ے   اور قضیہ;

i0        ( ) ( )       اور      
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ii0   ( )   ( ) واجود رکھتے ہیں اور  ( )     ( )  ز   
ی
     (       )  جہاں

  ۔کو چھوڑ کر ممکنہ طور پر 

iii0       
  ( )

  ( )
 وجود رکھتا ہے

           تب
 ( )

 ( )
       

  ( )

  ( )
 

 دو ایسے نقطے ہیں جو   اور  ماؿ لیتے ہیںثبوت  ;

          

میں کوشی ے اوست قیمت قضیہ کی تماؾ شرائط کو پورا کرتے ہیں اس -   ,کسی وقفہ  اور کہکرتےہیں، تب  ہم آسانی سے دکھاسکتے  ہیں کومطمئن 

 ایسا ہوگا کہ(   )  لیے ہمارے پاس ایک نقطہ 

 ( )   ( )

 ( )   ( )
 

  ( )

  ( )
 

 ...(2)                                                 
 ( )0

 ( )

 ( )
  1

 ( )0
 ( )

 ( )
  1

 
  ( )

  ( )
 

 کہ ہم جانتے ہیں کہ کیوں

   
   

 ( )       
   

 ( )

 ( )
   

   اسی طرح سے ہم دکھا سکتے ہیں کہ 
   

 ( )

 ( )
   

 ( میں استعماؽ کرتے ہیں 3مساوات )اؿ سب باتوں کو ہم 

   
   

 ( )

 ( )
    

   

  ( )

  ( )
 

        کیوں کہ 

    
   

  ( )

  ( )
 

جس طرح سے ہم نے  ;نوٹ

 

 
کو اعلا مشتق ے لیے بڑھایا  تھا اسی طرح   L’ Hospital’s Ruleصورت ے  

 

 
 صورت کو بھی کر سکتے ہیں۔ 

      ; (7)مثاؽ
       

       
 حاصل کیجیے۔

 حل; ہم کو دیا گیا ہے

       

       
 

       

     
 

  

     
 

 یکن  ہم جانتے ہیں کہ 

   
   

  

     
   

 اس لیے
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   یکن  ہم دیکھتے ہیں کہ 
   

(       )    اور    
   

(  )  اس لیے یہ    

 

مٹ
ل

صورت  

 

 
 میں ہے تو ہم

L’ Hospital’s Ruleاستعماؽ  کر تے ہیں 

   
   

       

  
    

   

       

   
 

                                                                                         
 

 
4   

   

     

  
5 

                                                                                         
 

 
   

                                                                                         
 

 
 

   ; (8)مثاؽ
    

   

    
 کی قدرنکالیے۔

 حل; ہم دیکھتے ہیں کہ متناہی کی 

 

مٹ
 کی (denominator) ذیلیہے اور  ل

 

مٹ
طرح سے ہمارے پاس  ہے اس ∞ ل

 

 
غیر متعینہ قسم کی  

 کا استعماؽ کرتے ہیںL’ Hospital’s Ruleہے ۔ ہم صورت

   
    

(
   

    
)     

    
:

 

 

         
; 

یکن  ہم دیکھتے ہیں کہ ہمیں دوبارہ سے 

 

 
  

کٹ 

 ز  متعینہ صورتقسم 
ی

 

ع
کا استعماؽ کرتے ہیں L’ Hospital’s Ruleوبارہ سے ملتی ہے ۔ اب اگر ہم د 

تو

 

 
 ’Lکی رکن ملتی ہے۔ اس طرح سے ہم جتنی بار بھی         میں (denominator)ذیلیملتی ہے اور  (Power)متناہی پاور کی

Hospital’s Rule  کا استعماؽ کرتے ہیں ہمیں

 

 
لیے کسی اور طریقہ کا استعماؽ کریں گے۔ ہم اپنی   ہی ملتی ہے ۔ اس غیر متعینہ صورت قسم کی 

 پچھلی مساوات کا استعماؽ کریں گے ۔

   
    

 

 

         
    

    
(
     

 
    ) 

                                                                                          
    

(
    

 
)     

    
(    ) 

                                                                                       ( )( ) 

                                                                                        

                                                                
    

   

    
   

   ; (9)مثاؽ
  

 

 

     

    
 کو حاصل کیجیے۔

حل; ہم دیکھتے ہیں کہ یہ ایک 

 

 
صورت ہے اس لیے ہم قسم کی 

 

 
 ۔ کریں گےکا استعماؽ L’ Hospital’s Ruleکا 
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   ; (:)مثاؽ
   

.
 

 
 

 

    
 معلوؾ کیجیے۔ /

   ہم دیکھتے ہیں کہ حل; 
   

.
 

 
 

 

    
ہے۔ اس صورت کو ہم (Form)صورت    ایک  /

 

 
یا  

 

 
کی صورت میں تبدیل کر سکتے ہیں۔ 

 اس لیے

   
   

(
 

 
 

 

    
)     

   
(
      

     
) 

                                                                                           
   

(
      

  
) .

 

    
/ 

   چوں کہ
   

.
 

    
/  اس لیے  

.
 

 
      /صورت

   
.

      

  / .
 

    
/     

   
.

      

  / 

.
 

 
       /صورت

   
.

      

  
/ 

                                                                                                  
   

(
     

 
)    

 (L’ Hospital’s Rule for     Form)ہاسپٹل قانوؿ -L صورت ے لیے     6.3.3

 کو اس طرح رکھیں کہ پہلے کی  اور  تفاعلاتاگر ہم دو 

 

مٹ
 کی    ہو تو  اور دوسرے کی ل

 

مٹ
ہوگی۔ مثاؽ ے طور پر     ل

   
    

 کی (Factor)کو لیتے ہیں ۔ اس میں پہلے فیکٹر     

 

مٹ
   ہے۔ اس لیے  ہے اور دوسرے کی   ل

    
قسم     ایک    

لگا کر  L’ Hospital’s Ruleکی صورت میں لکھ کر اورپھر اس پر ratioقسم کی غیر متعینہ صورت کو     کی غیر متعینہ صورت ہے۔ ہم کئی بار 

 نکالتے ہیں۔

   ; (22)مثاؽ
  

 

 

(      )  کو حاصل کیجیے۔     
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کو ہم (Form)۔ اس لیے ہم اس صورت  کی غیر متعینہ  صورت ہےقسم     حل; ہم دیکھتے ہیں کہ یہ ایک 

 

 
میں تبدیل  غیر متعینہ  صورتکی 

 کر تے ہیں۔ 

   
  

 

 

(      )          
  

 

 

(      )

       
 

                                                                                                 
  

 

 

(      )

     
 

                                                                                                 
  

 

 

      

       
 

                                                                                              
  

  
   

   (; 22مثاؽ)
   

   .
 

 
 /    .

 

 
 حاصل کیجیے۔/

 کی (Form)صورت    حل; ہم دیکھتے ہیں کہ یہ ایک 

 

مٹ
ل

 ( میں تبدیل کر تے ہیں۔Ratioہے اس لیے ہم اس کوریشو) 

   
   

   .
 

 
 /    (

 

 
)     

   

   .
 

 
/

   .
 

 
 /

 

                                                                                                  
   

 . 
 

  /

 
 

 
   .

 

 
 /

 
 

 
 

   ; (23)مثاؽ
   

(   )    .
 

 
 کو حاصل کیجیے۔/ 

 حل; یہ 

 

مٹ
کی ہے اس لیے ہم اس کو  (Form)صورت    ل

 

 
 میں تبدیل کر تے ہیں۔ غیر متعینہ  صورتکی  

   
   

(   )    .
 

 
 /     

   

(   )

   .
 

 
 /

 

                                                                                                  
   

  

 
 

 
      .

 

 
 /

 

                                                                                               
 

 
 

۔ کیوں کہ ہم کسی ہوگی  قدر اس کی سوچ سکتا ہے کہ کوئی کو دیکھ کر    ہوگی؟ قدر کوئی قسم کی غیرمتعینہ  صورت کی    کیا  نوٹ;

 کن ہی  دو نمبرات کا ضرب نہیں ہے بلکہ    ملتا ہے۔ یکن  یہاں پر ایسا نہیں ہے کیوں کہ  سے ضرب دیں تو ہم کو   بھی چیز کو اگر 

 

مٹ
ل

 

 ہے۔ مندرجہ مثالیں اس کو واضح کرتی ہیں۔

(i)    
   

.  
 

 
/     

   
( )    

(ii)    
    

.√  
 

 
/     

    
.

 

√ 
/     

ا لیں 

 

ی
م
 قسم کی غیرمتعینہ  صورت کی ہیں اور دونوں مثالوں کی    اوپر کی دونوں

 

مٹ
ل

 نہیں ہے۔  کی قدر  

 قسم کی غیرمتعینہ  صورت;   
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 بھی کوئی 

 

مٹ
ل

 ایک ملتا  ہوکوئی کا سواؽ جس سے ہم کو مندرجہ میں سے  

(  )  (  )،(  )  (  )،(  )  (  )،(  )  (  ) 

  غیرمتعینہ  صورت کہلاتا ہے۔ اس طرح کی قسم کی   

 

مٹ
ل

کو ہم    

 

 
یا  

 

 
 کی 

 

مٹ
ل

میں تبدیل کر ے حل کر سکتے ہیں۔ ایک بات کا اور خیاؽ  

 کرنا چاہے کہ

(  )  (  )،(  )  (  )،(  )  (  )،(  )  (  ) 

 ایک کوئی غیرمتعینہ نہیں ہیں کیوں کہ یہ دونوں ایک ساتھ مل کر 

 

مٹ
ل

 دیتی ہیں۔ 

   ; (24)مثاؽ
   

.
 

 
 

 

    
 معلوؾ کیجیے۔ /

قسم کی غیرمتعینہ  صورت ہے ۔ ہم اس کو    حل; ہم جانتے ہیں کہ یہ ایک 

 

 
یا  

 

 
 میں تبدیل کر سکتے ہیں۔ اس لیے 

   
   

(
 

 
 

 

    
)     

   
(
      

     
) 

                                                                                    
   

(
      

  
) .

 

    
/ 

    چونکہ
   

.
 

    
/  اس لیے   

   
   

(
      

  
) .

 

    
/     

   
(
      

  
) 

                                                                                           
   

(
      

  
) 

                                                                                           
   

(
     

 
)    

   ; (25)مثاؽ
   

.
 

    
 

 

 
 ۔معلوؾ کیجیے /

قسم کی غیرمتعینہ  صورت ہے ۔ ہم اس کو    حل; یہ ایک 

 

 
 صورت میں تبدیل کر تے ہیں۔  

   
   

(
 

    
 

 

 
)     

   
4

  (    )

 (    )
5 

                                                                                        
   

(
    

        
) 

                                                                                        
   

(
   

         
) 

                                                                                     
  

 
 

   ; (26)مثاؽ
   

.
 

   (   )
 

 

   
 معلوؾ کیجیے۔ /

 قسم کی غیرمتعینہ  صورت ہے ۔   یہ ایک حل; 

   
   

(
 

   (   )
 

 

   
)     

   
4

(   )     (   )

(   )    (   )
5 

                                                                                         
   

:
  

 

   

   (   )  
   

   

; 
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:

 

(   ) 

 

   
 

 

(   ) 

; 

                                                                                      
 

   
 

 

 
 

 

6.3.4         
         L’ Hospital’s Rule for)ہاسپٹل قانوؿ- Lقسم ے لیے 

 forms) 

   ہم کو 
   

, ( )- ( )
 ورت پزتی ہے اور ہم لکھتے ہیں کی ضر(Dependent Variable)کو معلوؾ کرنے ے لیے ایک تابع متغیر 

  [ ( )]
 ( )

 

 ایک بات اور زہن میں رکھنی چاہے کہ

   
   

 ( )    اور          
   

 ( )           

 اس لیے

  , ( )- ( )
 

                                                                      ( )     ( ) 

                                                        
   

(    )     
   

, ( )     ( )- 

یہاں پر دائیں ہاتھ کی طرػ کی جو جز ہے اس کو ہم  

 

 
یا  

 

 
 کی  صورت میں تبدیل کر سکتے ہیں اور جس کی قدر آسانی سے معلوؾ کی جا سکتی ہے۔  

       ؿ لیجیے کہما
   

, ( )     ( )-    

 تب

                                                                              
   

(    )    

                                                                             .   
   

 /    

                                                                                        
   

     
 

 اس لیے

                                                                      
   

, ( )- ( )    
 

   کیجیے; ذیل کو معلوؾ (29)مثاؽ
   

(      )   
 

 ماؿ لیتے ہیں۔اس لیے  حل; جیسا کہ ہم نے اوپر بتایا کہ سب سے پہلے ہم ایک تابع متغیر 

  (      )   
 

                                                                    (      )   
 

                                                                                (      ) 

                                                                           
  (      )

 
 

 اس لیے

                                                              
   

       
   

  (      )
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جو کہ ایک

 

 
 استعماؽ کرنے پرL’ Hospital’s Rule قسم کی غیرمتعینہ  صورت ہے ۔ اس لیے 

   
   

       
   

  (      )

 
 

                                                                                  
   

    

      

 
   

      تب     کیوں کہ ہم یہ دکھا چکے ہیں کہ جب 

       (تفاعل ے تسلسل سےہم کو یہ معلوؾ ہوتا ہے کہ exponentialشیل ) ایکسپونین
جس سے ہم کو یہ معلوؾ    جب   

 اس لیے    تو     ہوتا ہے کہ جب 

   
   

(      )      

   ; (:2)مثاؽ
  

 

 

(    )    
 کی قدر معلوؾ  کیجیے۔

 حل; ماؿ  لیتے ہیں کہ

 .  
    (    )     /صورت

 

                                                                                 (    ) 

                                                                           /صورت    .
  

 

 

     
  

 

 

*       (    )+ 

                                                                                        
  

 

 

   (    )

    
 

                                                                                        
  

 

 

    

    (        )
   

                                                                 
  

 

 

       

                                                              
  

 

 

       

 اس لیے

                                                           
  

 

 

(    )       

   ; ذیل کی قدر معلوؾ کیجیے (32)مثاؽ
  

 

 

(    )     
 

 دی

 

مٹ
ل
  گئی ہے وہ   حل; ہم کو جو 

 قسم کی ہے۔ ماؿ لیجیے

  (    )     
 

                                                                           (    ) 

                                                          
  

 

 

        
  

 

 

*        (    )+ 

                                                                                 
  

 

 

   (    )
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(    )       
 

 
 

 اس لیے

                                                   
  

 

 

(    )        
 

  

   ; (32)مثاؽ
   

.
 

 
       /

   

 معلوؾ کیجیے 

 

 

مٹ
ل
  حل; یہ 

 قسم کی غیر متعینہ صورت ہے۔اب  ماؿ لیتے ہیں کہ  

  .
 

 
       /

   

 

                                                                    .
 

 
       / 

                                                    
   

        
   

   .
 

 
       /

 
 

                                                                            
   

  
(    )⁄

.
 

 
       /

    

                                                                            
   

   (    )

(    ) 
 

                                                                            
   

   

(    )
 

                                                                            
   

  

  
   

                                                        
   

    

                                                  
   

       

 اس لیے

                                                                
   

.
 

 
       /

   

   

   ; ذیل کی قدر معلوؾ کیجیے (32)مثاؽ
   

(      )    
 

 دی گئی ہے وہ

 

مٹ
ل
  حل; ہم کو جو 

 قسم کی ہے۔ ماؿ لیجیےکہ

  (      )    
 

                                                                       (      ) 

                                                       
   

        
   

   (      )

    
 

                                                                              
   

    

     (      )
   

                                                               
   

    
 

                                     
   

(      )       

   ; (34)مثاؽ
   

.
 

 
/

    

 معلوؾ کیجیے۔ 

  حل; ماؿ لیتے ہیں کہ
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  (
 

 
)

    

 

                                                                              (
 

 
) 

                                                              
   

        
   

   .
 

 
/

    
 

                                                                                     
   

 .
  

  /

        
 

                                                                                     
   

4
     

 
5 

                                                                                     
   

(
    

 
)

 

        

                                                                      
   

       

   ; (35)مثاؽ
    

(    )    
 معلوؾ کیجیے۔ 

  کہ حل; ماؿ لیتے ہیں

  (    )    
 

                                                                           (    ) 

                                                         
    

        
    

   (    )

  
 

                                                                                  
    

     

 
 

 

  
 

   

                                                             
    

       
    

    

 اس لیے

   
    

(    )    
   

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 6.4

سیکھیں اور وہ اس قابل ہو جانا  اس اکائی کو مکمل کرنے ے بعد طالب علم نے غیر متعینہ صورت کی تعریف اور اس کی مختلف  مثالیں 

 حاصل کرنے ے لیے 

 

مٹ
ل
دی گئی غیرمتعینہ  ۔ اس ے علاوہ  وہ استعماؽ کرسکیںکا L’ Hospital’s Ruleچاہیے کہ غیر متعینہ صورت کی 

 ۔ کو دوسری شکل میں تبدیل کر سکیںصورت کی شکل

 (Key Words)ظ کلیدی الفا 6.5

 ہاسپٹل قانوؿ، تفاعل L-غیر متعینہ  صورت، مشتق، 
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 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 6.6

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات ے حامل سوالات 6.6.1

20      
   

.
      

      
/ 

a) 
 

 
 

b) 
 

 
 

c) 
 

 
 

d) 
 

 
 

30    
   

.
       

 قسم کی غیرمتعینہ صورت ہے۔ ایک  /  

a) 
 

 
 

b) 
 

 
 

c)     

d)   
 

40    
   

.
    

    
/   کی قدر ہے     

a) 
    

    
 

b) 
    

    
 

c)      

d)      

   کی کس قیمت ے لیے   50
   

.
           

 ;( ہوگیFiniteکی قدر متناہی)/  

a)    b)  2  c)  3   d)  2- 

   اگر  60
   

.
        

  /  
 

 
  کی قدر ہوگی تب

  (a  b)1   c) 3  d)3  

70    
   

.
 

 
  کی غیرمتعینہ صورت ہے۔قسم ایک /     

a)     

b)     

c) 
 

 
 

d) 
 

 
 

80    
   

.   
 

 
    

 

 
  کی قدر ہے/

a)   

b) 
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c)    

d)  

 
 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات ے حامل سوالات 70703

 کی قیمتیں معلوؾ کیجیے اگر اور  ،    .1

   
   

(
             

  
)  

 

 
 

2.    
   

4
(   )      

 

 
  

 کی قدر معلوؾ کیجیے۔5  

   کی کس قیمت ے لیے   .3
   

.
           

 ( ہوگی؟Finiteکی قدر متناہی)/  

 کی کن قیمتوں ے لیے اور  ،    .4

   
   

(
              

     
)    

   کیا  ہم  60
   

.
        

       
 ہاسپٹل قانوؿ استعماؽ کر سکتے ہیں؟L-پر /

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات ے حامل سوالات 70704

20    
   

 کی قدر معلوؾ کیجیے۔    (      ) 

30    
   

(    )    
 معلوؾ کیجیے۔ 

40    
  

 

 
  

(    )    
 معلوؾ کیجیے ۔ 

 (Suggested Books for Further Readings)مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں 708

1. Calculus, H. Anton, I. Bivens, S. Davis, John Wiley & Sons, Inc. (10

th

 Edition) 

2. Calculus, M. J. Strauss, G. L. Bradley, Upper Saddle River, NJ: Prentice Hall (3

rd

 

Edition) 

  



116 

 

 

ل8اکائی 
م
ک

 

ت

 I-تحویلی ضابطے-۔

(Integration-Reduction Formulae-I) 

 اکائی ے اجزا

 تمہید    802

 مقاصد    802

ل    803
م
ک

 

ت

 

ل ے طریقے    804
م
ک

 

ت

 

ل کی تحویل   80402
م
ک

 

ی
م

 

ل بہ اندراج   80403
م
ک

 

ت

 

ص    80404

خص
ل

ل با
م
ک

 

ت

 

 متواتر تحویل    805

 تحویلی ضابطے    806

 80602   ∫  کا تحویلی ضابطہ        

 80603   ∫  کا تحویلی ضابطہ       

 80604   ∫  کا تحویلی ضابطہ       

 اکتسابی نتائج    807

 کلیدی الفاظ    808

 نمونہ امتحانی سوالات    809

 جوابات ے حامل سوالات معروضی   80902 

 مختصر جوابات ے حامل سوالات   80903 

 طویل جوابات ے حامل سوالات   80904 

 مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں    7.9
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 (Introduction)تمہید 802

پر تفرؼ پذیر ہے  وقفہ ے بارے میں جاؿ چکے ہیں۔اگر ایک تفاعل(Differentiation)پچھلی اکائی ے نصاب میں ہم تفرؼ

معلوؾ کر سکتے  دیا گیا ہو تو کیا ہم   پر سے ظار کرتے ہیں تب اس سواؽ کا پیدا ہونا فطری ہے کہ اگر وقفہ   ے مشتق کو اگر اور 

ل کی 
م
ک

 

ت

ل ے تصور کو یش  کر سکیں گے جو تفاعل ے تفرؼ ے عمل کا معکوس ہے۔نیز 
م
ک

 

ت

معیاری ہیں۔جواب ے لیے ہم اس اکائی میں 

 صورتوں پر بھی بحث کریں گے۔ 

 

 (Objectives)مقاصد 802

ل معلوؾ کر سکیں گے۔نیز چند تحویلی  گ  اس اکائی ے مکمل ہونے ے بعد آپ سب اس قابل ہو جائیں گے کہ  دیے  
م
ک

 

ی
م

تفاعل کا 

 ضابطوں سے بھی واقف ہو جائیں گے۔

 

ل 803
م
ک

 

ت

(Integration) 

ل کہتے ہیں۔  ( ) دیا گیا ہو تب اس کی مدد سے  ( )  پر اگر   وقفہ  تعریف;
م
ک

 

ت

کسی تفاعل   بہ لحاظکو معلوؾ کرنے ے طریقے کو 

ل( ) 
م
ک

 

ت

ہوتا ہے۔اس ( ) (Differential Coefficient)تفرقی سر   ایک ایسا تفاعل ہے جس کا بہ لحاظ (Integration)کا

∫کو  کی دراز کردہ شکل ہے۔   )مجموعہ( ے ابتدائی حرػ Sumلفظ  سے ظار کرتے ہیں۔ یہاں علامت  ( ) 

اگر

 

  
( ( ))  ہو تب( )  

∫   ( )    ( )  ہوتا ہے۔  

 کہتے ہیں۔(Arbitrary Constant)کو اختیاری مستقل   یہاں پر

ل ے ضابطے دیے گئے ہیں جن کا ذہن نشین کرنا ضروری ہے۔ ر ایک ضابطہ
م
ک

 

ت

∫ ذیل میں  کی شکل میں دیا جارہا ہے ( )    ( ) 

∫اور   ضابطے سے اس کی تصدیق کی جا سکتی ہے۔( )    ( ) 

 مقادیر کا اضافہ کیا جانا چاہیے۔   ر صورت میں اختیاری مستقل 

20 ∫      
    

   
(    ) 

30 ∫
 

 
       (| |) 

40 ∫        
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50 ∫      
  

    
(   ) 

60 ∫              

70 ∫             

80 ∫              

90 ∫                 

:0 ∫           (    ) 

220 ∫           (    ) 

220 ∫           (         ) 

230 ∫
 

√     
        .

 

 
/  (  | |   ) 

240 ∫
 

√     
         .

 

 
/ )    یا 

  √     

 
)  (     ) 

250 ∫
 

√     
         .

 

 
/ )    یا 

  √     

 
) 

260 ∫
 

        
 

 
     .

 

 
/ 

270 ∫
  ( )

 ( )
      (| ( )|) 

280 ∫, ( )-   ( )   
, ( )-   

   
      

290 ∫         (      ) 

2:0 ∫               

320 ∫               

320 ∫,  ( )    ( )-   ∫   ( )   ∫   ( )   

330 ∫   ( )    ∫  ( )   

340 ∫       
   

 
 

350 ∫    (    )    
   (    )

 
 

360 ∫    (    )   
   (    )

 
 

∫۔2مثاؽ    اذ  کرو۔کو     

∫      حل;        ∫      

                                                                            
    

   
   

                                                                            
  

 
   

                                                                                

 کی قدر معلوؾ کرو۔  (          )∫۔3مثاؽ 
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   (          )∫     حل;

                                                                    ∫      ∫      ∫        

                                                                       
  

 
        

 

ل ے طریقے 7.3
م
ک

 

ت

(Methods of Integration) 

ل کو ایسے تفاعلات ے مجموعہ میں تبدیل کریں جس ے تکملے معلوؾ ہوں۔2
م
ک

 

ی
م

 (Decomposition of Integrand)۔

ل بہ اندراج3
م
ک

 

ت

 (Integration by Substitution)۔

ص4

خص
ل

ل با
م
ک

 

ت

 (Integration by Parts)۔

 

ل کی تحویل 80402
م
ک

 

می

(Decomposition of Integrand) 

ل کو ایسے تفاعلات ے مجموعہ میں تبدیل کریں گے جن  
م
ک

 

ی
م

مل ت کو معلوؾ کیا جا سکتا ہے۔تب ہم 
ک

 

ت

کبھی کبھی معروػ ضابطوں سے 

ل کریں گے۔ مثاؽ ے طور پر اگرے 
م
ک

 

ت

( ) تکملے معلوؾ ہوں اور یہاں ہم رکن بہ رکن     ( )    ( )  ہو تب( )   

∫  ( )   ∫  
 
( )   ∫  

 
( )   ∫  

 
( )   

 ہوگا۔

ل محسوب کرو۔            ۔2مثاؽ
م
ک

 

ت

 کا 

 علحل;دیا گیا تفا

 ( )               

∫    تب  ( )   ∫(            )   

                                                                        ∫      ∫        ∫        

                                                                        
  

 
                

∫۔3 مثاؽ
 

          
 کو معلوؾ کرو۔  

( ) حل; دیا گیا تفاعل   
 

          
 ہے۔
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 تب

∫  ( )   ∫
 

          
   

∫                                                                              (             )چونکہ
[           ]

          
             

                                                                            ∫
 

     
   ∫

 

     
   

                                                                            ∫           ∫         

                                                                                         

∫اس لیے 
 

          
 ہوگی۔           قدرکی   

ل محسوب کیجیے۔       √۔4مثاؽ 
م
ک

 

ت

 کا 

( ) حل; دیا گیا تفاعل   ہے اور       √ 

                              

                                                                     (         ) 
 

 تب

∫ √          ∫ √(         )    

                                                                                   ∫(         )   

                                                                                                

 ∫ √                       

 

ل بہ اندراج80403
م
ک

 

ت

(Integration by Substitution) 

ل 
م
ک

 

ت

∫اس طریقے ے   میں تبدیل کرتے ہیں ۔ایک مناسب رشتے کو کسی اور متغیر مثلا  ے   لیےمتغیر  ( ) 

 ے استعماؽ سے اس صورت میں ۔( )   

∫  ( )   ∫  ( ( ))  ( )   

 ہوگا اور ہم اسے آسانی سےمعلوؾ کر سکتے ہیں۔

ل معلوؾ کرو جہاں 2مثاؽ 
م
ک

 

ت

( ) ۔   ہے(    )    

       ; فرض کرو کہ حل
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              تب

                                                                                            
  

 
 

∫    تب    (    )    ∫    ( )
  

 
 

                                                                                                   
 

 
∫        

                                                                                                   
  

 
       

                                                                                                   
  

 
   (    )    

∫تب    (    )    
  

 
   (    )  ہوگا۔  

∫۔ 3 مثاؽ  کی قدر معلوؾ کرو۔             

( ) حل; دیا گیا تفاعل     ہے۔            

        فرض کرو کہ 

                                                                        

                                                                        
  

 
 

∫تب               ∫  
  

 
∫اور ہوگا۔     

  

 
 

∫               
  

   
   

                                                                                                  
(     ) 

 
   

 ∫               
(     ) 

 
   

 حاصل کر سکتے ہیں۔اس اندراج ے طریقے سے ہم ذیل ے ضابطے 

i0 ∫
 

√     
        .

 

 
/ 

ii0 ∫
 

√     
         .

 

 
/ 

iii0 ∫
 

√     
         .

 

 
/ 

iv0 ∫ √        
 √     

 
 

  

 
     .

 

 
/ 

v0 ∫ √        
 √     

 
 

  

 
      .

 

 
/ 

vi0 ∫ √        
 √     

 
 

  

 
      .

 

 
/ 
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ص 80404

خص
ل

ل با
م
ک

 

ت

(Integration by Parts) 

ل دو تفاعلات کا حاصل ضرب ہو تب ذیل ے قانوؿ سے اسے معلو
م
ک

 

ت

 ؾ کر سکتے ہیں۔اگر 

∫(   )    ∫     ∫ 6
 ( )

  
∫    7    

∫۔ 2مثاؽ   کو محسوب کرو۔       

∫  حل;          ∫        ∫ 0
 ( )

  
∫       1    

                                                                                 (     )  ∫   (     )    

                                                                                              

 ∫                      

∫۔ 3 مثاؽ ل       
م
ک

 

ت

 معلوؾ کرو۔ کا 

 ہے۔                حل;فرض  کرو کہ 

 ہوگا۔،           جہاں

∫    تب         ∫           

                                                                                                 ∫      ∫ 6
 (    )

  
∫     7    

                                                                                                  
  

 
 ∫ 4

 

 
 
  

 
5    

                                                                                             
      

 
 ∫ .

 

 
/    

                                                                                             
      

 
 

  

 
   

 ∫         
      

 
 

  

 
   

 (Successive Reduction)متواتر تحویل 805

مل ت کی وضع میں ظار نہیں کیا جا سکتا۔بہر حاؽ  
ک

 

ت

مل ت کو ایک یادیگر معلوؾ شدہ معیاری 
ک

 

ی
م

کئی تفاعلات ایسےہوتے ہیں جن ے 

ل سے الجبرائی طور پر جوڑا جا سکتا ہے جو یا تو ر
م
ک

 

ی
م

مل ت کو دوسری عبارتوں ے 
ک

 

ی
م

ل پذیر ہوں یا اصل تفاعلات چند صورتوں میں اؿ 
م
ک

 

ت

است 

ل پذیر ہوں۔ اس طرح جوڑے جانے والے الجبرائی رشتے تحویل ضاطے کہلاتے ہیں۔
م
ک

 

ت

 ے مقابلےمیں بہ آسانی 
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 اس طریقے کی وضاحت ے لیے ذیل میں چند مثالیں دی گئی ہیں۔

∫۔2مثاؽ  ∫ صحیح عدد ہے۔نیز مثبت ے لیے تحویلی ضابطہ معلوؾ کرو  جہاں          معلوؾ کرو۔       

∫       حل;فرض کرو کہ         

                                                                                      ∫        ∫ 6
 (  )

  
∫       7    

                                                                                       
   

 
 ∫ [      

   

 
]    

                                                                                    
     

 
 

 

 
∫,       - 

                                                                             
     

 
 

 

 
     

  اسی طرح

     
       

 
 

   

 
     

     
       

 
 

   

 
     

                              

        ∫        
   

 
 

∫        نیز         

                                                                                    
     

 
 

 

 
   

                                                                                    
     

 
 

 

 
6
     

 
 

 

 
  7 

                                                                                    
     

 
 

      

  
 

 

  
   

                                                                                    
     

 
 

      

  
 

 

  
∫        

                                                                                    
     

 
 

      

  
 

 

  
6
    

 
 ∫   

   

 
  7 

                                                                                    
     

 
 

      

  
 

     

   
 

    

   
   

 ∫         
     

 
 

      

  
 

     

   
 

    

   
   

∫۔3 مثاؽ ∫معلوؾ کرو اورا س ے  استعماؽ سے         اذ  کرو۔      

∫   حل; فرض کرو کہ  ص ے طریقے سے ہم اؿ کو اس طرح ظار      

خص
ل

ل با
م
ک

 

ت

  کر سکتے ہیں۔
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   ∫        

                                                                                 ∫       ∫ 6
 (  )

  
∫      7    

                                                                                    ∫,       -    

                                                                                     ∫,      -    

                                                                                       

               

 ے لیے   اب

                                                                                       

                                                                                        

                                                                                     ,        - 

                                                                                           ∫       

                                                                                           [    ∫(    )   ] 

                                                                                                     

                                                     ∫                              

 

 (Reduction Formulae)تحویلی ضابطے  806

80602 ∫  و۔کا تحویلی ضابطہ معلوؾ کر       

 فرض کرو کہ 

                                                     ∫         

                                                 ∫               

                                                               ∫        ∫ 6
 (       )

  
∫        7    

                                                               (     )  ∫,(   )            (     )-    

                                                                     (   ) ∫,             -    

                                                                     (   ) ∫,        (       )-    
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                                                                     (   ) ∫           (   ) ∫         

                                                                     (   )     (   )   

                        (     )                (   )     

                                                 
            

 
 

(   )

 
     

∫   جو کہ   کا مطلوب تحویلی ضابطہ ہے۔       

∫۔2مثاؽ  ∫کا تحویلی ضابطہ استعماؽ کر ے          معلوؾ کرو۔       

 حل;ہمیں معلوؾ ہے کہ

                                                          ∫         

                                                      
            

 
 

(   )

 
     

                                                       
          

 
 

 

 
   

                                                              
          

 
 

 

 
6
            

 
 

 

 
    7 

                                                              
          

 
 

 

 
6
          

 
 

 

 
  7 

                                                              
          

 
 

          

  
 

 

  
∫        

                                                              
          

 
 

          

  
 

 

  
(     ) 

                                    ∫         
          

 
 

          

  
 

 

  
     

∫۔3 مثاؽ  کی قدر معلوؾ کرو۔       

∫حل;  ے لیے استعماؽ کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے   تحویلی ضابطے ے       

                                                      ∫         

                                                         
          

 
 

   

 
     

                                                          
         

 
 

 

 
   

                                                          
         

 
 

 

 
6
            

 
 

   

 
  7 

                                                          
         

 
 

 

 
[
         

 
 

 

 
  ] 
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∫   جہاں         ∫  ہے۔    

    
         

 
 

 

 
[
         

 
 

 

 
 ]    

∫اس طرح   کی قدر        
         

 
 

 

 
0
         

 
 

 

 
 1  ہے۔  

 

80603 ∫  ایک صحیح عدد ہے   کا تحویلی ضابطہ جب کہ        

 فرض کرو کہ

                                                        ∫                       

                                                       ∫               

                                                              ∫        ∫ 6
 (       )

  
∫        7    

                                                                   ∫,(   )       (     )     -    

                                                                   (   ) ∫,            -    

                                                                   (   ) ∫,       (       )-    

                                                                   (   ) ∫           (   ) ∫         

                                                                   (   )     (   )   

                       (     )               (   )     

                                                           (   )     

                                                 
           

 
 

(   )

 
     

∫جو کہ   کا تحویلی ضابطہ ہے۔       

∫;2مثاؽ ∫کا تحویلی ضابطہ استعماؽ کر ے         معلوؾ کرو۔       

  معلوؾ ہے کہحل; ہمیں

   ∫         
           

 
 

(   )

 
     

 لینے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے   

   ∫         
           

 
 

(   )
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6
           

 
 

   

 
  7 

                                                                            
         

 
 

 

 
[
        

 
 

 

 
  ] 

∫   یہاں         ∫  ہے۔     

∫اس لیے  کی قدر       

         

 
 

         

 
 

  

 
 ہو گی۔

 

80604 ∫  کا تحویلی ضابطہ;       

∫; 2مثاؽ ∫کا تحویلی ضابطہ اذ  کر ے         معلوؾ کرو۔       

∫   حل; فرض کرو کہ   تب       

                                            ∫                

                                               ∫        (        )    

                                                ∫           ∫                 

           تب،       ماؿ لو کہ 

                                                     ∫        

                                                     
    

   
   

                                        
       

   
        

∫جو کہ  ∫نیز کا مطلوبہ تحویلی ضابطہ ہے         کی قدر معلوؾ کرنے ے لیے فرض کرو کہ       

                                             ∫         

                                                
     

 
    

     

 
 ∫         

                                                
     

 
 4

     

 
   5 

                                                
     

 
 

     

 
 ∫         
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 ∫         

                                                
     

 
 

     

 
 

    

 
   

                    ∫         
     

 
 

     

 
 

    

 
     

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 7.6

  تفاعلات ے تحویلی ضابطے  حاصل کریں گے۔

 

مل ت حاصل کرے ک
ک

 

ت

 اس اکائی ے مکمل ہونے پر آپ مختلف 

 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 7.7

ل ،تحو
م
ک

 

ت

 یلی ضابطہتفاعل، مشتق، 

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 808

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات ے حامل سوالات 8.108

ل ذیل میں کس ے مساوی ہے۔     20
م
ک

 

ت

 کا 

a)  (      ) 

b)     (   ) 

c)         

d)  نہیںکوئی اؿ میں سے 

30 ∫  ے مساوی ہوگا۔ـــــــــــــــــــــــــ        

a)                      

b)              

c) –               

d)  نہیںکوئی اؿ میں سے 

40 ∫  ـــــــــــــــــــــــــ=  (    )    
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a) 
   (    )

 
 

b) 
   (    )

 
 

c) 
   (    )

 
 

d)    (    )

 
 

50 ∫
    

 
 کس ے مساوی ہے؟  

a)      

b) (    ) 
 

c) 
(    ) 

 
 

d) 
    

   

60    ∫  کا تحویلی ضابطہ ذیل میں سے کوؿ سا ہے؟      

a)            

b)              

c)           

d)            

 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات ے حامل سوالات 8.208

ل ے عمل کی تشریخ کرو اور تکملے ے مختلف طریقوں کو بیاؿ کرو۔ 20
م
ک

 

ت

 

ل معلوؾ کرو۔ 30
م
ک

 

ت

 اندراج کا طریقہ استعماؽ کر ے ذیل ے تفاعلات ے 

a)      
 

b)            

c) 
     

 
 

d)      
 

40      
 معلوؾ کرو۔

ل معلوؾ کرو۔ 50
م
ک

 

ت

 ذیل ے 

a) 
 

      
 

b) 
  

     

c) 
      

√    
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d) 
 

       

∫بتلاؤ کہ  60   (    )    
 (    )

 
 ۔ہوگا

 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات ے حامل سوالات  8.308

∫   اگر  20    بتلاؤ کہ        
 

 
             

   

 
 ہوگا۔    

ل محسوب کرو اس سے       30
م
ک

 

ت

∫کا   معلوؾ کرو۔       

 

 (Suggested Books for Further Readings)ے لیے تجویز کردہ کتابیںمزید مطالعے  7.9

1. Calculus: Robert T. Smith, R. B. Muiton, McGraw Hill Education India Pvt Ltd. New Delhi. 

2. B.Sc. Vol. I, Mathematics by V. Venkateshwara Rao, N. KKrishna Murthy, S. Chand & 

Company Pvt Ltd. 
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ل 8ئی اکا
م
ک

 

ت

 II-تحویلی ضابطے-۔

(Integration-Reduction Formulae-II) 

 اکائی ے اجزا

 تمہید   902

 مقاصد   902

903   ∫           ،∫        ،∫    اور        

 تحویلی ضابطےے    (    )∫   

904   ∫  کا تحویلی ضابطہ            

905   ∫ ∫اور          تحویلی ضابطےے         

 اکتسابی نتائج   906

 کلیدی الفاظ   907

 نمونہ امتحانی سوالات   908

 معروضی جوابات ے حامل سوالات  90802 

 مختصر جوابات ے حامل سوالات  90803 

 ے حامل سوالات طویل جوابات  90804 

 مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں   8.8
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 (Introduction)تمہید 902

ے اور 8اکائی  
مل
ک

 

ی

 

ن ی 
مع

ے تحویلی ضابطوں ے بارے میں جانکاری حاصل کیے تھے۔ اس اکائی      اور ،     ،     میں ہم غیر 

ے تحویلی ضابطوں کو اذ  کر ے اؿ ے استعماؽ       اور      ،          ،         ،       ،     میں  ہم

 سےکئی  سوالات حل کریں گے۔

 

 (Objectives)مقاصد 902

∫اس اکائی ے مطالعہ ے بعد آپ سب            ،∫             ،∫        ∫ اور        

تحویلی ضابطوں کو اذ  کر سکیں گے اور اؿ ے استعماؽ سے چند سوالوں ے حل معلوؾ کریں گے۔ ے    (    )∫

∫نیز ∫اور          الات حل کریں گے۔ے تحویلی ضابطے اذ  کرے اؿ ے سو        

 

903 ∫           ،∫        ∫  ےتحویلی ضابطے   (    )∫اور       

∫  ایک صحیح عدد ہے;   کا تحویلی ضابطہ جہاں        

∫   فرض کرو کہ   ہے۔       

 تب

                                                 ∫         

                                                    ∫                

                                                           ∫         ∫ [
 

  
(       ) ∫        ]    

                                                           (    )  ∫,(   )                    -    

                                                                (   ) ∫,            -    

                                                                (   ) ∫,       (       )-    

                                                                (   ) ∫         (   ) ∫           

                                                                (   )   (   )     

                    (     )               (   )     

                            (   )               (   )     
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(   )
 (

   

   
)      

 تحویلی ضابطہ ہے۔ جو کہ مطلوبہ

∫۔9مثاؽ  معلوؾ کرو۔       

∫   ۔حل  ینے پرؽ   میں       

                                     ∫         

                                        
           

(   )
 (

   

   
)      

                                        
         

 
 (

 

 
)    

                                        
         

 
 

 

 
4

           

(   )
 (

   

   
)     5 

                                        
         

 
 

 

 
4

         

 
 (

 

 
)   5 

                                        
         

 
 

          

  
 

  

  
   

                                        
         

 
 

          

  
 

 

 
(
        

 
 

 

 
  ) 

∫   جہاں  ہے(         )           

 اس طرح 

∫         
         

 
 

          

  
 

         

  
 

 

  
   (         )    

 ہے۔

∫  تحویلی ضابطہ;کا        

∫       فرض کرو کہ         (   ) 

 تب

   ∫        (     )     

                                                                    ∫        (         )    

                                                                    ∫                   ∫           

       ماؿ لو کہ 
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               اس لیے 

 اب

                                                                 ∫     (   )       

                                                                     
      

     
      

                                                                     
       

   
      

∫   اس لیے          
       

   
 ہوگا۔     

∫; 2مثاؽ  و۔کی قدر معلوؾ کر       

 حل; ہمیں معلوؾ ہے کہ

   ∫          
       

   
      

   ∫         

                                                                                
       

   
      

 (2)...                                                                              
     

 
    

 اور

   ∫         

                                                                                
       

   
      

                                                                                
     

 
    

                                                                                
     

 
 ∫         

 (2)...       
     

 
    (    ) 

 سے( 3)ر او( 2) مساوات

∫          
     

 
 

     

 
    (    )  حاصل ہوتا ہے۔  

∫; 2مثاؽ  کی قدر معلوؾ کرو۔       

 حل; ہمیں معلوؾ ہے کہ

   ∫          
       

   
      

   ∫          
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 (2)...        
     

 
    

 اور

    
       

   
      

                                                                          
     

 
    

                                                                          
     

 
 ∫         

                                                                          
     

 
 ∫(         )    

                                                                          
     

 
 ∫           ∫     

                                                                          
     

 
 (     )    

 (2)...        
     

 
        

 سے( 3) اور( 2) مساوات

∫          
     

 
 

     

 
          

∫  کا تحویلی ضابطہ;         

∫   فرض کرو کہ            (   ) 

 تب

                                  ∫          (       )     

                                              ∫           ∫ [
 

  
(         ) ∫          ]    

                                              (     )  ∫(   )         (           )(     )   

                                                    (   ) ∫                  

                                                    (   ) ∫          (         )   

                                                    (   ) ∫           (   ) ∫             

                                                    (   )   (   )     

     (     )                  (   )     

             (   )                  (   )     

                              
              

(   )
 (

   

   
)      

∫   اس لیے           
              

(   )
 .

   

   
/  ہوگا۔    
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∫; 1مثاؽ ∫ے استعماؽ سے  ضابطےے تحویلی            معلوؾ کرو۔         

 حل; ہمیں معلوؾ ہے کہ

   ∫           
              

(   )
 (

   

   
)      

    ∫           
              

(   )
 (

   

   
)      

                                            
              

(   )
 (

   

   
)      

                                            
            

 
 (

 

 
)    

                                            
            

 
 (

 

 
) ∫          

                                            
            

 
 

 

 
   .   

 

 
/    

             ∫           
            

 
 

 

 
   .   

 

 
/    

 ;ضابطہتحویلی  کا   (    )∫

 فرض کرو کہ 

   ∫(    )    

                                                                      ∫(    )      

                                                                             (    )  ∫     ∫ [
 

  
(    ) ∫    ]    

                                                                             (    )    ∫ [ (    )    
 

 
  ]    

                                                                              (    )   ∫(    )      

                                                                       (    )        

 مطلوب تحویلی ضابطہ ہے۔       (    )     (    )∫   اس لیے  

 کی قدر معلوؾ کرو۔   (    )∫کو استعماؽ کرے  ضابطےتحویلی ے    (    )∫;1مثاؽ

        (    )     (    )∫   حل; ہمیں معلوؾ ہے کہ

   ∫(    )    

 (2) ……        (    )      

 (3) ……        (    )      

 (4) ……        (    )      

 (5) ……        (    )      



137 

 

                                                                  ∫        

                                                                    ∫          

                                                                        ∫     ∫ [
 

  
(    )  ∫    ]    

                                                                          ∫ (
 

 
  )    

 (5) ……                                                                         (      ) 

 سے( 6) اور( 5(، )4(، )3(، )2) مساواتوں

           ∫(    )    

  (    )   [ (    )   { (    )   ( (    )    (      ))}] 

                  (    )    (    )     (    )     (    )      (      )    

 اس طرح

∫(    )     (    )    (    )     (    )     (    )      (      )    

 معلوؾ کرو۔   (    )∫;2مثاؽ

        (    )     (    )∫     حل; ہمیں معلوؾ ہے کہ

                                                  (    )      

                                                       (    )   ∫(    )    

                                                       (    )   * (    )     + 

                                                       (    )   { (    )   ∫       } 

                                                       (    )   * (    )    (      )+    

                                                       (    )    (    )    (      )    

                         ∫(    )     (    )    (    )    (      )    

 

904 ∫  کا تحویلی ضابطہ            

∫     فرض کرو کہ   ۔ہے    دو مثبت اعداد ہیں اور      جہاں             

                     ∫                     

                              ∫(         )          

(2)……         ∫(         )    ∫ 0
 

  
(       ) ∫(         )   1    
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(         )∫اب ہم پہلے                  کی قدر معلوؾ کرتے ہیں۔ ماؿ لو کہ   

                   ∫(         )    ∫      

                                                         
    

   
 

                                                         
       

   
 

                ∫(         )    
       

   
 

 سے( 2)اب مساوات 

                       
       

   
 ∫(   )       (     )

       

   
   

                    
               

   
 (

   

   
) ∫             (     )    

                    
               

   
 (

   

   
) ∫             (       )    

                    
               

   
 (

   

   
) ∫                (

   

   
) ∫              

             
               

   
 (

   

   
)        (

   

   
)      

    (  
   

   
)      

               

   
 (

   

   
)        

            (
   

   
)      

               

   
 (

   

   
)        

                                    
               

   
 (

   

   
)          

∫     جو کہ  کا تحویلی ضابطہ ہے۔            

∫     ;1مثاؽ ∫ؽ سے ے استعما ضابطےے تحویلی               معلوؾ کرو۔            

 حل; ہمیں معلوؾ ہے کہ 

     ∫              

                                                                          
               

   
 (

   

   
)          

 لینے پر ،    اور   مسئلہ میں گئےدیے 

     ∫               

                                                                          
              

   
 (

   

   
)          
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∫                 

                 ماؿ لو کہ 

                                                                          
          

 
 

 

 
∫        

                                                                          
          

 
 

 

 
 

  

 
   

                                                                          
          

 
 

 

  
        

 اس لیے

∫               
          

 
 

 

  
 ہوگا۔       

∫; 2مثاؽ  معلوؾ کرو۔            

∫     حل;   سے ہمیں معلوؾ ہے کہ  ضابطےے تحویلی             

     
               

   
 (

   

   
)          

 لینے پر ،   اور   میں مسئلہ دیے گئے

     ∫               

                                                                          
              

   
 (

   

   
)        

                                                                          
          

 
 

 

 
     

 (2) ……         
          

 
 

 

 
     

     ∫               

                                                                          
              

   
 (

   

   
)        

                                                                          
         

 
 

 

 
     

                                                                          
         

 
 

 

 
∫               

                                                                          
         

 
 

 

 
∫         

 (2) ……         
         

 
 

 

 
   

∫         اب         
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∫         

                                                                         
         

 
 

 

 
6 

           

 
 

   

 
    7 

                                                                         
         

 
 

          

  
 

 

  
   

                                                                         
         

 
 

          

  
 

 

  
∫        

 (3) ……      
         

 
 

          

  
 

 

  
     

 سےحاصل ہے( 4)اور ( 3(، )2) مساوات

 اس لیے

∫               

                 
          

 
 

 

 
6
         

 
 

 

 
4 

         

 
 

          

  
 

 

  
    57    

 ∫               

                  
          

 
 

         

  
 

         

   
 

          

   
 

 

   
       

 

905 ∫ ∫اور          ے تحویلی ضابطے        

∫  :کا تحویلی ضابطہ        

 فرض کرو کہ

                                          ∫          

                                             ∫                   

                                                     (      )  ∫(   )         (      )          

                                                            (   ) ∫                     

                                                            (   ) ∫           (         )    

                                                            (   ) ∫              (   ) ∫            

                                                     (   )     (   )   

             (     )                  (   )     
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(   )

 
     

∫جو کہ    کا تحویلی ضابطہ ہے۔        

∫  :کا تحویلی ضابطہ        

 فرض کرو کہ

                                        ∫          

                                           ∫                   

                                                   (      )  ∫(   )         (      )          

                                                          (   ) ∫                     

                                                          (   ) ∫           (         )    

                                                          (   ) ∫(                  )    

                                                          (   ) ∫            (   ) ∫              

                                                   (   )   (   )     

           (     )                  (   )     

                                                  (   )     

                                     
 

 
               

(   )

 
     

∫جو کہ  کا تحویلی ضابطہ ہے۔        

∫;2مثاؽ ∫اور           کو معلوؾ کرو۔        

 فرض کرو کہ(1)حل;  

   ∫          

∫   تحویلی ضابطہ           
 

 
               

(   )

 
 استعماؽ کرنے پر ہمیں حاصل ہے۔    

   ∫          
 

 
               

(   )

 
     

                                            
 

 
             

 

 
   

                                            
 

 
             

 

 
∫         

                                            
 

 
             

 

 
        

                ∫          
 

 
             

 

 
        

 ہمیں معلوؾ ہے کہ(3)
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   ∫          
 

 
               

(   )

 
     

    ∫          
 

 
               

(   )

 
     

           
 

 
             

 

 
   

 اور

   ∫          
 

 
               

(   )

 
     

                                                                          
 

 
             

 

 
   

                                                                          
 

 
             

 

 
∫         

                                                                          
 

 
             

 

 
       

                                                                     ∫          

                                                                          
 

 
             

 

 
{
 

 
             

 

 
      }    

∫اس لیے کی قدر        

 

 
             

 

  
             

 

  
 ہے۔        

∫;3مثاؽ ∫اور          ∫ےتحویلی ضابطے استعماؽ کرے         ∫اور         کی قدریں  معلوؾ         

 کرو۔

 فرض کرو کہ( 1)حل;

   ∫          

∫  ہمیں معلوؾ ہے کہ سے ضابطےےتحویلی         

   ∫          
 

 
               

(   )

 
     

    ∫          
 

 
               

(   )

 
     

                                                                    
 

 
             

 

 
   

                                                                    
 

 
             

 

 
8
 

 
               

(   )

 
    9 

                                                                    
 

 
             

 

 
{
 

 
            

 

 
  } 

                                                                    
 

 
             

 

 
            

 

 
    

∫اس لیے کی قدر        

 

 
             

 

 
(             )  ہے۔  

 فرض کرو کہ(2)
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   ∫          

∫   تحویلی ضابطہ           
 

 
               

(   )

 
 استعماؽ کرنے پر ہمیں حاصل ہے۔    

                                        ∫          

                                           
 

 
               

(   )

 
     

                                           
 

 
             

 

 
   

                                           
 

 
             

 

 
8
 

 
               

(   )

 
    9 

                                           
 

 
             

 

 
{
 

 
            

 

 
  } 

                                           
 

 
             

 

 
            

 

 
    

              ∫          
 

 
             

 

 
(             )    

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 906

مل ت حاصل کرے کئی  تفاعلات ے تحویلی ضابطے  حاصل کریں گے۔
ک

 

ت

 اس اکائی ے مکمل ہونے پر آپ مختلف 

 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 907

ل ،تحویلی ضابطہ
م
ک

 

ت

 تفاعل، مشتق، 

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 908

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات ے حامل سوالات 90802

20 ∫  کس ے مساوی ہے       

a) 
     

 
    (    ) 

b)  
     

 
    (    ) 

c)  
     

 
    (    ) 

d) اؿ میں سے کوئی نہیں 
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30 ∫             

a) 
       

   
 

b) 
     

 
 

c) 
       

 
 

d) 
     

   
 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات ے حامل سوالات 90803

20 ∫  معلوؾ کرو۔       

 کی قدر معلوؾ کرو۔   (    )∫ 30

40 ∫ ∫اور          معلوؾ کرو۔        

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات ے حامل سوالات 90804

∫   اگر  20    ہو  تب ثات  کرو کہ       
        

   
∫ہوگا۔ نیز اس کی مدد سے      معلوؾ        

 کرو۔

30 ∫ ∫کا تحویلی ضابطہ اذ  کرو اور اس ے استعماؽ سے                کی قدر معلوؾ کرو۔             

ل کرو اور اس ے ذریعے سے       40
م
ک

 

ت

∫کا   معلوؾ کرو۔       

 

 (Suggested Books for Further Readings)مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں 8.8

1. Calculus: Robert T. Smith, R. B. Muiton, McGraw Hill Education India Pvt Ltd. New 

Delhi. 

2. B.Sc. Vol. I, Mathematics by V. Venkateshwara Rao, N. Krishna Murthy, S. Chand & 

Company Pvt Ltd.  
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گ، ڈسک اور واشر ے ذریعے حجم9اکائی 

 

شی

 

ن
 ۔سلا

(Volumes by Slicing, Disks and Washers) 

 اکائی ے اجزا

 تمہید    9.0

 مقاصد   9.1

گ، ڈسک اور واشر ے ذریعے حجم   9.2

 

شی

 

ن
 سلا

گ ے ذریعے حجم  9.2.1 

 

شی

 

ن
 سلا

 ڈسک ے ذریعے حجم  9.2.1 

 واشر ے ذریعے حجم  9.2.3 

 اکتسابی نتائج   9.3

 کلیدی الفاظ   9.4

 نمونہ امتحانی سوالات   9.5

  معروضی جوابات ے حامل سوالات  9.5.1 

 مختصر جوابات ے حامل سوالات  9.5.2 

 طویل جوابات ے حامل سوالات  9.5.3 

 مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں   9.6
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 (Introduction)تمہید 9.0

ہ قاعدے رکھنے والے استوانوں ے رقبے سے ہم اؿ خمید(Regions)رکھنے  والے علاقوں( Curved Boundaries)خمیدہ  حدود

(Cylinders) سن ٹ  کر سکتے ہیں۔ اس ے لیے اؿ استوانوں ے خائدوں ے رقبوں کو اؿ کی اونچائ سے ضرب دیتے ہیں۔ اس
خ

 

ت

ے حجم کی 

ے دیگر ٹھوس اجساؾ ےحجم حاصل کر سکتے ہیں۔
ش
م

 

ج
ح

 طرح اس قسم استوانوں ے 

گ ے طریقہ کا ہاییت ہی عاماطلاؼ جب کسی محور ے اطراػ کسی سلائس کو گھمایا جا

 

ی
ش

 

ن
تا ہے، تب ایک ٹھوس جسم  حاصل ہوتا ہے۔ یعنی سلا

 گھماؤ سے ٹھوس حاصل کرنا ہے۔

بارڈر نہیں بنتی ہو تب، اس ٹھوس میں چھید یا سوراخ  CROSSیا کراس  ONاگر کسی علاقہ کو ٹھوس بنانے ے لیے گھمایا جائے اور گردشی محور پر 

س ے، واشرس ہوتے ہیں۔(Cross-Sections)ت میں گردشی محور سے عمود عرضی تراشےہوتا ہے۔ اس صور

شک

 بجائے ڈ

 

 

 (Objectives)مقاصد 9.1

س اور واشر ے طریقوں سے اجساؾ ے حجم معلوؾ کر سکیں گے۔ جائیںاس اکائی ے مکمل ہونے پر آپ اس قابل ہو 

شک

گ، ڈ

 

ی
ش

 

ن
 گے کہ سلا

 

گ،  ڈسک اور واشر ے ذ 9.2

 

شی

 

ن
 (Volumes by Slicing, Disks and Washers)ریعے حجمسلا

س اور واشر ے طریقوں   کا مطالعہ کرے  اؿ کی مدد سے اجساؾ ے حجم حاصل  کرنا  سیکھیں گے۔اور پھر کچھ 

شک

گ، ڈ

 

ی
ش

 

ن
اب ہم سلا

 -مثالوں کی مدد سے اؿ پر عبور حاصل کریں گے

گ ے ذریعے 9.2.1

 

شی

 

ن
 (Volumes by Slicing)حجم سلا

پر   میں ر نقطہ یا مقاؾ  -   ,میں دکھائے گئے ایک قسم ے ٹھوس کا حجم  معلوؾ کرنا چاہتے ہیں۔ بند وقفہ (9.2.1.1)ض کرو کہ ہم شکل  فر

تفاعل  (Real Valued)کا حقیقی ،  ہے۔ اس سے رقبہ  ( ) اور اس کا رقبہ  ( ) کا علاقہ (Cross Section)عرضی تراش اس ٹھوس ے 

(Function) کا مسلسل   بن جاتا ہے۔ مزید برآں اگر یہ(Continuous) ل
م
ک

 

ت

ے ذریعے ٹھوس ے حجم کو ذیل (Integration)تفاعل ہو تو ہم 

 ے مطابق واضح اور معلوؾ کر ے حساب لگا سکتے ہیں۔

س -   ,ہم بند وقفہ 

 

ن

 

 س
ن

 

ت

 ووں کی طرح ٹھوس ے  محور ے ساتھ ساتھ حسب معموؽ طریقہ سے کرتے ہیں۔ یعنی ہم ے پار
ٹ

 

کن چ 

طوس کی 

 سلائس اس طرح بناتے ہیں کہ اؿ کی سطحیں پاٹیشن نقاط سے عموداً رہیں۔

پر بنی دو سطحوں ے درمیاؿ استوانہ  ( ) ویں سلائس کا حجم تقریباً وہی ہوتا ہے جو کہ علاقہ  سطحوں ے درمیاؿ    اور      مقاؾ یا نقاط  
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 میں دکھایا گیا ہے۔ اس استوانہ کا حجم یوں معلوؾ کیا جاتا ہے; (9.2.1.2) کی تویع  شدہ شکل کو شکل کا ہوتا ہے۔ اس حصہ

اونچائی     اساس کا رقبہ 

                                                                             (  )  /  نقاط     اور   پر سطحوں ے درمیاؿ فاصلہ. 

                                                                             (  )  (  ) 

ووں ے مجموعہ سے کیا جاتا ہے
 م
ج
ح

 لہٰذا ٹھوس ے حجم کا اندازہ استوانوں ے 

∑  (  )  (  )

 

   

 

 ہے۔ (Riemann Sum)ے لیےریماؿ سم ( ) پر تفاعل -   ,یہ وقفہ

مائل بہ صفر ہوتا کہ  (Portion)پر مکمل نمونہ کا حصہ-   ,ے اؿ اندازوں سے اس بات کی توقع کرتے ہیں کہ وقفہ (Sums)ہم مجموعوں 

گ 

 

ی

 

من
ل

ے واضح کر سکیں۔(Limiting)ٹھوس ے حجم کو 
ش
مل
ک

 

ت

 

ی  تک  سے  تعریف;

 

ملٹ عن
ک

 

ت

 ( ) تک عرضی تراش     سے    کا 

ک

 

ی

 

ن ی 
مع

ل 
م

(Definite Integrals)ٹھوس کا حجم ہے۔ 

  ∫  ( )  
 

 
     (1)  

 ے اطلاؼ ے لیے ہم درج ذیل مرحلوں کا استعماؽ کرتے ہیں (2)مساوات 

  ;2مرحلہ 

 

 ٹھوس اور عرضی تراش ے نمونہ کا خاکہ بنائ

 کا ضابطہ معلوؾ کریں( )  ;3مرحلہ 

ل ے حدود معلوؾ کریں ;4مرحلہ
م
ک

 

ت

 

ل کریں ( ) حجم معلوؾ کرنے ے لیے  ;5 مرحلہ
م
ک

 

ت

 کو 

پر ایک  (Altitude)والے ارتفاع  لمبائی  سے  (Vertex)ہے۔  پرامڈ کا راس    بلند پرامڈ ے مربع نما اساس کا ضلع    ایک  -2مثاؽ

 ضلع والا مربع نما عرضی تراش عموداً واقع ہے۔ اس پرامڈ کا حجم معلوؾ کیجیے۔  

کا پرامڈ کھینچا ۔ مربع نما عرضی تراشے دکھایا۔   (Altitude)والے ارتفاع  لمبائی  محور ےہمراہ  سواؽ ے مطابق  ;2 مرحلہ -حل

 ہے۔ Oپرامڈ کا راس 

 میٹرضلع کا مربع نما عرضی تراش کا نمونہ ہے۔ اس لیے اس کا رقبہ پر   لمبائیارتفاع کی  ;3مرحلہ 

 ( )    
 

 تک ہیں۔    سے    ے ضلعوں کی لمبائیاں  مربعوں ;4مرحلہ

 اب پرامڈ کا حجم ہوگا ;5مرحلہ 

  ∫  ( )  
 

 

 

 ∫     
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 6
  

 
7
 

 

    
 

کو دو سطحوں سے تراش کر حاصل کیا گیا۔ ایک سطح ( Curved Wedge)نصف قطر ے ایک استوانہ سے ایک خمیدہ تکونیا   -3مثاؽ 

   دوسری سطح استوانہ ے مرکز سے پہلی سطح سے  -نہ ے تکونیا سے عموہےاستوا

ووؾ کیجیے۔
معل
 م
ج
ح

 کا ذاویہ بناتے ہوئے گزر رہی ہے۔تکونیا کا 

 محورسے عموداً دکھایا۔ عرضی طراشےمستطیل ہیں  سواؽ ے مطابق ویج کھینچا گیا۔ اس میں نمونہ عرضی تراش   ;2مرحلہ  -حل

فاصلہ پر واقع عرضی تراش مستطیل نما ہے۔ دوسری سطح پہلی سطح سےکا ذاویہ بنا رہی ہے۔ استوانہ کا   محورے ہمراہ   سے مبدا  ;3مرحلہ 

 میٹر ہے۔ اس لیے  نصف قطر 

ی عرضی تراش کی اونچائی   

ی ل

 

ظ

 

سن
م

 

ی عرضی تراش کی چوڑائی     √  

ی ل

 

ظ

 

سن
م

 

 اس لیے

( ) اونچائی چوڑائی   

                                                                                    ( )   √    
 

                                                                                      √    
 

گ  ;4مرحلہ

 

ی
ش

 

ن
ی عرضی تراش کی سلا

ی ل
ظ

 

سن
م

 تک ہے۔    سے    

 نیا  کا حجم ہوگاتکو ;5مرحلہ 

  ∫  ( )  
 

 

 

                                                                               ∫   √      
 

 

 

                                                                               [ 
 (    )

 
 ⁄

 
]

 

 

 

                                                                                 
 

 
( )

 
 ⁄

 

                                                                                   
 

 (Volumes by Disks)حجم ڈسک ے ذریعے 9.2.2

ق کی جاتی  (Shapes) شکل و صورت یا ڈیل ڈوؽ گھماؤ ے ٹھوس وہ ٹھوس ہیں جن کی
 
قلٹ

 

ن

کو محوروں ے گرد سطحی علاقوں کو گھما کر 

 کی گیندیں گھماؤ ے ٹھوس ہیں۔ (Billiard)، بلیارڈ  (Spools)ہے۔ مثلاً دھاگے کی چرخیاں 

مٹ  بعض اوقات گھماؤ سے بننے والے ٹھوسوں ے حجم جیومیٹری ے ضابطوں سے معلوؾ کر سکتے ہیں۔ یکن 
ت ل
کا حجم  (Blimp) جب ہم کسی 

ی ے ضابطوں معلوؾ کرنا چاہتے ہیں یا پھر کسی حصہ کا جسے خرادلیتھ پر موڑنا چاہتے ہیں یا پھر وزؿ کا اندازہ لگانا چاہتے ہیں تب ہم بجائے جیومیٹر

 کا استعماؽ کرتے ہیں۔ (Calculus)ے اپنے جوابوں ے حصوؽ ے لیے احصہ 
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ے طور پر آراستہ  محور ے درمیاؿ ے علاقے اور       ( )   کو مسلسل تفاعل ے گراػ  اگر ہم کسی علاقے

محور ، تب ہم ٹھوس کا حجم ذیل ے طریقے سے معلوؾ کر سکتے ہیں ۔ گردشی محور سے ٹھوس کا نمونہ  کر سکیں اور گردشی محور کو 

ل
 ٹ ک
ن

 

ت

(Typical) اور رقبہ ( ) عرضی تراش ڈسک ہے۔ جس کا نصف قطر ( )   (      )   , ( )- 
ہے ۔ چونکہ ٹھوس کا حجم 

ل ہے۔ اس لیے تک     سے     
م
ک

 

ت

 -( ) ,تک    سے     کا 
ل ٹھوس کا حجم ہوگا۔ 

م
ک

 

ت

 کا 

 

 9.2.2.1شکل 

 اس لیےٹھوس کا حجم

 (3)       ∫  , ( )-   
 

 
 

 ؽ کرے ہم درج ذیل مراحل کی مدد سے حجم معلوؾ کر سکتے ہیں;اس مساوات کا استعما

 کی شناخت کریں ( )  علاقہ کھینچیں اور نصف قطر تفاعل ;2مرحلہ 

 سے ضرب دیں  کا مربع لیں اور( )  ;3مرحلہ 

ل کریں ;4مرحلہ
م
ک

 

ت

 حجم معلوؾ کرنے ے لیے 

ے درمیاؿ  علاقہ کو گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم معلوؾ کرنے ے لیے       ( )   محور اور خطہ منحنی   محور ے اطراػ  

 رکھ تے ہیں ۔اس لیے کی بجائے  (میں  3ہم  مساوات )

   ∫  , ( )-   
 

 
                                                        ……(3) 

س ے درمیاؿ  محور، گرد (میں 3نیچے حل شدہ مثاؽ ) یاد رکھیے

 

من
ل

شی محور نہیں ہے  بلکہ یہ حجم معلوؾ کرنے ے لیے اصوؽ ہے۔ مناسب 

 , ( )- 
ل کیجیے 

م
ک

 

ت

 ۔کو 
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محور ے گرد گھمایا گیا۔ اس  محور ے درمیاؿ علاقہ کو   اور        √  ایک ٹھوس کو بنانے ے لیے خط منحنی  -4مثاؽ

 ٹھوس کا حجم معلوؾ کیجیے۔

 اؽ ے مطابق ہم نے علاقہ ، نصف قطر اور گھمانے سے بنے ٹھوس کی شکلیں کھینچیں۔سو -حل

 ;اب ٹھوس کا حجم ہوگا

 شکل

  ∫  , ( )-   

 

 

 

                                                                            ∫  [√ ]
 
  

 

 

 

                                                                             ∫    

 

 

 

                                                                             6
  

 
7
 

 

 

                                                                               مکعب اکائی 

    اورمنحنی       ایک ٹھوس کو بنانے ے لیے خط -5ؽمثا
محور ے گرد گھمایا گیا۔ اس طرح بنے   ے درمیانی  علاقہ کو  

 ٹھوس کا حجم معلوؾ کیجیے۔

 سواؽ ے مطابق ہم نے علاقہ ، نصف قطر اور گھمانے سے بنے ٹھوس کی شکلیں کھینچیں۔ -حل

 ;اب ٹھوس کا حجم ہوگا

  ∫  , ( )-   

 

 

 

                                                                            ∫  ,  -   

 

 

 

                                                                             ∫     

 

 

 

                                                                             6
  

 
7
 

 

 

                                                                            مکعب اکائی 
    

 
 

سے گھرے علاقہ کو گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم  معلوؾ        اورخطوط        √  ے  گردمنحنی     خط -6مثاؽ

 کیجیے۔
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 سواؽ ے مطابق ہم نے علاقہ ، نصف قطر اور گھمانے سے بنے ٹھوس کی شکلیں کھینچیں۔ -حل

 اب ٹھوس کا حجم ہوگا

  ∫  , ( )-   

 

 

 

                                                                            ∫  [√   ]
 
  

 

 

 

                                                                             ∫[   √   ]  

 

 

 

                                                                             <
  

 
  

 
 

 

 
 ⁄

  =

 

 

 

                                                                            مکعب اکائی 
  

 
 

  محور  اور خط منحنی    محور ے  گرد   -7مثاؽ
 

 
سے گھرے علاقہ کو گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم  معلوؾ      اورخطوط   

 کیجیے۔

 سواؽ ے مطابق ہم نے علاقہ ، نصف قطر اور گھمانے سے بنے ٹھوس کی شکلیں کھینچیں۔ -حل

 س کا حجم ہوگااب ٹھو

  ∫  , ( )-   

 

 

 

                                                                            ∫  [
 

 
]
 

  

 

 

 

                                                                              ∫ [
 

  
]   

 

 

 

                                                                              [ 
 

 
]
 

 

 

                                                                               مکعب اکائی

      ے  گرد پیرابولا     خط -8مثاؽ
  ٹھوس کا حجم  معلوؾ کیجیے۔سے گھرے علاقہ کو گھمانے سے بنے   اورخط 

 سواؽ ے مطابق ہم نے علاقہ ، نصف قطر اور گھمانے سے بنے ٹھوس کی شکلیں کھینچیں۔ -حل

 اب ٹھوس کا حجم ہوگا

  ∫  , ( )-   
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                                                                            ∫  ,    -   

√ 

 √ 

 

                                                                              ∫ ,        -  

√ 

 √ 

 

                                                                              6    
  

 
 

  

 
7

 √ 

√ 

 

                                                                            کائی مکعب ا
   √ 

  
 

 کو ابتدائ خط ے گرد گھمانے پر حاصل ٹھوس کا حجم حاصل کیجیے۔(      )   صنوبری  -9مثاؽ 

 حجم درج ذیل ہوتا ہے محور ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس جسم  کا شکل سے دی گئی منحنی  کو  -حل

  ∫  , ( )-   

  

 

 

 (      )        دیا ہے

                                                                                      ہم جانتے ہیں 

                                                                               (      )      

                                                                        (               )   

              اور

                                                                                (      )      

 کو بدلتے ہیں 

 

مٹ
ل
ل کی 
م
ک

 

ت

 اب ہم 

    تب،      اور جب    تب،     جب

      اس لیے

  ∫  , (      )     -  (               )  

 

 

 

                                         ∫(      )      (        )  

 

 

 

                                         ∫ (     
 

 
)

 

     
 

 
    

 

 
(    

 

 
      

 

 
)   

 

 

 

                                         ∫       
 

 
    

 

 
(    

 

 
      

 

 
)   

 

 

 

                                         ∫ (      
 

 
    

 

 
       

 

 
    

 

 
)   
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                                           ∫     
 

 
    

 

 
  

 

 

      ∫     
 

 
    

 

 
  

 

 

 

ماؿ لیجیے کہ

 

 
       تب،    

  تب،     اور جب    تب  ،    اب ،  
 

 
 

 اس لیے

       ∫              

 

 

 

      ∫              

 

 

 

 

 کی مدد سے ہم جانتے ہیں کہ(Beta Function) تفاعلبیٹا 

 (   )  ∫                    

 

 

 

 

 اس لیے

       , (   )    (   )- 

(   )    اس ے علاوہ ہم جانتے ہیں کہ  
(   ) (   ) 

(     ) 
 

 اس لیے

       [
     

  
   

     

  
] 

                                                                  [
   

     
   

 

   
] 

                                                                  [
 

  
 

 

  
] 

                                                              
 

 
   

 

کو ابتدائ خط ے گرد گھمانے پر حاصل ٹھوس کا حجم (      )   اس لیے صنوبری 

 

 
   
 -ہوگا 

 (Volume by Washer)واشر ے ذریعے حجم 9.2.3

بارڈر نہیں بنتی ہو تب، اس ٹھوس میں چھید یا سوراخ  CROSSیا کراس  ONگر کسی علاقہ کو ٹھوس بنانے ے لیے گھمایا جائے اور گردشی محور پر ا

س ے، واشرس ہوتے ہیں۔ واشر  ضابطہ درج (Cross-Sections)ہوتا ہے۔ اس صورت میں گردشی محور سے عمود عرضی تراشے

شک

بجائے ڈ

 ;ذیل ہوتا ہے

  ∫  ,* ( )+  * ( )+ -  

 

 

 

 جہاں  
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( )  بیرونی نصف قطر   

( )  اور اندرونی نصف قطر   

 مساوات سے  حجم معلوؾ کرنے کا ڈسک ضابطہ  -   ,تماؾ  تر وقفہ  ( ) یہ بات زہن نشیں راکھیں کہ اگر 

 

ے لیے صفر ہو تب اوپر دی گ

 کہ ڈسک ضابطہ واشر ضابطہ کا ایک مخصوص کیس ہے۔حاصل ہوتا ہے، پس واضح ہوا 

 مساوات  ے اطلاؼ ے لیے ہم درج ذیل مرحلوں کا استعماؽ کرتے ہیں

 

 اوپر دی گ

گردشی محور سے عموداً کھینچیں ۔ جب اس علاقہ کو ( Line Segment)ایک قطعہ خط (Across)علاقہ کھینچیں اور اس ے اکروس  ;2مرحلہ 

  گا۔یہ قطعہ خط گھمانے سے بنے ٹھوس کا نمونہ واشر عرضی تراش  بنائےگھمایا جاتا ہے تو 

ل ے حدود معلوؾ کریں ;3مرحلہ 
م
ک

 

ت

 

  ;4مرحلہ

 

 کیے گئے بیرونی اور اندرونی نصف قطر معلوؾ کریں(Swept) قطعہ خط سے سوی  

ل کریں ;5مرحلہ 
م
ک

 

ت

 حجم معلوؾ کرنے ے لیے  

محور ے گرد گھمایا گیا۔ اس طرح  ے درمیانی  علاقہ کو        اورمنحنی      ایک ٹھوس کو بنانے ے لیے خط  -:مثاؽ

 بنے  ٹھوس کا حجم معلوؾ کیجیے۔

 سواؽ ے مطابق ہم نے علاقہ ،بیرونی نصف قطر  اور اندرونی نصف قطر اور گھمانے سے بنے ٹھوس کی شکلیں کھینچیں۔ -حل

 اب ٹھوس کا حجم ہوگا

 

  ∫  ,* ( )+  * ( )+ -  

 

 

 

 جہاں 

( ) بیرونی نصف قطر         
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( ) اندرونی نصف قطر         

 اس لیے

  ∫  ,*    +  *    + -  

 

  

 

                                                           ∫  ,          -  

 

  

 

                                                            6    
  

 
 

  

 
 

  

 
7
  

 

 

                                                           مکعب اکائی 
    

 
 

    پہلے ربع میں  -22مثاؽ  
   ٹھوس کا حجم معلوؾ کیجیےمحور ے گرد گھمانے سے بنے  سے گھرے علاقہ کو     اور خط 

 سواؽ ے مطابق ہم نے علاقہ ،بیرونی نصف قطر اور اندرونی نصف قطر اور گھمانے سے بنے ٹھوس کی شکلیں کھینچیں۔ -حل

 اب ٹھوس کا حجم ہوگا

  ∫  ,* ( )+  * ( )+ -  

 

 

 

 جہاں 

( )  یرونی نصف قطر  اور   √ 

( )  اندرونی نصف قطر  
 

 
  

 اس لیے

  ∫  [{√ }
 

 2
 

 
3

 

]   

 

 

 

                                                                    ∫  [  
 

 

 

]   

 

 

 

                                                                     6
  

 
 

  

  
7
 

 

 

                                                                    مکعب اکائی 
  

 
  

    پہلے ربع میں  -21مثاؽ  
  سے گھرے علاقہ کو    محور اور خط   ،  

 

 
 ے گرد گھمانے سے بنے  ٹھوس کا حجم معلوؾ کیجیے

  سواؽ ے مطابق ہم نے علاقہ ،بیرونی نصف قطر اور اندرونی نصف قطر  اور  -حل
 

 
 ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کی شکلیں کھینچیں۔

 اب ٹھوس کا حجم ہوگا
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  ∫  ,* ( )+  * ( )+ -  

 

 

 

 جہاں 

( ) یرونی نصف قطر  
 

 
 اور   

( )  اندرونی نصف قطر  
 

 
 √   

 اس لیے

  ∫  6{
 

 
}

 

 {
 

 
 √ }

 

7   

 

 

 

                                                                ∫  [    √ ]  

 

 

 

                                                                 6 
  

 
   

 

 7
 

 

 

                                                                مکعب اکائی 
  

 
 

  اورمنحنی      ایک ٹھوس کو بنانے ے لیے خط  -12ؽمثا
 

 
محور ے گرد گھمایا گیا۔ اس  ے درمیانی  علاقہ کو         

 طرح بنے  ٹھوس کا حجم معلوؾ کیجیے۔

 ۔سواؽ ے مطابق ہم نے علاقہ ، بیرونی نصف قطر  اور اندرونی نصف قطر اور گھمانے سے بنے ٹھوس کی شکلیں کھینچیں -حل

 اب ٹھوس کا حجم ہوگا

  ∫  ,* ( )+  * ( )+ -  

 

 

 

 جہاں

( )  بیرونی نصف قطر  اور    

( )  اندرونی نصف قطر  
 

 
  

 اس لیے

  ∫  6* +  {
 

 
}

 

7   

 

 

 

                                                                     ∫  ,          -  

 

 

 

                                                                      6
  

 
 

 

 
7
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                                                                     مکعب اکائی
   

 
 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 9.3

س اور واشر ے طریقوں سے اجساؾ ے حجم معلوؾ کر سکیں۔گئےاکائی میں آپ اس قابل ہو اس 

شک

گ، ڈ

 

ی
ش

 

ن
 ہوں گے کہ سلا

 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 9.4

س، واشر، عرضی تراش  ، اساس، مربع نما پرامڈ

شک

گ، ڈ

 

ی
ش

 

ن
 حجم، مکعب اکائی، استوانہ ،  بیرونی نصف قطر ،  اندرونی نصف قطر، سلا

 

 (Model Examination Questions) امتحانی سوالاتنمونہ 9.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات ے حامل سوالات 9.5.1

 محور ے  گرد گھمانے سے بنے ٹھوس جسم  کا  رقبہ ہے  سے گھرے  رقبہ کو  ( )   اور خط منحنی          20

 (a) ∫      
 

 
 (b) 

 

 
∫      

 

 
 (c) 

 

 
∫     

 

 
 (d) ∫     

 

 
 

 محور ے  گرد گھمانے سے بنے ٹھوس جسم  کا  رقبہ ہے  سے گھرے  رقبہ کو          اور ( )   خط منحنی  30

(a) ∫     
 

 
 (b) ∫      

 

 
 (c) ∫       

 

 
 (d) ∫      

 

 
 

( )  اگر بیرونی نصف قطر 40 ( )  اور اندرونی نصف قطر   ;ہو ، تب حجم حاصل کرنے کا واشر  ضابطہ ہے 

(a)   ∫  , ( )   ( )-   
 

 
 

(b)   ∫  ,* ( )+  * ( )+ -  
 

 
 

(c)   ∫  , ( )   ( )-   
 

 
 

(d)   ∫  ,* ( )+  * ( )+ -  
 

 
 

 یں۔کا حجم معلوؾ کر (Reel) کیے گئے حصہ کو گھمانے سے بنی ریل قطعے وطر خاص کو       راس پر مماس ے گرد  50

(a) 
 

 
   

  (b) 

 

 
   

  (c) 

 

 
   

  (d) 

 

 
   

 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات ے حامل سوالات 9.5.2

گ ے طریقے تھ کسی ٹھوس ے حجممثاؽ  ے سا 20

 

ی
ش

 

ن
 کو واضح کیجیے ۔ حاصل کرنے ے   سلا

    اور خط منحنی        خطوط  30
 محور ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم معلوؾ کیجیے۔  سے گھرے علاقہ کو  

    √  اور خط منحنی      خط  40
  ٹھوس کا حجم معلوؾ کیجیے۔محور ے گرد گھمانے سے بنے  سے گھرے علاقہ کو  

      اور خط منحنی      خط  50
 محور ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم معلوؾ کیجیے۔  سے گھرے علاقہ کو  
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         √  اور خط منحنی         خطوط  60
 

 
محور ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس  سے گھرے علاقہ کو  

 ۔کا حجم معلوؾ کیجیے

   √  اور خط منحنی              خطوط  70
محور ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم   سے گھرے علاقہ کو  

 معلوؾ کیجیے۔

   اور خط منحنی            خطوط  80
 

 محور ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم معلوؾ کیجیے۔  سے گھرے علاقہ کو   

  اور خط منحنی             خطوط  90
 

(   )
محور ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم   سے گھرے علاقہ کو  

 معلوؾ کیجیے۔

  اور خط منحنی         خطوط  0:
√  

(    )
 محور ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم معلوؾ کیجیے۔  سے گھرے علاقہ کو  

             اور خط منحنی     خطوط  220
 

 
محور ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم   سے گھرے علاقہ کو  

 معلوؾ کیجیے۔

 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات ے حامل سوالات 9.5.3

 کو ابتدائ خط ے گرد گھمانے پر حاصل ٹھوس کا حجم حاصل کیجیے۔(      )   صنوبری  20

محور ے گرد گھمانے سے   ہیں۔ اس علاقہ کو /  ، .اور  (   ) ،(   )ہے جسکے راس   (Enclosed) ملفوػعلاقہ مثلث سے  30

 بنے ٹھوس کا حجم معلوؾ کیجیے۔

محور ے گرد گھمانے سے   ہیں۔ اس علاقہ کو /  ، .اور  (   ) ،(   )ہے جسکے راس  ( Enclosed)علاقہ مثلث سے ملفوػ  40

 کیجیے۔ بنے ٹھوس کا حجم معلوؾ

 

 (Suggested Books for Further Readings)مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں 9.6

1. Calculus, M. J. Strauss, G. L. Bradley, Upper Saddle River, NJ: Prentice Hall (3

rd

 

Edition) 

2. Calculus: Robert T. Smith, R. B. Muiton, McGraw Hill Education India Pvt Ltd. New 

Delhi. 

  



159 

 

 

 حجم استوانی خوؽ  ے ذریعے ۔22اکائی 

(Volumes by Cylindrical Shells) 

 اکائی ے اجزا

 تمہید    10.0

 مقاصد   10.1

 حجماستوانی خوؽ  ے ذریعے   10.2

 شیل ضابطہ 10.2.1 

 احلے مر شیل ضابطے 10.2.1 

 اکتسابی نتائج   10.3

 کلیدی الفاظ   10.4

 متحانی سوالاتنمونہ ا   10.5

  معروضی جوابات ے حامل سوالات 10.5.1 

 مختصر جوابات ے حامل سوالات 10.5.2 

 طویل جوابات ے حامل سوالات 10.5.3 

 مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں   10.6
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 (Introduction)ٰتمہید  10.0

ت  استوانی خوؽ ضابطہ  ، واشر  ضابطہ سے اس جب ہم گھماؤ سے ٹھوس کا حجم معلوؾ کرنا چاہتے ہیں تب بعض اوقا 

 اعتبار سے بہتر ثات  ہوتا ہے کہ ہمیں اؿ ے ضابطہ میں مربع کرنے کی ضرورت یش  نہیں ہوتی ہے۔

 

 (Objectives)مقاصد 10.1

 کہ استوانی خوؽ کو سمجھ سکیں گےاور شیل ضابطہ کا استعما 

  

ؽ کر ے کسی ٹھوس کا اس اکائی ے مکمل ہونے پر آپ اس قابل ہو جائن

کا استعماؽ کر ے کسی بھی مسئلہ  طریقےحجم  حاصل کر سکیں  گے، اس ے ساتھ ہی شیل اور واشر ے طریقوں میں تفریق کر دونوں میں سے  بہتر 

 کو  حل  کر سکیں گے۔

 

 (Volume by Cylindrical Shells)حجماستوانی خوؽ  ے ذریعے 10.2

 (Shell Formula)شیل ضابطہ 220302

محور ے گرد گھمانے سے ایک ٹھوس بنتا ہے۔ ٹھوس ے حجم ے اندازہ   فرض کرو کہ ہم نے شکل میں دیے گئے رنگے علاقہ کو  

 ووں وقفہ  ے پارٹیشن-   ,ے لیے ہم علاقہ کو
ی لٹ
ظ

 

سن
م

کر سکتے ہیں۔ علاقہ اسی وقفہ (Approximate)ے مشابہ (Rectangles)پر منحصر 

مستطیل ے اساس کا وسطی نقطہ ہے۔ جیومیٹری   اکائی اونچا ہے۔ جس میں(  ) اکائی چوڑا اور   نہ مشابہ مستطیلپر واقع ہے۔ نمو

 آؤٹ

 

 سے حاصل شیل ے حجم کو ہم یوں لکھ سکتے ہیں;(Swept Out)ے ضابطہ سے مستطیل ے سوی  

        شیل کا اوسط نصف قطر ئینچاشیل کی او موٹائی

 یا

                                                         (  )      

 ووں سے سوپٹ  پر منحصر پارٹیشن
ی لٹ
ظ

 

سن
م

(Swept)ووں ے مجموعہ سے ٹھوس کا قریب تر حجم یہ ہے
 م
ج
ح

س ے 

ی ل

 

ض

 کیے گئے 

  ∑    

 

   

 ∑      (  )   

 

   

 

‖ ‖جہاں تک    

 

مٹ
ل
 سے حاصل ٹھوس کا حجم یہ ہے;(Limit)کا تعلق ہے اس مجموعہ لے 

     
‖ ‖  

∑      (  )   

 

   

 ∫     ( )  
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( )   محور اور مسلسل تفاعل محور ے گرد اس لیے بنے ٹھوس کا حجم ے درمیانی علاقہ کو گھمانے سے           

 یہ ہوگا

   ∫   .
     

      
/ (

     
      

)   
 

 
 ∫     ( )  

 

 
                    …..(1) 

 

 10.2.1 شکل 

 (Working Steps for Shell Formula)حلاے مر شیل  ضابطے 10.2.2

 حل ہیں;اے اطلاؼ ے درج ذیل مر قطع نظر شیل طریقےعمودی حالت ے  گردشی محور کی افقی یا 

)شیل  لمبائییا اونچائی بنائے۔ قطعہ کی (Line Segment)علاقہ کھینچیں اور اس ے گرد گردشی محور ے متوازی ایک قطعہ خط  ;2مرحلہ 

 ( دکھائے۔)شیل کی موٹائی (، گردشی محور سے فاصلہ )شیل کا نصف قطر( اور چوڑائیکی اونچائی 

ل کی حدود معلوؾ کیجیے۔ ;3مرحلہ 
م
ک

 

ت

 

.  سے حاصل ضرب ےحوالے  یا   (Variable)حجم معلوؾ کرنے ے لیے مناسب متغیر  ;4مرحلہ 
     

      
/ (

     
      

کو (

ل کیجیے۔
م
ک

 

ت

 

 ۔کریںر ے گرد  گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم معلوؾ محو  سے گھرے علاقہ کو     محور اور خط    ،  √  خط منحنی  -2مثاؽ

 -حل

)شیل کی  بنایے۔ قطعہ کی اونچائی (Line Segment)علاقہ کھینچیں اور اس ے گرد گردشی محور ے متوازی ایک قطعہ خط  ;2مرحلہ 

 ۔ہے  ( )شیل کی موٹائی اور چوڑائی   ، گردشی محور سے فاصلہ )شیل کا نصف قطر( √(اونچائی
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ل کی حدود ;3مرحلہ 
م
ک

 

ت

 تک ہے۔   سے     

.  ےحوالہ سے حاصل ضرب   ( Variable)حجم معلوؾ کرنے ے لیے متغیر  ;4مرحلہ 
     

      
/ (

     
      

ل کیجیے۔(
م
ک

 

ت

 کو 

 ;نے سے بنے ٹھوس کا حجم ہوگامحور ے گرد  گھما سے گھرے علاقہ کو    محور اور خط   ،  √  اب  خط منحنی

 

 : 10.2.1.1شکل 

  ∫   .
     

      
/ (

     
      

)   

 

 

 

                                                              ∫    (√ )  

 

 

 

                                                                ∫  
 

   

 

 

 

                                                                [
 

 
 

 

 ]
 

 

 

                                                              
    

 
 

 

     -3مثاؽ
 سے بنے ٹھوس کا حجم حاصل کیجیے۔ے گرد گھمانے    سے گھرے علاقہ کو خط   اور

  -حل
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 10.2.1.2شکل ; 

)شیل  بنائے۔  شکل سے قطعہ کی اونچائی (Line Segment) علاقہ کھینچیں اور اس ے گرد گردشی محور ے متوازی ایک قطعہ خط ;2مرحلہ 

 ہے۔     (کی موٹائی )شیل اور چوڑائی  ہے، گردشی محور سے فاصلہ )شیل کا نصف قطر( (    )( کی اونچائی

ل کی حدود ;3مرحلہ 
م
ک

 

ت

 تک ہے۔   سے   

.  ےحوالہ سے حاصل ضرب (Variable)حجم معلوؾ کرنے ے لیے متغیر  ;4مرحلہ 
     

      
/ (

     
      

ل کیجیے۔(
م
ک

 

ت

 کو 

    
  ٹھوس کا حجم ہوگاے گرد گھمانے سے بنے   سے گھرے علاقہ کو خط    اور

  ∫   .
     

      
/ (

     
      

)   

 

 

 

                                                              ∫    (    )  

 

 

 

                                                                ∫(     )  

 

 

 

                                                                6
  

 
 

  

 
7
 

 

 

                                                              
 

 
 

 س کا حجم حاصل کیجیے۔ے گرد گھمانے سے بنے ٹھو   پر خط     سے گھرے علاقہ کو     اور √   -4مثاؽ

بنائے۔  شکل سے قطعہ کی (Line Segment) علاقہ کھینچیں اور اس ے گرد گردشی محور ے متوازی ایک قطعہ خط ;2مرحلہ  -حل

  √.( )شیل کی اونچائیاونچائی 
 

 
 ہے۔     ()شیل کی موٹائی اور چوڑائی  ہے، گردشی محور سے فاصلہ )شیل کا نصف قطر( /
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ل کی حدود  ;3حلہ مر
م
ک

 

ت

 تک ہے۔    سے    

.  ےحوالہ سے حاصل ضرب   (Variable)حجم معلوؾ کرنے ے لیے متغیر  ;4مرحلہ 
     

      
/ (

     
      

ل کیجیے۔(
م
ک

 

ت

 کو 

 س کا حجم ہوگاے گرد گھمانے سے بنے ٹھو   پر خط       سے گھرے علاقہ کو      اور   √  

  ∫   .
     

      
/ (

     
      

)   

 

 

 

                                                              ∫    (√  
 

 
)   

 

 

 

                                                                ∫ . 
 

   /   

 

 

 

                                                                <
  

 

 

 
  =

 

 

 

                                                              
   

 
 

 

 

 :10.2.1.3شکل

 

       -5مثاؽ
 گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم حاصل کیجیے۔ے گرد     پر خط       سے گھرے علاقہ کو    اور 

  -حل
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 :10.2.3.6شکل

اونچائی ( بنائے۔  شکل سے قطعہ کی Line Segmentعلاقہ کھینچیں اور اس ے گرد گردشی محور ے متوازی ایک قطعہ خط ) ;2مرحلہ 

 ہے۔     ( کی موٹائی)شیل اور چوڑائی ہے، گردشی محور سے فاصلہ )شیل کا نصف قطر((    )( )شیل کی اونچائی

ل کی حدود  ;3مرحلہ 
م
ک

 

ت

 تک ہے۔    سے     

.  ےحوالہ سے حاصل ضرب   (Variable)حجم معلوؾ کرنے ے لیے متغیر  ;4مرحلہ 
     

      
/ (

     
      

ل کیجیے۔(
م
ک

 

ت

 کو 

      
 ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم ہوگا    پر خط       سے گھرے علاقہ کو    اور 

  ∫   .
     

      
/ (

     
      

)   

 

 

 

                                                              ∫    (    )  

 

 

 

                                                                ∫(    )  

 

 

 

                                                                6
  

 
 

  

 
7
 

 

 

                                                              
   

 
 

 گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم حاصل کیجیے۔ محورے گرد  سے گھرے علاقہ کو         اور   √   -6مثاؽ
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بنائے۔  شکل سے قطعہ کی  (Line Segment)علاقہ کھینچیں اور اس ے گرد گردشی محور ے متوازی ایک قطعہ خط  ;2مرحلہ  -حل

 ہے۔     ()شیل کی موٹائی اور چوڑائی  ہے، گردشی محور سے فاصلہ )شیل کا نصف قطر( (    )( )شیل کی اونچائیاونچائی 

ل کی حدود  ;3مرحلہ 
م
ک

 

ت

 تک ہے۔    سے     

.  ےحوالہ سے حاصل ضرب   (Variable)حجم معلوؾ کرنے ے لیے متغیر  ;4مرحلہ 
     

      
/ (

     
      

ل کیجیے۔(
م
ک

 

ت

 کو 

 ٹھوس کا حجم ہوگا محور گرد گھمانے سے بنے  سے گھرے علاقہ کو         اور  √  

  ∫   .
     

      
/ (

     
      

)   

 

 

 

                                                              ∫    (    )  

 

 

 

                                                                ∫(     )  

 

 

 

                                                                6    
  

 
7
 

 

 

                                                                 

 

 :10.2.1.4شکل

    پہلے ربع میں  -7مثاؽ
 نے سے بنے ٹھوس کا حجم حاصل کیجیے۔ے گرد گھما    سے گھرے علاقہ کو         اور 

)شیل اونچائی ے متوازی بنائے۔  شکل سے قطعہ کی      گردشی محور ( Across)ایک قطعہ خط کو علاقہ ے اکراس  ;2مرحلہ  -حل

 ہے۔     ()شیل کی موٹائی اور چوڑائی    ہے، گردشی محور سے فاصلہ )شیل کا نصف قطر( (    )( کی اونچائی
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ل کی حدود  ;3مرحلہ 
م
ک

 

ت

 تک ہے۔    سے     

.  ےحوالہ سے حاصل ضرب  ( Variable)حجم معلوؾ کرنے ے لیے متغیر  ;4مرحلہ 
     

      
/ (

     
      

ل کیجیے۔(
م
ک

 

ت

 کو 

    پہلے ربع میں 
 بنے ٹھوس کا حجم ہوگا ےگرد گھمانے سے    سے گھرے علاقہ کو         اور  

  ∫   .
     

      
/ (

     
      

)   

 

 

 

                                                              ∫   (   )(    )  

 

 

 

                                                                ∫(          )  

 

 

 

                                                                6   
 

 

 

 
  

 
 

  

 
7
 

 

 

                                                              
   

 
 

 

 :10.2.1.5شکل

 

    اور      محدودی محوروں ے اطراػ یا د رکھیے
سے گھرے علاقہ کو گھماکر  بنائے گئے ٹھوس ے لیے واشر اور شیل طریقہ کا  

خلاصہ ٹیبل میں دیا گیا ہے۔ اس مخصوص علاقہ ے لیے  دونوں طریقے، دونوں محوروں ے گردگردش ے لیے مناسب ہیں۔ یکن  ایسا ہمیشہ 
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ل  ر ے گرد گھمایا جائے اور واشر طریقہ کا استعماؽ کیا جائے تب ہمیں محو نہیں ہوتا۔  مثاؽ ے طور پر جب کسی علاقہ کو 
م
ک

 

ت

ے حوالہ سے 

ل کو 
م
ک

 

ی
م

ن  کرنا ہوتا ہے۔ اس ے باوجود 
 
من
 
ت

ے حوالہ سے  کی اصطلاح میں بیاؿ کرنا ممکن نہیں ہوتا ہے۔ ایسی صورت میں شیل طریقہ 

 
 م
ج
ح

ل کرنے کی اجازت دیتا ہے۔ گھماؤے ٹھوس ے 
م
ک

 

ت

سن ٹ  ے لیے واشر اور شیل طریقے ہمیشہ میل کھاتے ہیں۔
خ

 

ت

 ووں کی 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 10.3

ے لیے ہم   ےس بنتا ہے۔ ٹھوس ے حجم ے اندازکو محور ے گرد گھمانے سے ایک ٹھو ئی میں ہم نے پزھا  کہ کسی علاقےاس اکا 

  
ی لٹ
ظ

 

سن
م

ووں  ے مشابہ کر سکتے ہیں۔ علاقہ اسی وقفہ پر واقع ہے۔ نمونہ مشابہ مستطیل  اکائی چوڑا اور  اکائی اونچا علاقہ کو وقفہ  ے پارٹیشن  پر منحصر 

 آؤٹ  سے حاصل شیل ے حجم کو ہم یوں  ضابطےہے۔ جس میں مستطیل ے اساس کا وسطی نقطہ ہے۔ جیومیٹری ے 

 

سے مستطیل ے سوی  

 ;لکھ سکتے ہیں

   ∫   .
     

      
/ (

     
      

)   
 

 
 ∫     ( )  

 

 
                         …(1) 

 گردشی محور کی افقی یا عمودی حالت ے قطع نظر شیل طریقہ ے اطلاؼ ے درج ذیل مرحلے ہیں;

)شیل کی  لمبائییا اونچائی بنائے۔ قطعہ کی (Line Segment)علاقہ کھینچیں اور اس ے گرد گردشی محور ے متوازی ایک قطعہ خط  ;2مرحلہ 

 ( دکھائے۔)شیل کی موٹائی (، گردشی محور سے فاصلہ )شیل کا نصف قطر( اور چوڑائیاونچائی

ل کی حدود معلوؾ کیجیے۔ ;3مرحلہ 
م
ک

 

ت

 

.  ےحوالہ سے حاصل ضرب   یا  ( Variable)حجم معلوؾ کرنے ے لیے مناسب متغیر  ;4مرحلہ 
     

      
/ (

     
      

ل (
م
ک

 

ت

کو 

 کیجیے۔

 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 10.4

 آؤٹ  ، قطعہ خط، 

 

 استوانی خوؽ، شیل ضابطہ، ربع، مربع، ابعاد، مستطیل، مشابہ، وسطی نقطہ، سوی  

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 10.5

  (Objective Answer Type Questions)ت ے حامل سوالاتمعروضی جوابا10.5.1

 ;محور ے گرد گھماؤ سے بنے ٹھوس ے حجم ے لیے شیل ضابطہ ہے  20

a) ∫     ( )  
 

 
 

b) ∫     ( )  
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c) ∫  , ( )-   
 

 
 

d) ∫  , ( )-   
 

 
 

 ;ے درمیانی علاقہ کو گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم  ہے-   ,  اور ( )   محور ے گرد تفاعل   30

a) ∫     ( )  
 

 
 

b) ∫     ( )  
 

 
 

c) ∫  , ( )-   
 

 
 

d) ∫  , ( )-   
 

 
 

    اور      40
 ;محور ے گرد گھمایا جاتا ہے۔ شیل کا نصف قطر ہوگا  کو  

a)   

b)     

c)   

d)   

 ہے.…………………ے درمیانی علاقہ کو گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم  -   ,  اور ( )   د تفاعل محور ے گر   50

 ہے..………………ے درمیانی علاقہ کو گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم  -   ,  اور ( )   محور ے گرد تفاعل    60

∫قہ کو گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم  ے درمیانی علا-   ,  اور ( )   محور ے گرد تفاعل    70     ( )  
 

 
 ہے

           (T/F) 

∫ے درمیانی علاقہ کو گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم  -   ,  اور ( )   محور ے گرد تفاعل    80     ( )  
 

 
 ہے

           (T/F) 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات ے حامل سوالات10.5.2

 -استوانی شیل ے طریقہ کی وضاحت کیجیے 20

پر گھمانے سے بنے ٹھوس ے حجم   ے لیے شیل کا -   ,  ے درمیانی علاقہ کو ( )   محور اورتفاعل   محور ے گرد اور   30

 ضابطہ اذ  کیجیے۔

پر گھمانے سے بنے ٹھوس ے حجم   ے لیے شیل -   ,   ے درمیانی علاقہ کو( )   محور اورتفاعل   محور ے گرد اور   40

 کا ضابطہ اذ  کیجیے۔

 شیل اور واشر ے  طریقوں میں تفریق کیجیے۔ 50

60    
 

 
 محور ے گرد گھمایا جاتا ہے۔ اس طرح  بنے ٹھوس کا حجم معلوؾ کیجیے۔  سے گھرے علاقہ کو     اور      

 (Long Answer Type Questions)الاتطویل جوابات ے حامل سو10.5.3

      پہلے ربع میں خط منحنی  20
 ۔محور ے گرد    (aمحور سے گھرے علاقہ کو )  اور  



170 

 

 (b)   ے گرد گھمایا جاتا ہے۔ اس طرح  بنے ٹھوس کا حجم معلوؾ کیجیے۔ ڈسک یا واشر طریقوں میں سے جو مناسب      خط

 ہو استعماؽ کیجیے۔

          میں خط منحنی پہلے ربع  30
    ( خط c) محور   (bمحور )   (aسے گھرے علاقہ کو )     اور  

(d) ے گرد گھمایا جاتا ہے۔ اس طرح  بنے ٹھوس کا حجم معلوؾ کیجیے۔   خط 

  پہلے ربع میں اوپر سے خط منحنی  40
 

 
 

 ⁄
  سے خط  بائیں

 

  
محور ے گرد گھمایا    گھرے علاقہ کو سے   اور نیچے سے  خط   

 جاتا ہے۔ اس طرح  بنے ٹھوس کا حجم معلوؾ کیجیے۔

 

 (Suggested Books for Further Readings)مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں 10.6

1. Calculus, M. J. Strauss, G. L. Bradley, Upper Saddle River, NJ: Prentice Hall (3

rd

 

Edition) 

2. Calculus: Robert T. Smith, R. B. Muiton, McGraw Hill Education India Pvt Ltd. New 

Delhi. 
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 (Introduction)تمہید  11.0

ی احصا کی تبدیلی کی شرح سے متعلق معلومات پر مبنی مثلوں سے بحث کرتا ہے۔ کسی سطح پر واقع کسی منحنی کی لمبائی کی پیمائش کرنا 

مل
ک

 

ت

 

 ری کو قوسی لمبائی کہتے ہیں۔آساؿ ہوتا ہے۔ کسی منحنی ے کسی حصہ ے دو نقاط کی درمیانی دو ریعےذاس ے

 

 (Objectives)مقاصد 11.1

ی ںاس اکائی ے مکمل ہونے پر آپ اس قابل ہو  

 

ت
 ووں ے قوسوں کی لمبائی کو حاصل کر سکیں۔جا

ٹ

 

حن

 

من

ے کہ 
گ

 

 

 (Basic Information of Arc Length)قوسی لمبائی کا بنیادی تعارػ 11.2

 ۔کی بنیادی معلومات حاصل کریں گے  اسکو سمجھنے سے پہلے ضابطےاب ہم قوسی لمبائی ے 

 (Parametric Equations)پیرامٹرک مساوات 11.2.1

سے نہیں کر  ضابطے( کا راستہ ایک دائرہ ہو تو ہم اس کی وضاحت کارتیسی Particle) ہکسی سطح  میں حرکت کرنے والے ذر جب 

س کو ذرے ح  میں ظار کرتا ہے۔ اس ے بجائے ہم کی اصطلا کو راست    کی اصطلاح میں اور کو راست  سکتے کہ یہ 

 

ی ن

 

ت ن

کی ر کوآرڈ

سے بیاؿ کرتے ہیں۔ حرکت ے مطالعہ ( )    ( )   کو مساوات کی جوڑی  راستے ے تفاعل سے ظار کرتے ہیں۔ اور   وقت 

 ے مقاؾ کا پتہ دیتی ہیں۔ذرے ےلیے  وقت  ے لائق ہوتی ہیں ، کیوں کہ وہ ہمیں کسی بھی ضابطےےلیے اس طرح کی مساوات کارتیسی 

 

 :11.2.1.1شکل

ہوں تب اؿ مساواتوں  گئےقدروں ے وقفہ پر  دیے  ے طور ( )    ( )   مسلسل تفاعل  اور  اگر پیرامٹرک مساوات; 
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(   )سے معین کیا گیا نقاط کا سٹ  ایک خط منحنی ہے۔ یہ مساوات اس خط  میں(Coordinate Plane)محدودی سطح (( )  ( ) ) 

ی ہ( ہے۔ اس کا ڈومین  منحنی ےلیے پیرامٹرک مساوات کہلاتی ہیں۔ متغیر 
پیرامیٹر  وقفہ کہلاتا ہے۔  ( Domain)خط منحنی کا  پیرامیٹر )تبدت ل

خط منحنی کا (( )  ( ) )ہے ۔ نقطہ  (Initial Point)خط منحنی کا ابتدائ نقطہ(( )  ( ) )ہو تونقطہ      بند  وقفہ   اگر  

 ہے۔(Terminating Point)آخری نقطہ 

 

کسی سطح میں جب ہم پیرامٹرک مساوات اور ایک پیرامٹرک وقفہ کو ایک  :(Parameterization of the Curve)خط منحنی کو پیرامٹرک کرنا

اس خط منحنی ے ( Interval)امٹرک ہو چکا ہے۔ یہ مساوات اوروقفہخط منحنی ےلیے مختص کرتے ہیں تو ہم کہتے ہیں کہ وہ خط منحنی پیر

 پیرامٹرائزشن، ے برابر ہے۔

کو یا پھر )جیسا کہ نیچے دی گئی  (Angle)وقت کو ظار کرتا ہے۔ یکن   بعض اوقات یہ بجائے اس کہ ایک ذاویہ نوٹ; بہت سے اطلاقات میں  

 اہ طے کردہ فاصلہ کو بھی ظار کر سکتا ہے۔ے ہمرراستے ے ذرے مثالوں سے واضح ہے( ایک 

،       اور پیرامیٹرک وقفہ                میں اضافہ ہوتا ہے، مساوات جیسا        دائرہ  -2مثاؽ

حرکت کرتا  (Counterclockwise)ے گرد مخالف ساعتوار        کی وضاحت کرتے ہیں جو دائرہ (   ) ے مقاؾ ذرے 

 پر رہتا ہے کیونکہدائرے کی ر قدر ےلیے نقطہ  ہے۔  ہم جانتے ہیں کہ 

                    

تک   سے  میں  پر کتنا چلا یا گزرا اسے معلوؾ کرنے ےلیےہم دائرے نے حقیقت میں  کتنا دائرہ طے کیا؟ نقطہ (   ) ہے ۔ یکن   نقطہ 

محور  مثبت OPکی پیمائش میں ہے جو نصف قطر   (Radian)زاویعہ کی ریڈین  کرتے ہیں۔ پیرامیٹر  (Track)کت کو ٹریکاضافہ ےلیے حر

ے  سے شروع کرتے ہوئے اوپر سرکتا ہےاور (   )ے ساتھ بناتا ہے۔ ذرہ اپنی حرکت 
 

 
جانب جاتا ہے۔ اور  ئیںباے قریب ہونے پر 

نے ٹھیک ایک ذرے ہوتا ہے رک جاتا ہے۔ اس طرح     پر جب (   )ری رکھتے ہوئے دوبارہ ے گرد اپنی حرکت جادائرے پھر 

 مرتبہ دائرہ طے کیا۔
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    اور پیرامٹرک وقفہ,             تک اضافہ ہوتا ہے مساوات، سے   میں جیسا  )نصف دائرہ(  3-مثاؽ

 حرکت کرتا ہے۔( Clockwise) ے گرد وساعتوار        جو دائرہ کی وضاحت کرتے ہیں(   ) ے مقاؾ  ےذر  

س )محدد( دائرے  کی تماؾ قدروں ےلیے نقطہ   ہم جانتے ہیں کہ 

 

ی ن

 

ت ن

کی مساوات کو دائرے پر رہتا ہےکیونکہ اس ے کوآرڈ

ےلیے ہم حرکت کو  تک سے    کو طے کیا ؟ اسے معلوؾ کرنے ےلیے  حصےے کتنے ےنے دائر ے۔ یکن  ذرمطمئن کرتے ہیں
ک
 
ہ
ف

میں اضا

منفی  اضافہ ہوتا ہے،  سے اپنی حرکت شروع کرتا ہے۔یکن  اب جیسا کہ   (   )ٹریس کرتے ہیں۔ جیسا کہ اوپر دی گئی مثاؽ میں ہے ، ذرہ 

  بنتا ہے؛ اور 
 

 
کا صرػ نچلا دائرے ہو جاتا ہے۔ اور  وبارہ ے قریب ہوتا ہے، بڑھ کر د جیسے ہی  ہو جاتا ہے۔ اور پھر   پر  گھٹ کر  

 پر حرکت رک جاتی ہے۔   کر ے (Covered)حصہ ڈھک 

 

سے دیا گیا           √  مساوات اور پیرامیٹر وقفہ (   ) کا مقاؾ ذرے سطح میں متحرک   )نصف پیرابولا(; 4-مثاؽ

  اور حرکت کی وضاحت کیجیے۔کی شناخت کیجیےراستے گئےٹریس کیے ے ذریعے ےرذہے۔ 

گے۔ حسن اتفاؼ سے ہمیں یں کی  شناخت کی کوش کر ے راستے ےکا اخراج کرے ذر سے     اور   √  ہم مساوات  -حل

( √)    ے بیچ قابل شناخت الجبرائ تعلق دکھائ دیتا ہے۔ اس لیے  اور  
 

   
پوزشن،  کیرہےذاس کا مطلب ہے کہ  

    د مساوات محد
ے ہمراہ حرکت کرتا ہے۔ نتیجہ اذ  کرنے ےلیےیہ کہنا غلط ہوگا  کو اس طرح مطمئن کرتے ہیں کہ ذرہ پیرابولا  

    کا راستہ ایک مکمل پیرابولا ذرے کہ 
محدد منفی بالکل  نہیں ہے۔ ذرہ  کا ذرے ہے، بلکہ یہ ایک بالکلیہ طور پر نصف پیرابولا ہے۔ 

 کی قدر میں اضافہ ےساتھ پہلے ربع میں بلند ہوتا ہے۔  سے حرکت شروع کرتا ہے۔ اور /  ، .پر     



175 

 

 

        مساواتوں اور پیرامٹرک وقفہ(   ) کا مقاؾ ذرے سطح  میں متحرک   )ایک مکمل پیرابولا(;  5-مثاؽ
اور

 کی شناخت کیجیے اور حرکت کی وضاحت کیجیے۔ستے راگئے ے ذریعے ٹریس کیےذرے سے دیا گیا ہے۔        

    ، اور    ہم مساواتوں  -حل
کو    ( )     کی شناخت  راستے ے ذرے کا اخراج کرے  ے درمیاؿ سے 

    پوزشن، محدد مساوات  کی ےحاصل کرے کرتے ہیں۔ذر
اہ حرکت کرتا کو اس طرح مطمئن کرتے ہیں کہ وہ اس خط منحنی ے ہمر

میں اضافہ ہوتا ہے ویسے ذرہ بائیں جانب سے  تک جیسے ∞سے    ( ے برخلاػ ذرہ مکمل پیرابولا طے کرتا ہے۔ جس طرح 4ہے۔ مثاؽ )

 سے گزرتے ہوئے دائیں جانب اوپر حرکت کرنے لگتا ہے۔   (Origin)نیچے آنا شروع کرتا ہے۔ پھر مبدا 
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 ( )   اور    پیرامٹرائزشن، ( )   بھی خط منحنی کوئی (ہوتی ہے کہ Illustrate( سے صراحت )5جس طرح مثاؽ) 

 رکھتی ہے۔ یہ اتنا آساؿ ہے کہ اس کا استعماؽ ہم عاؾ طور پر نہیں کرتے یکن  کبھی کبھی اس طرح  کا نقطہ نظر سودمند بھی ہوتا ہے۔

اس طرح دی گئی (   ) وقت پر  پوزشن،    کی وضاحت کیجیے سکیکی حرکتذرے ایک  :( کا پیرامٹرائزشن،(Ellipseبیضوی  6-مثاؽ

        ،        ،       ہے ; 

     ے محددوں ےلیے کارتیسی مساوات ، مساواتوں  ذرے ر    -حل
 

 
 ،     

 

 
کا اخراج کرے معلوؾ  ے درمیاؿ سے 

نتیجہ اس طرح حاصل ہوتا ہے۔مذکورہ سے              صوؽ کرتے ہیں۔ اسے ا

  

   
  

.یا     
 

 
/

 

 .
 

 
/

 

   

مساوات  (   )ذرہ محدد 

  

   
  

ے محدد ذرے  پر   کو مطمئن کرتے ہیں اس لیے ذرہ بیضوی ے ہمراہ حرکت کرتا ہے۔      

      ( )    ،      ( ) وقت میں ر اضافہ ے ساتھ  شروع ہوتی ہے۔ اور ذرہ (   )ہیں اس لیے حرکت   

پر      بلند ہوکر بائیں جانب سرکتے ہوئے مخالف ساعتوار حرکت کرتا ہے۔ اس طرح وہ بیضوی کو ایک مرطبہ طے کرتے ہوئے وقت 

 حاصل کر لیتا ہے۔ (   )زشن، واپس ابتدائ پو
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،       لے کر حاصل مساواتیں  اور پیرامٹرک وقفہ  ،    ( میں 6کا پیرامٹرائزشن،(; مثاؽ )دائرے ) 7-مثاؽ

        دائرہ        ،        
 کی وضاحت کرتے ہیں۔

پر پوزشن،  کی حرکت کی وضاحت کیجیے جس کی وقت ذرے پیرامٹرائزشن،(; ایک )ہائپربولا ے سیدھے ہاتھ کی برانچ کا  8-مثاؽ

 یہ ہے; (   ) 
 

 
   

 

 
 ،        ،       

کا اخراج کرے معلوؾ کرتے  سے       ،        ے محددوں ےلیے ایک کارتیسی مساوات مساواتوں  ہم  -حل

 نتیجہ اس طرح حاصل ہوتا ہے مذکورہ سے              صوؽ ہیں۔ ا

        

کو مطمئن کرتے ہیں، اس لیے ہائپربولا ے کسی حصہ پر حرکت واقع ہوتی ہے۔        مساوات  (   )ے محدد ذرے چونکہ 

 کا وقفہ  چونکہ وقت 
 

 
سے 

 

 
ے درمیاؿ ∞سے   مساوات حدود        ر ہے ہے۔ اور  مثبت      تک ہے، مساوات  

ےلیے وہ برانچ ے نچلے نصف ے ہمراہ    کرتا ہے۔ (Traverse)ہائپربولا کی سیدھے ہاتھ کی برانچ  ٹراورس  ر ہے ہے۔ اس لیے نقطہ 

جب  پر پہنچتا ہے اور (   )پر پوزشن،    آتا ہے، 

 

 
 حرکت کرتے ہوئے پہلے ربع میں آجاتا ہے۔  کی طرػ بڑھتا ہے وہ

سے ٹریس کیے  ہے ایک افقی خط مستقیم ے ہمراہ گھومتا ہے۔ پہیہ ے محیط پر نقطہ   ایک پہیہ جس کا نصف قطر  (Cycloid)مستدیر 9-مثاؽ

 ے۔ یہ راستہ مستدیر کہلاتا ہے۔ گئے
ٹ
 
 خ
مکن

 راستے ےلیے پیرامٹرک مساواتیں معلو

کو مبدا پر رکھ کر پہیہ کو دائیں جانب گھمانا شروع کریں۔ پہیہ  کا نشاؿ لگائیں ۔نقطہ   گے ۔ پہیہ پر نقطہ  محور  لیں  خط کوبطور  ہم -حل 

ی ہ( استعماؽ کر جس ذاویعہ 
کی پیمائش  ریڈین میں ہے۔ شکل میں  پہیہ کی اس حالت  گے۔ یہاں یں سے پھرتا ہے اسے ہم بطور پیرامیٹر  )تبدت ل

 ے محدد یہ ہیں; پر  ہے۔ اور (    )مقاؾ  دور ہے۔ پہیہ کا مرکز  اکائی   ہے جس میں اس کا قاعدہ مبدا سے  کو دکھاتا

 کی اصطلاح میں ظار کرنے ےلیے ہم مشاہدہ کرتے ہیں کہ کو  ،                     

    
  

 
  یا پھر 

  

 
.     اس سے  

  

 
  /             .

  

 
  / حاصل ہوتا  ،       

 ہے۔  لہازا ہمیں  درکار مساواتیں یہ ہیں;

      (     )      (     ) 

                                                                               

 پر اجزا ضربی کرنے 

   (      )    (      ) 

کل ئڈ کی پہلی کماؿ 

 

ن
 اور اس ے بعد ے  کچھ حصہ کو دکھاتی ہے۔  (Arch)شکل اس سا

ے محیط   ہدائرے اندر سے مس ہوتے ہوئے دوسرا دائرہ گردش کرتا ہے تو اس دوسرے   ہدائرجب کسی متعین  :(Hypocycloids)تدویر 

         بناتا ہے۔ فرض کرو کہ تدویر  نقطہ کوئی پر 
ہے۔ مزید فرض کرو   کا نصف قطر   دائرہمتعین دائرہ ہے اور پھر نے والے  

 ہے۔ (   ) کا ابتدائ مقاؾ   کہ ٹریسنگ نقطہ 
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   (Parameterization of a Curve)کسی منحنی کو پیرامٹرک کرنا11.2.2

 گے۔ خطوط منحنی سے مربوط لمبائیاں اور گھماؤ ے سطحی رقبہ معلوؾ کریں(Parameterized)اس  حصہ میں ہم پیرامٹرائزڈ 

 

 (Arc Length)قوسی لمبائی11.2.3

 (Straight-Line Segment)کی لمبائی کو معلوؾ کرنے ےلیے ہم اسے چھوٹے چھوٹے مستقیم قطعہ خط راستے کسی سطح میں کسی منحنی 

وولس میں ہم مستقیم قطعہ خط کو چھوٹے سے چھوٹا کرے میں تقسیم کرتے ہیں ۔ اس طرح کی پیما
ی لک
ک

ئش میں صحت کی ایک حد ہوتی ہے۔ یکن  

س ے سیٹ کا پالیگونل 

 

ن

 

 ی
من
ی گ
ض

راستہ لیتے ہیں جو قوس یا خط منحنی میں اور اچھی طرح سے فٹ ہوتا ہے۔ اس طرح ایک ہموار (Polygonal)اؿ 

ل ہم معلوؾ کر سکتے خط منحنی حاصل ہوتی ہے۔ جب ہم اس طرح عمل کر
م
ک

 

ت

تے ہیں تو پالیگونل راستوں کی لمبائیاں ایک حد کو پہنچ تی ہیں جس کا 

 ہیں۔

ہموار خط منحنی  (Graph);ایک تفاعل جو مسلسل ہےپہلے تفرؼ میں ہے  وہ ہموار کہلاتا  ہے اور اس کی ترسیم  (Smooth Curve)ہموار منحنی

 کہلاتی ہے۔

 (Arc Length Differential) تعریف; قوسی لمبائی مشتق

   √       
 

 کا مشتق ضابطہ  (Arc Length) اور قوس کی لمبائی 

  ∫    

ایک مرطبہ طے کی جاتی ہے، تو  خط منحنی        ( )    ،( )   تک  اضافہ پر اگر ہموار خط منحنی  سے  میں  تعریف; 

 کی لمبائی یہ ہے

  ∫ √(
  

  
)

 

 (
  

  
)

 
 

 

   

 

 (length of Curve)بنیادی ضابطہ; خط منحنی کی لمبائی 

پر ہموار ہو تو اس خط -   ,وقفہ  کی لمبائی معلوؾ کرنا چاہتے ہیں۔ اگر ( )   تک خط منحنی    سے    فرض کرو کہ ہم 

  سکتی ہے۔ منحنی کی لمبائی کی تعریف ذیل ے مطابق کی جا
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 :11.3.6شکل

 تک لمبائی یہ ہے سے   کی ( )   پر ہموار  ہو تو خط منحنی -   ,وقفہ   اگر  تعریف;

   ∫ √  .
  

  
/

 

  
 

 
 ∫ √  (  ( ))

 
  

 

 
                                ….(1) 

 ضابطےلمبائی ےلیے کی( )   ،      ہموار خط منحنی 

   ∫ √  .
  

  
/

 

  
 

 
 ∫ √  (  ( ))

 
  

 

 
                                ….(2) 

 مختصر تفرقی ضابطہ; مساواتوں 

  ∫ √  (
  

  
)

 

  

 

 

 

∫        اور √  .
  

  
/

 

  
 

 
   

ل  سے حاصل ہوتا ہے;کو اگر ڈیریویٹو
م
ک

 

ت

س )تفرقوں( کی شکل میں کھا  جائے تو ہمیں پہلے 

ی ل

 

ش

 

ت ن

ووں( ے بجائے ڈفر
و

 

ن

 

س
م

 س )
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√  (
  

  
)

 

   √  
   

   
   

                                                                                         √    
   

   
    √       

 

ل سے ہمیں حاصل ہوتا ہے
م
ک

 

ت

 دوسرے 

√  (
  

  
)

 

   √  
   

   
   

                                                                                         √    
   

   
   

 

                                                                                         √        √       
 

ووں سے تخفیف شدہ ایک ہی تفرقی ضابطہ حاصل ہوتا ہے;3( اور )2اس طرح مساواتوں )
مل
ک

 

ت

 ( ے 

   ∫ √        

 
                                            …(3) 

ل کی 4کو مشترک متغیر  کی صورت میں ظار کرنا چاہیے اور مساوات )   اور    بیشک یہاں 
م
ک

 

ت

ل معلوؾ کرنے سے پہلے
م
ک

 

ت

( کا 

س معلوؾ کرنا چاہیے۔

 

من
ل

 مناسب 

کسی چھوٹے سے مثلث ے دو بازو ہیں جس کا وطر   اور    و  کہ ( کو اور مختصر ترین صورت میں کھا  جا سکتا ہے۔ فرض کر5مساوات )

(Hypotenuse)   √       
س    ہے ، تب مشتق 

 

من
ل

کو قوس کی لمبائی ے مشتق ے طور پر دیکھا جا سکتا ہے۔ جس کا مناسب 

ل سے خط منحنی کی لمبائی حاصل ہوتی ہے۔ مساوات )
م
ک

 

ت

 4ے درمیاؿ 
م
ک

 

ت

       √ل میں ( ے 
ل ہو جاتا ہے۔  ے بدلے 

م
ک

 

ت

 کا 

  خط منحنی  2-مثاؽ
 √ 

 
 

 

 کی لمبائی معلوؾ کیجیے۔         

 ہے، اب     اور     یہاں   -حل

  
 √ 

 
 

 

    

                                                                   
  

  
 

 √ 

 
 

 

 
  

 

  

                                                                                √  
 

  

                                                             (
  

  
)

 

 . √  
 

 /
 

    

 کی لمبائی ہوگیلیے دی گئی منحنی  اس

  ∫ √  (
  

  
)
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                                                                        ∫ √      

 

 

 

                                                                        [
 

 
 

 

 
(    )

 
 ⁄ ]

 

 

 

                                                                        
  

 
 

)اگرنوٹ; 

  

  
میں تسلسل نہ ہو ( خط منحنی ے کسی نقطہ پر جہاں  

  

  
کا وجود ناکاؾ ہو جائے تو وہاں 

  

  
ممکن ہو سکتا ہےاور ہم ذیل کی طرح خط  

 ( کی مانند معلوؾ کر سکتے ہیں۔2 ظار کرے  مساوات )میں کو   منحنی کی لمبائی 

.  خط منحنی  3-مثاؽ
 

 
/

 

 
 کی لمبائی معلوؾ کیجیے۔      

 ہے، اب     اور     یہاں   -حل

  .
 

 
/

 

 
 

                                                                         
  

  
 

 

 
   

 

  
 

 
 

                                                                                     
 

 
(
 

 
)

 

 

 

کی جا  ( کا استعماؽ کرے خط منحنی کی لمبائی معلوؾ نہیں2کی توضیح نہیں کی جا سکتی ہے ، اس لیے  مساوات ) (Derivative)پر مشتق    یہاں  

 میں ظار کرے دی گئی خط منحنی کو لکھیں گے کو   سکتی۔ لہازا ہم 

  .
 

 
/

 

 
 

                                                                                
 

 ⁄
 

    وات تک مسا    سے    ہم دیکھتے ہیں کہ جس خط منحنی کی لمبائی ہمیں چاہیے وہ بھی 
 

 ⁄
 کا گراػ ہے۔

 اب مشتق 

  

  
   

 

 
 

 
 ⁄    

 
 ⁄

 

 ( کا استعماؽ کر سکتے ہیں۔اب3پر مسلسل ہے ۔ اس لیے خط منحنی لمبائی معلوؾ کرنے ےلیے اب ہم مساوات ) -   ,وقفہ 

(
  

  
)

 

 .  
 

 ⁄ /
 

    

 ئی ہوگی دی گئی منحنی کی لمبالیے اس

  ∫ √  (
  

  
)

 

  

 

 

 

                                                                        ∫ √      
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        ،  لہازا       فرض کرو کہ 

 اس لیے

  ∫
 

 
√   

 

 

 

                                                                              [
 

 
 

 

 
(    )

 
 ⁄ ]

 

 

 

                                                                              
 

  
(  √    )       

 

 (Arc Length of Parametric Equation)پیرامٹرک منحنی کی قوسی لمبائی    11.2.4

ل  
م
ک

 

ت

  ∫ ل        ( )    ،( )   کو دوبارہ لکھ کر ہم ہموار خط منحنی     
م
ک

 

ت

کی لمبائی ےلیے درج ذیل طریقہ سے 

 معلوؾ کرتے ہیں

  ∫   

   

   

 

                                                                                  ∫ √       

 

 

 

                                                                                  ∫ √
(  ) 

(  ) 
 

(  ) 

(  ) 
(  ) 

 

 

 

                                                                            ∫ √(
  

  
)

 

 (
  

  
)

 
 

 

   

ل
م
ک

 

ی
م

 (Integrand) تک حرکت کرتا ہے نقطہ  سے   جیسا  ے تسلسل ے علاوہ جو ضرورت ہے وہ یہ ہے کہ (   )   ( ( )  ( )) 

 خط منحنی ے کسی حصہ کو ایک مرتبہ سے زیادہ ٹریس نہیں کرتا۔

س ہیں۔  (2)اوپر کی مساوات  ضابطےمیں لمبائی ے  11.2.3حصہ 

 ش
کن

 ے خاص 

ہوں اور اؿ میں سے  (Parameterizations)جس خط منحنی کی لمبائی ہم معلوؾ کرنا چاہتے ہیں ، اگر اس ے دو مختلف پیرامٹرائزشن، 

وولس میں اس کا جواب نہیں ہے۔ جہاں تک ہم جس بھی پیرامٹرائزشن، 
ی لک
ک

کو منتخب کسی ایک کا استعماؽ کریں تو کیا معاملہ رہےگا؟ ایڈوانسڈ 

 ( کی شرائط پوری کرتی ہے۔2کرتے ہیں وہ مساوات )

 کی لمبائی معلوؾ کیجیے۔                       (        )ایسٹرائڈ  1-مثاؽ

موجود اس ے  کی وجہ سے اس کی لمبائی پہلے ربع میں( Symmetry) محدودی محوروں ے نظاؾ کی نسبت سے خط منحنی ے تشاکل -حل

 ےلیے               حصہ کی لمبائی کا چار گنا ہوتی ہے۔ اس لیے دی گئی مساوات   
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        (     ) 

 اور

  

  
        (    ) 

 اب

√(
  

  
)

 

 (
  

  
)

 

 √(           )  (           ) 
 

                                                                   √            (           ) 

                                                                   √             

                                                                    |        | 

 ، اس لیے           میں-    ,کیونکہ وقفہ 

                                 √(
  

  
)

 

 (
  

  
)

 

           

 لہازا پہلے ربع میں ایسٹرائڈ کی لمبائی 

  ∫ √(
  

  
)

 

 (
  

  
)

 
 

 

   

                                                                   ∫          

 

 

 

   

                                                                   
 

 
∫      

 

 

 

   

                                                                   [ 
 

 
     ]

 

 

 

 

                                                                   
 

 
 

 چونکہ ایسٹرائڈ کی کل لمبائی پہلے ربع کی لمبائی کا چار گنا ہوتی ہے اس لیے

ایسٹرائڈ کی لمبائی    
 

 
   

 

 (Learning Outcomes) نتائجاکتسابی 11.3

 ووں ے قوسوں کی لمبائی کو حاصل کرنا سیکھا۔
ٹ

 

حن

 

من

 اس اکائی ے مکمل ہونے پر ہمنے 
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 (Key Words)کلیدی الفاظ 11.4

ی ہ، ستارہ انما(ایسٹرائڈ،  ہموار خط منحنی  ، پیرامٹرک مساوات ، پیرامٹرک وقفہ،  ذرہ، محدد،  مستدیر، مکافی، 
 م
ج

 

ت

تدویر، استداری  قوسی لمبائی،  )

 خط)بالوشاہی کی طرح(، بیضوی

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 11.5

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات ے حامل سوالات11.5.1

 کی قوسی لمبائی ( )   ے درمیاؿ واقع خط منحنی     نیز     اور     دو نقاط  20

a) ∫    
 

 
    (b  ∫     

 

 
  

(c ∫ √  .
  

  
/

 

  
 

 
  d) ∫ √  .

  

  
/

 

  
 

 
 

  اور     دو نقاط  30
 

 
 کی قوسی لمبائی          ے درمیاؿ واقع خط منحنی     نیز  

a)          (b       

(c 

 

 
         d) نہیںکوئی ؿ میں سے ا 

 کی جملہ لمبائی  ہے                    (Asteroid)ایسٹرائڈ  40

a)        (b    

(c        d)    

 ۔ہے کی  قوسی لمبائی      ( )    ،( )   ہموار خط منحنی   50

a) ∫ √.
  

  
/

 

 .
  

  
/

  

 
     (b ∫ √.

  

  
/

 

 .
  

  
/

  

 
    

(c ∫ √  .
  

  
/

 

  
 

 
   d) ∫ √  .

  

  
/

 

  
 

 
 

 کی لمبائی ےلیےضابطہ ہے( )   ،      ہموار خط منحنی  60

a) ∫    
 

 
     (b  ∫     

 

 
  

(c ∫ √  .
  

  
/

 

  
 

 
   d) ∫ √  .

  

  
/

 

  
 

 
 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات ے حامل سوالات11.5.2

 سطح میں پیرامٹرائزڈ منحنی سے کیا مراد ہے؟ 20

 پیرامٹرک مساواتوں کی وضاحت کیجیے۔ 30
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 ایسٹرائڈ  40
 

 ⁄   
 

 ⁄   
 

 ⁄
 کی مکمل لمبائی معلوؾ کیجیے۔ 

       امٹرائزڈ خطوط منحنیپیر 50
  

 
پر   √  سے شروع ہوکر  √   جب کہ حلقہ  کریںکی لمبائی معلوؾ    

 ختم ہوتا ہے۔

      جب کہ   کریںکی لمبائی معلوؾ                 خطوط منحنی 60

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات ے حامل سوالات11.5.3

ی .1

 

خن

 

من
ط

       خطو
   

 
  معلوؾ  

 

  √    خ ٹ  کہ کرت ںکی لمبائ

  خطوط منحنی .2
  

 
   

(    )   

 
  معلوؾ  

 

      خ ٹ  کہ کرت ںکی لمبائ

  معلوؾ                              خطوط منحنی 40

 

    جب کہ   کریںکی لمبائ
 

 
 

(         )    خطوط منحنی 50     جب کہ   کریںکی لمبائی معلوؾ              
 

 
 

 

 (Suggested Books for Further Readings)مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں 11.6

1. Calculus, H. Anton, I. Bivens, S. Davis, John Wiley & Sons, Inc. (10

th

 Edition) 

2. Calculus, M. D. Raisinghania, S. Chand Publiations, New Delhi 
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 ۔ گردشی سطح کا رقبہ23اکائی 

(Area of Surface of Revolution) 

 اکائی ے اجزا

 تمہید   12.0

 مقاصد   12.1

 گردشی سطح کا رقبہ   12.2

 اکتسابی نتائج   12.3

 کلیدی الفاظ   12.4

  سوالاتنمونہ امتحانی   12.5

  معروضی جوابات ے حامل سوالات 12.5.1 

 مختصر جوابات ے حامل سوالات 12.5.2 

 طویل جوابات ے حامل سوالات 12.5.3 

 مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں   12.6
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 (Introduction)تمہید 12.0

گھمایا جاتا ہے، تو اس گردش کی وجہ سے ایک ٹھوس وجود  کو اس میں موجود کسی محور ے گرد  (Plane Surface)اگر کسی مستوی سطح  

وجود پاتی ہے۔ مثاؽ ے طور پرکسی (Surface)کی سطح  (Solid)میں آتا ہے اور اس مستوی ے کنارے ے گھومنے سے ٹھوس

وجود پاتا ہے،  ایک ( Right Circular Cylinder)ے گرد گھمانے سےقائم دائری  استوانہ   (Side)کو اس کی کسی ضلع   (Rectangle)مستطیل

2:کو (Right Angled Triangle)قائم ذاوی مثلث

2

 Right Circular)ذاویہ سے منسلک کسی ضلع ے گرد گھمانے سے قائم دائری مخروط

Cone ) دائرہبنتا ہے اور ایک نصف (Semi Circle)کو اس ے قطر(Diameter )ے گرد  گھمانے سے ایک کرہ وجود پاتا ہے۔ 

 

 (Objectives)مقاصد 12.1

کو اس میں موجود کسی محور ے گرد گھمانے سے   (Plane Surface)اس اکائی ے مکمل ہونے پر آپ اس قابل ہو جائیں گے کہ کسی مستوی سطح  

 بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل کر سکیں۔

 

 (Area of Surface of Revolution)گردشی سطح کا رقبہ 12.2

ہے اور اس ے بہت نزدیک ایک دوسرا نقطہ  (   ) نقطہ کوئی کی مساوات ہے اور اس پر AB  منحنیکسی ( )   ماؿ لو کہ  

 اس سطح  δاور   لمبائیکی PQقوس  δماؿ لو  –ہے (         ) 

 

 12.2.1شکل 
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 محور ے گرد گھمانے سے بنتا ہے،  تب 𝓍کو  PQکا رقبہ ہے جو قوس 

   𝛿  𝛿    (  𝛿 )𝛿  

 سے تقسیم دینے پر   

    
𝛿 

𝛿 
   (  𝛿 ) 

 ، اس لیے    ، تب       جب

  

  
     

 اس لیے

∫      

 

 

 ∫
  

  
  

 

 

 

                                                                                         , - 
 

 

                                                                                          (   )   (   ) 

                                                                                          (   )    

                                                                                          (   ) 

محور ے گرد گھمانے سے بنتا ہے۔  اب ہم کچھ مثالوں ے ضریعہ گردشی سطح ے رقبہ کو حاصل کرنا  𝓍کو ABجو کہ اس سطح کا رقبہ ہے جو قوس  

 سیکھیں گے۔

 ہے۔ جسکا نصف قطر  کریںاس  نصف کرہ کا سطحی رقبہ حاصل  ۔2مثاؽ

 ذیل ہوتا ہے پر ہودرجہ (Origin)مبدا (Centre)کا مرکز ہے اور  جس کی مساوات جسکا نصف قطر  (Circle) دائرہاس  حل۔

        
 

محور ے گرد  گھمانے سے ایک کرہ وجود پاتا ہے، اور اس نصف کرہ کا سطحی رقبہ ، کرہ  کو  (Semi Circle)ہم جانتے ہیں کہ ایک نصف دائرہ 

 سطحی رقبہ کا آدھا ہوتا  ہے۔ے 

 

 اب ہم سب سے پہلے کرہ کا سطحی رقبہ حاصل کریں گے

  ∫      

 

  

 

 شکل 12.2.2
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                                                                                 ∫    
  

  
  

 

  

 

                                                                                   ∫  √  (
  

  
)

 

  

 

  

 

                                                                                   ∫  √  (
 

 
)

 

  

 

  

 

                                                                                   ∫ √       

 

  

 

                                                                                   ∫    

 

  

 

                                                                                    , -  
 

 

                                                                                     
 

 اس لیے 

نصف کرہ کا سطحی رقبہ 

 

 
/کرہ کا سطحی رقبہ.   

    اس سے ہم کہہ سکتے ہیں  کہ نصف کرہ کا سطحی رقبہ 
 ہوگا۔ 

    √  قوس   ۔3مثاؽ
 ۔کریںنے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل محور ے گرد گھما کو        ،

 ذیل ہوتا ہے پر ہودرجہ (Origin)مبدا (Centre)کا مرکز ہے اور  جس کا نصف قطر  کی مساوات جس (Circle) دائرہاس  ۔حل

        

    √   قوس کی ہدائراس 
گیا جسم   وجود پاتا ہے، اس  ذیل شکل میں دیا  پر گھمانے سےدرجہ       محور ے گرد    کو  

 لیے

 

  12.2.3شکل 
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  ∫      

 

  

 

                                                                                 ∫    
  

  
  

 

  

 

                                                                                   ∫  √  (
  

  
)

 

  

 

  

 

                                                                                   ∫ √    √  4
  

√    
5

 

  

 

  

 

                                                                                   ∫ √    
 

√    
  

 

  

 

                                                                                   ∫   

 

  

 

                                                                                   , -  
 

 

                                                                                    

    √   قوس کی دائرہاس لیے  
 ہوگا۔   پر گھمانے سے حاصل جسم  کا سطحی رقبہ        محور ے گرد    کو  

    قوس   ۔4مثاؽ
 ۔کریںمحور ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل  کو       ،

     قوس کی مساوات دیے گ   حل۔
ذیل شکل میں دیا گیا جسم    پر گھمانے سےدرجہ      محور ے گرد    اس کو  ہے۔ 

 وجود پاتا ہے، اس  لیے

 

 شکل 12.2.4
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  ∫      

 

 

 

 

                                                                                  ∫  √  (
  

  
)

 

  

 

 

 

                                                                                  ∫  √  (  )   

 

 

 

        ماؿ لو کہ
        اور،     تب ،   اور جب   تب   ،اور جب ,

                                                                                ∫
 

 
√   

  

 

 

                                                                                 
 

 
 [

 
 

 ⁄

 
 ⁄

]

 

  

 

                                                                                 
 

 
 .  

 
 ⁄   

 
 ⁄ / 

    اس لیے  قوس
پر گھمانے سے حاصل جسم  کا سطحی رقبہ       محور ے گرد    کو  

 

 
 .  

 
 ⁄   

 
 ⁄  ہوگا۔/

 ۔کریںپر  گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل      محور ے گرد  کو         منحنی ۔5مثاؽ

 منحنی کی مساوات ہے دی گئی ۔حل

        
  

  
       

  تب،
√  .

  

  
/

 

 √  (     )  √             

 اس لیے

  ∫      

 

 

 

                                                                                ∫    
  

  
  

 

 

 

                                                                                  ∫  √  (
  

  
)

 

  

 

 

 

                                                                                  ∫              
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                                                                                  ∫         

 

 

 

                                                                                 ∫(        )  

 

 

 

                                                                                 [  
 

 
      ]

 

 

 

                                                                                 (  
 

 
     ) 

                                                                                 4  
      

 
5 

کل ئڈ  ۔5مثاؽ 

 

ن
ے گرد گھمانے سے حاصل  (Base)کو اس ے اساس  (      )    (      )   (Cycloid)سا

 ۔کریںٹھوس جسم  کا سطحی رقبہ حاصل 

کل ئڈ  حل۔

 

ن
 ہے۔ اب (      )    (      )   کی مساوات (Cycloid)ہم جانتے ہیں کہ سا

  

  
  (      ) 

     اور

  

  
        

  

  
 √(

  

  
)

 

 (
  

  
)

 

 

                                                                          √  (      )    (    ) 
 

                                                                           √ (      ) 

                                                                               
 

 
 

کل ئڈ کو اس ے اساس ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ درجہ

 

ن
 ذیل ہوگا اس لیے سا

  ∫      

 

 

 

                                                                                  ∫  √(
  

  
)

 

 (
  

  
)

 

  

 

 

 

                                                                                  ∫  (      ) (     
 

 
)   

 

  

 

                                                                                    ∫ (     
 

 
) (   

 

 
)   

 

 

 

                                                                                     ∫     
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ماؿ لو کہ 

 

 
  ، تب    اور جب    تب    ،، اور جب   

 

 
 ، اور

       

∫  ہم جانتے ہیں         
 

 
            

   

 
∫           

 اس لیے

∫         
 

 
            

   

 
∫           

                                                             
 

 
          

 

 
∫         

                                                             
 

 
          

 

 
     

 اب

                                                               ∫        

 
 ⁄

 

 

                                                                  [
 

 
          

 

 
    ]

 

 
 ⁄

 

                                                                  [
 

 
(   )  

 

 
(   )] 

                                                             
     

 
 

 

 12.2.5شکل 

 ۔کریںکوابتدائ خط ےگرد گھمانے سے بنے ٹھوس جسم  کا سطحی رقبہ حاصل (      )   (Cardioide)کارڈائڈ ۔6مثاؽ

 ، تب(      )   کی مساوات ہے (Cardioide)دیے گئے کارڈائڈ حل۔

  

  
       

 اور
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 √   (

  

  
)

 

 

                                                                              √  (      )          

                                                                               √                    

                                                                               √ (      ) 

                                                                               √ (     
 

 
) 

                                                                                   
 

 
 

 کوابتدائ خط ےگرد گھمانے سے بنے ٹھوس جسم  کا سطحی رقبہ ہوگا(      )   (Cardioide)کارڈائڈ اس لیے

  ∫    
  

  
  

 

 

 

 اس لیے        ہم جانتے ہیں کہ 

  ∫        (     
 

 
)   

 

 

 

                                                                    ∫  (      ) (    
 

 
   

 

 
) (   

 

 
)   

 

 

 

                                                                     ∫ (     
 

 
) (    

 

 
   

 

 
)   

 

 

 

                                                                      ∫ (    
 

 
   

 

 
)   

 

 

 

                                                                      [
 

 
    

 

 
]
 

 

 

                                                                 
  

 
   (   )  

  

 
    

 

 (Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 12.3

بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ  محور ے گرد گھمانے سے  محور اور  کو   (Plane Surface)اس اکائی میں ہم نےسیکھا کہ کسی مستوی سطح  

∫  بالترتیب      
 

 
∫   اور       

 

 
 ۔ہوتا ہے 

 (Key Words) کلیدی الفاظ 12.4

کل ئڈ، مخروط، اساس، نصف عمودی ذاویہ،  الپسائڈ

 

ن
 سطحی رقبہ، مبدہ، محور، کارڈائڈ، سا
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 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 12.5

 (Objective Answer Type Questions)وضی جوابات ے حامل سوالاتمعر12.5.1

 کا رقبہ ہوتا ہے                 .5

(a)     (b)       (c)      (d)   

 کا رقبہ ہوتا ہے                 70

(a)   
  (b)     (c)    

  (d)   

 محور ے  گرد گھمانے سے بنے ٹھوس جسم  کا  رقبہ ہے  سے گھرے رقبہ کو        اور  ( )   منحنی  80

(a) ∫      
 

 
 (b) ∫     

 

 
 (c) ∫      

 

 
 (d) ∫       

 

 
 

 ، ہوگانصف قطر کا ایک دائرہ ہے   ،کا اساس اور جس αکا نصف عمودی ذاویہ  جس ، کا رقبہ (Cone)اس مخروط  90

(a)    
 (b)          (c)           (d)   

    منحنی  0:
 محور ے  گردگھمانے سے بنے ٹھوس جسم  کا  رقبہ ہے  ے درمیانی علاقہ کو        کو  

(a)      (b) 

   

 
  (c) 

   

 
  (d) 

   

 
 

کل ئڈ 220

 

ن
ے گرد گھمانے سے حاصل  (Base)کو اس ے اساس  (      )    (      )   (Cycloid) سا

 ے
ہ
 
ہ
 

قن

 ٹھوس جسم  کا سطحی ر

(a)      
  (b) 

  

 
   

  (c) 

  

 
   

  (d)   

 ے ایک حلقہ کا رقبہ ہے (   )      منحنی  220

(a) 
   

  
  (b) 

   

  
  (c) 

   

  
  (d) 

  

  
 

12. 
  

   
  

 کا رقبہ ہوتا ہے        

(a)     (b)       (c)      (d)   

 ہے۔    ے کرہ کا سطحی رقبہ  نصف قطر  240

کل  250

 

ن
کو اس ےراس ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس جسم  کا سطحی رقبہ  (      )    (      )   ئڈ سا

 ہے۔    

 

 (Short Answer Type Questions)ے حامل سوالاتمختصر جوابات 12.5.2

    قوس   20
 ۔کریںمحور ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل  کو       ،

 ۔کریںمحور ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل  کو         √  قوس   30
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            قوس   40
 

 
 ۔کریںگھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل محور ے گرد  کو  

 ۔کریںمحور ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل  کو               قوس   50

 ،محور ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ  کو             √  کہ دائرہدکھائیے  60

 ۔ آدھا ہوتا ہےنصف قطر ے کرہ ے سطحی رقبہ کا 

 √  قوس   70
 

 ۔کریںمحور ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل  کو        

ےنری 80

 

ٹ
 
کن

(Catanary)       
 

 
 ۔بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل کریں محور ے گرد گھمانے سے کی ایک قوس کو  

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات ے حامل سوالات12.5.3

 (   )      منحنی  20
اس    ، جبکہ کریںمحور ے گرد گھمانے سے بنے ٹھوس کا سطحی رقبہ حاصل  کو ے لوپ  

 محور ے گرد گھمایا جائے تو اس طرح بنے ٹھوس جسم  کا سطحی رقبہ کیا ہوگا؟ لوپ کو اگر 

 ۔کریںگرد گھمانے سے بنے ٹھوس جسم  کا سطحی رقبہ حاصل کوابتدائ خط ے(      )   (Cardioide)کارڈائڈ 30

3. 
  

   
  

 ۔کریںکا سطحی رقبہ حاصل  الپسائڈ محور ے گرد گھمانے سے بنے  کو          

 منحنی  50
 

   
 

   
 

 ۔کریںکو گھمانے سے بنے ٹھوس جسم  کا سطحی رقبہ حاصل  

کہ اس طرح بنے ٹھوس جسم  کا سطحی رقبہ  کریںتا ہے۔ ثات  یا جاے گرد گھما( Chord)قوس  کو اس ے وطر  ایک دائری 60

 دئرہ ے مرکز پر قوس ے ضریعہ بنا زاویہ ہے۔  نصف قطر ہے اور جہاں (          )    

       اوپر منحنیمحور ے  70
گردگھمانے سے بنے ٹھوس جسم  کا محور ے ے حصہ کو تک      سے     ے 

 ۔کریںسطحی رقبہ  حاصل 

م (Parabola)پیرابولا 80

 

ت کن

س ر

 

ی ن
ل

ے گرد گھمانے سے  (Directrix)ے درمیانی رقبہ کو ڈائریکٹرکس( Latus Rectum)اور  اس ے 

 بنے ٹھوس جسم  کا سطحی رقبہ حاصل کیجیے۔

 (Suggested Books for Further Readings)ہ کتابیںمزید مطالعے ے لیے تجویز کرد 12.6

1. Integral Calculus, K. Ahmad, Real World Education Publishers Pvt Ltd, New Delhi 

2. Calculus, M. D. Raisinghania, S. Chand Publiations, New Delh 
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 ۔تہرا حاصل ضرب24اکائی

(Triple Product) 

 اکائی ے اجزا

 تمہید    13.0

 مقاصد    13.1

 تہرا حاصل ضرب    13.2

 بردار کی    بنیادی معلومات  13.2.1 

 تہرا حاصل ضرب میزانی  13.2.2 

 ہندسی تعبیر 13.2.2.1  

 برداری تہرا حاصل ضرب  13.2.3 

 اکتسابی نتائج    13.3

 کلیدی الفاظ    13.4

 نمونہ امتحانی سوالات    13.5

  مل سوالاتمعروضی جوابات ے حا  13.5.1 

 مختصر جوابات ے حامل سوالات  13.5.2 

 طویل جوابات ے حامل سوالات  13.5.3 

 مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں    13.6
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 (Introduction)تمہید 13.0

ر ہوتا ہے۔اؿ کا  استعماؽ تہرے دو  برداروں  کا   میزانی حاصل ضرب ایک  میزانی   قدر ہوتی ہے جب کہ برداری حاصل ضرب کا نتیجہ ایک بردا

ح ے ہوتے  ہیں، ایک میزانی تہرا حاصل ضرب اور دوسرا برداری تہرا   حاصل طر کرنے ے لیے ہوتا  ہے۔  یہ دو حاصل ضرب  کو حاصل

 کا حجم معلوؾ کر سکتے ہیں۔(Parallelepiped)ضرب۔  میزانی تہرے حاصل ضرب کی مدد سے ہم کسی متوازی السطوح

 

 (Objectives)صدمقا 13.1

 گے کہ;ئیں اس اکائی ے مکمل ہونے ے بعد آپ اس قابل ہو جا

 ۔کو محسوب کر سکیں میزانی حاصل ضرب کی تعریف اور اس 

 ۔برداری حاصل ضرب  کی تعریف اور اس کو  حاصل کر پائیں 

  ۔حجم  حاصل کرنے میں لگا پائیںمیزانی  تہرے حاصل ضرب کو سمجھ پائیں اس کی ہندسی تعبیر کا استعماؽ متوازی السطوح ے 

 ۔سکیںتہرے  حاصل ضرب کو محسوب کر   برداری 

 

 (Triple Product)تہرا حاصل ضرب  13.2

 تہرے حاصل ضرب کو سمجھنے سے پہلے ہمیں برداروں کی بنیادی معلومات ہونا ضروری ہےجو کہ درج ذیل ہے۔  

 (Basics of Vectorsبرداروں کی بنیادی معلومات)   13.2.1

پچھلے درجوں میں ہم نے دیکھا کہ کس طرح دو برداروں کی جمع کو حاصل کیا جاتا ہے اور کس طرح اؿ کو گھٹایا جاتا ہے۔ اسی طرح 

ر ح ضربدیجاتی ہےایک بردار میں 
شظ
ک

کوئی غیر صفری میزاؿ ہے، تب درج ذیل شکلوں  دو  بردار ہیں اور  ⃗⃗ اور⃗ ۔ ماؿ لو کہ کسی میزاؿ سے

 جمع گھٹانا اور  کسی میزاؿ سے ضرب کو سمجھا جا سکتا ہے۔سے اؿ کا  
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 ۔ہو(Scalar Multiple)ہوتے ہیں  اگر  ایک بردار دوسرے بردار کا عددیہ ضرب  (Parallel)متوازی ⃗⃗ اور⃗ دو بردار  

 

 

 

 

 

 

⃗ ماؿ لو      ̂ ⃗⃗ اور̂         ̂   ربردا دو ̂    
 ایک میزاؿ ہے، تب kہیں، اور ماؿ لو کہ  نظاؾ  میں 

  ⃗      ̂      ̂ 

⃗      اور   ⃗⃗  (     ) ̂  (     ) ̂ 

ے      ⃗⃗ کو بردار   ،  تا ہے اور اسی طرح  کا  جزو کہا جا ̂ اور ̂ ے   ⃗ کو بردار      کی شکل میں ہیں اور (Components)جزو   ⃗⃗ اور ⃗ یہاں

⃗ کو  بردار   (     ) ،(     )اسی طرح    ۔ے  جزو ہیں ̂ اور ̂   ۔کا  جزو کہتے ہیں̂ اور ̂ ے   ⃗⃗  

⃗ اگر      ̂     ̂ ⃗⃗ اور  ̂         ̂     ̂    بردار دو̂    
 میزاؿ ہے، تب کوئی  ں اور ماؿ لو کہ ہومیں  

  ⃗      ̂      ̂      ̂ 

 اور

 
  

 
  

 
  

 
  

 
 

  
  

 
  

  
→  

 
 

  
  

  
 

 

 

 
 
 

 

 شکل(13.2.1.1)

 ⃗ 

 ⃗⃗    ⃗ 

 ⃗⃗  
 

 
 ⃗ 

 

 شکل(13.2.1.2)
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 ⃗   ⃗⃗  (     ) ̂  (     ) ̂  (     ) ̂ 

 

 تب   ۔ دو میزاؿ ہیں      تین بردار ہیں اورکوئی ⃗  اور⃗⃗ ، ⃗  ماؿ لو کہ قضیہ;

2)  ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗ ی[    ⃗    
قلن ن

 

ن

 ]بردار جمع 

3) ( ⃗   ⃗⃗)   ⃗   ⃗  ( ⃗⃗  ]بردار جمع تلازمی[  (⃗  

4)  ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗  ⃗⃗  ۔صفر بردار ہے⃗⃗ ،  جہاں⃗  

 

 ۔کہتے ہیں(Additive Identity) کو جمع تماث

5)  ⃗  (  ⃗)  ۔کہتے  ہیں (Additive Inverse)کا  جمع معکوس  ⃗ کو⃗  جہاں   ، ⃗⃗  

6)  (  ⃗)  (  ) ⃗ 

7)  ( ⃗   ⃗⃗)    ⃗    ⃗⃗ 

8) (   ) ⃗    ⃗    ⃗ 

9)   ⃗   ⃗ 

⃗ ماؿ لو بردار      ̂   جو  ̂    
یا  قدر  لمبائیاس بردار ے ابتدائ اور  اختتامی نقاط  کی درمیانی دوری کو اس بردار کی  ۔میں ہے

(Magnitude)  ذیل  ہوگی درجہکہتے ہیں  اور وہ 

‖ ⃗‖  √  
    

 
 

   یہ بردار  نظاؾاور اگر 
 میں ہو، تب  

‖ ⃗‖  √  
    

    
 

 

 ایک  میزاؿ  ہے، تب  بردار ہے  اور   کوئی ⃗ ماؿ لو کہ

‖  ⃗‖  | |‖ ⃗‖ 

 بطور مثاؽ 

‖  ⃗‖   ‖ ⃗‖ 

‖   ⃗‖  |  |‖ ⃗‖   ‖ ⃗‖ 

  اگر قضیہ;
⃗⃗⃗⃗  میں بردار   ⃗⃗

 ہو،  تب(     ) اور اختتامی نقطہ (     ) کا  ابتدائ نقطہ  جس ,

  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (     ) ̂  (     ) ̂ 

  اسی طرح 
⃗⃗⃗⃗  بردارکوئی میں اگر   ⃗⃗

 ہو،  تب(        ) اور اختتامی نقطہ (        ) ابتدائ نقطہ ہو  جس کا 

  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (     ) ̂  (     ) ̂  (     ) ̂ 

  مثاؽ ے طور پر   
 ذیل ہوگا درجہسے بنا بردار (    ) اور اختتامی نقطہ(   ) میں ابتدائ نقطہ 
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  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (   ) ̂  (    ) ̂    ̂    ̂ 

 ہوگی اس کی  قدراور 

‖  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖  √   (  )  √   

  اسی طرح 
⃗⃗⃗⃗  بردار کوئی میں اگر   ⃗⃗

 ہو،  تب(      ) اور اختتامی نقطہ (      ) ابتدائ نقطہ ہو  جس کا 

  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (   ) ̂  (   ) ̂  (    ) ̂    ̂    ̂    ̂ 

 ہوگی اور اس کی  قدر

‖  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖  √      (  )  √     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ذیل ہوگا  درجہ̂ غیر صفری بردار ہے، تب اس کا اکائی بردارکوئی ⃗ کہ   کہلاتا ہے۔   ماؿ لو اکائی بردارہو  2لمبائیوہ بردار جس کی قدر یا 

 ̂  
 ⃗

‖ ⃗‖
 

سے تقسیم دینا کبھی کبھی اس بردار کا معموؽ میں لانا کی ہے۔ کسی بردار کو اس کی قدر  ⃗ وہی ہے جو (Direction)کی جہت ̂ یہاں 

(Normalization)  ذیل ہیں درجہکہلاتا ہے۔  کچھ مقصوص اکائی بردار 

 ̂  (     ) 

 ̂  (     ) 

 ̂  (     ) 

  بردار کہلاتے  ہیں۔  (Bases)یہ اساس 
̂  نظاؾ میں  اساس بردار  ̂  اور  (   )   ہوتے ہیں۔ (   ) 

.13.2.1 شکل 13.2.1.3 شکل5  

 

Z 

Y 

X 

 (        ) 

 (        ) 

O 

Y 

X 

      

 

 (     ) 

 (     ) 

O 
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جزو  کا ⃗ ہو تب محور کی مثبت جہت سے اس کا جھکاؤ   پر ہے اور اگر (Origin) غیرصفری بردار ہے جس کا ابتدائ نقطہ مبداکوئی ⃗ کہ ماؿ لو

 ذیل ہوں گے درجہجزو  اور 

 
جزو

 ‖ ⃗‖      

 
جزو

 ‖ ⃗‖      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 13.2.1.5شکل  

 اس لیے 

 ⃗  ‖ ⃗‖      ̂  ‖ ⃗‖      ̂ 

‖⃗ ‖اگر   ہوگا درجہ ذیل ⃗ ر کی شکل میں اکائی بردا     اور      تب    

 ⃗       ̂       ̂ 

 کو اؿ ے متعلقہ اجزا کو ضرب دےکر  اور نتیجے کو جمع کر ے تشکیل(Scalar or Dot Product)دو برداروں کی میزانی حاصل ضرب  تعریف ;

⃗ دی جاتی ہے۔ اس بات کو یاد رکھیں کہ میزانی حاصل ضرب کا نتیجہ ایک میزاؿ ہوتا ہے نہ کہ بردار۔ اگر       ̂ اور  ̂    

 ⃗⃗     ̂   نظاؾدو بردار  ̂    
 ذیل ہوگا درجہمیں ہیں ، تب اؿ کا میزانی حاصل ضرب  

 ⃗   ⃗⃗            

⃗ اگر      ̂     ̂ ⃗⃗ اور    ̂         ̂     ̂   دو بردار   ̂    
 تب,میں ہوں  

 ⃗   ⃗⃗                 

⃗ مثاؽ  ے طور پر اگر     ̂ ⃗⃗ اور  ̂       ̂  تب ہو ،  ̂   

 ⃗   ⃗⃗  ( )(  )  ( )( )    

  

 ⃗ 

X O 

‖ ⃗‖      

‖
 ⃗

‖
  

 
 

 

Y 
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⃗ اب اگر     ̂    ̂ ⃗⃗ اور    ̂      ̂    ̂   دو بردار   ̂   
 تب,میں ہوں  

 ⃗   ⃗⃗  ( )( )  (  )( )  ( )( )     

 میزاؿ ہے،  تبکوئی   تین بردار ہیں اور کوئی ⃗ اور ⃗   ⃗⃗ ماؿ لو کہ   قضیہ;

2)  ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗ 

3)  ⃗  ( ⃗⃗   ⃗)   ⃗   ⃗⃗   ⃗   ⃗ 

4)  ⃗  (  ⃗⃗)   ( ⃗   ⃗⃗)  (  ⃗)   ⃗⃗ 

5)  ⃗   ⃗  ‖ ⃗‖ 
 

6)  ⃗   ⃗    

کا درمیانی ⃗ اور ⃗⃗ ذیل شکل میں  درجہدو غیر صفری بردار  جن کا ابتدائ نقطہ ایک ہی ہے،اؿ کا درمیانی ذاویہ  سب سے چھوٹا والا ہوتا ہے۔  

 ۔ ہوگا  نہ کہ   ذاویہ

 

 

 

 

 ہے ، تب    دوغیر صفری  بردار ہیں اور اؿ کا درمیانی ذاویہ  ⃗ اور⃗⃗ اگر   قضیہ;

     
 ⃗   ⃗⃗

‖ ⃗‖‖ ⃗⃗‖
 

⃗⃗ اور ⃗   ⃗⃗ ماؿ لو کہ    ثبوت;  13.3.1.7)کو  تشکیل دینے  والے تین بردار ہیں )شکل  (Triangle)کسی مثلث⃗  

 

 

 

 

 

  قانوؿ ے مطابق  (cosine) کوسائن

 ‖ ⃗⃗   ⃗‖
 

 ‖ ⃗‖  ‖ ⃗⃗‖
 

  ‖ ⃗‖‖ ⃗⃗‖                               ….(1)  

 شکل 13.2.1.6

 شکل 13.2.1.7

 ⃗⃗ 

 ⃗ 

 ⃗⃗   ⃗ 

 

    

 ⃗⃗ 

 ⃗ 
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 ہم جانتے ہیں

 ⃗   ⃗  ‖ ⃗‖ 
 

 اس لیے 

‖ ⃗⃗   ⃗‖
 

 ( ⃗⃗   ⃗)  ( ⃗⃗   ⃗) 

                                                                                ( ⃗⃗   ⃗)   ⃗⃗  ( ⃗⃗   ⃗)   ⃗ 

                                                                                 ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗   ⃗   ⃗ 

                                                                                ‖ ⃗⃗‖
 

   ⃗   ⃗⃗  ‖ ⃗‖ 
 

 سے( 2)مساوات 

‖ ⃗⃗‖
 

   ⃗   ⃗⃗  ‖ ⃗‖  ‖ ⃗‖  ‖ ⃗⃗‖
 

  ‖ ⃗‖‖ ⃗⃗‖      

 ⃗   ⃗⃗  ‖ ⃗‖‖ ⃗⃗‖      

                                                                    
 ⃗   ⃗⃗

‖ ⃗‖‖ ⃗⃗‖
 

ذاویہ کی مدد سے بھی حاصل کیا   اور اؿ ے درمیانی لمبائیکو دونوں برداروں کی  ے میزانی حاصل ضرب ⃗⃗ اور⃗ اوپر ہم نے دیکھا کہ  نوٹ;

⃗ جا سکتا ہے۔ اب ہم آسانی ے ساتھ یہ بھی بتا سکتے ہیں کہ میزانی حاصل ضرب   پر منحصر ہے۔ اس سے اب ہم یہ بتا  سکتے      کا نشاؿ ⃗⃗  

 ہیں کہ  دو برداروں کا درمیانی ذاویہ کیا ہوگا۔

2:عمودی ہوں گے اگر  اؿ کا  درمیانی ذاویہ ⃗⃗ اور⃗ دو بردار   ;(Orthogonal Vectors) عمودی بردار

2

 ⃗⃗ اور⃗ ہو۔  دوسرے الفاظ  میں   

 عمودی ہوں گے اگر 

 ⃗   ⃗⃗  ‖ ⃗‖‖ ⃗⃗‖    
 

 
 

                                                                               ‖ ⃗‖‖ ⃗⃗‖    

                                                                                 

 

 

 

 

 

 

    
 

 
 

 ⃗ 

 ⃗⃗ 

 ⃗⃗ 

  

 
 

 ⃗ 

 شکل 13.2.1.9 شکل 13.2.1.8 
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  13.2.1.10شکل 

  
ر تیب درمیانی  ے̂ اور ̂ اور اکائی بردار وں ⃗ پوری طرح سے بردار  (Direction Angles)کا سمتی ذاویہ  ⃗ میں کسی  غیر صفری بردار 

ت لظ

کا سمتی کوسائن کہتے  ⃗ ے سمتی ذاویے کہتے ہیں اور  اؿ ذاویوں ے کوسائنس کو⃗ کو  اور  کی مدد سے حاصل کیا جاتا ہے۔   اور  ذاویوں 

⃗ ہیں۔  اگر       ̂     ̂   کوئی ̂    
 اس لیے   ہوں گے۔    اور  ، میں بردار ہے ، تب سمتی  ذاویے   

     
 ⃗   ̂

‖ ⃗‖‖ ̂‖
 

  

‖ ⃗‖
 

 اسی طرح

     
 ⃗   ̂

‖ ⃗‖‖ ̂‖
 

  

‖ ⃗‖
 

 اور 

     
 ⃗   ̂

‖ ⃗‖‖ ̂‖
 

  

‖ ⃗‖
 

⃗ ماؿ لو کہ  –2مثاؽ    ̂    ̂ ⃗⃗ اور  ̂        ̂    ̂  ۔کریںذاویہ معلوؾ دو بردار ہیں ۔  درمیانی  ̂   

⃗ دیا ہے    ۔حل   ̂    ̂ ⃗⃗ اور  ̂        ̂    ̂    ̂ 

 ہم جانتے  ہیں 

     
 ⃗   ⃗⃗

‖ ⃗‖‖ ⃗⃗‖
 

                                                                                     
 (  )  (  )( )  ( )( )

√( )  (  )  ( ) √(  )  ( )  ( ) 
 

                                                                                     
       

√ √  
 

                                                                                     
   

  
 

     
 

 
 

 ⃗ 

 

 ⃗⃗ 
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                                                                                   (
   

  
) 

⃗ ماؿ لو کہ  ۔3مثاؽ   ̂    ̂ ⃗⃗ اور  ̂        ̂    ̂  ۔کریںدو بردار ہیں ۔  درمیانی ذاویہ معلوؾ  ̂   

⃗ دیا   ہے    ۔حل   ̂    ̂ ⃗⃗ اور  ̂        ̂    ̂    ̂ 

 نتے ہیںہم جا

                                                                          
 ⃗   ⃗⃗

‖ ⃗‖‖ ⃗⃗‖
 

                                                                                 
 (  )  (  )( )  ( )(  )

√( )  (  )  ( ) √(  )  ( )  (  ) 
 

                                                                                 
        

√ √  
 

                                                                                 
   

  
 

                                                                               (  )    

‖⃗⃗ ‖, اگر   ۔4مثاؽ    ‖ ⃗‖    کا درمیانی  ذاویہ ⃗⃗ اور ⃗ اور  برداروں  
⃗ ہے، تب     ۔حاصل کریں⃗⃗  

 ہم جانتے ہیں کہ   ۔حل

 ⃗   ⃗⃗  ‖ ⃗‖‖ ⃗⃗‖      

                                                                                         

                                                                                 
√ 

 
 

                                                                               √  

⃗ بردار ۔5مثاؽ   ̂   ̂  ۔کریںئن حاصل ے لیے  سمتی کوسا ̂  

⃗ دیا  گیا بردار ہے  ۔حل   ̂   ̂   ̂ 

 تب 

‖ ⃗‖  √( )  (  )  ( )  √  

 بردار ے سمتی کوسائن ہوں گے گ  اس لیے دیے 

     
 

‖ ⃗‖
 

 

√ 
 

     
  

‖ ⃗‖
 

  

√ 
 

     
 

‖ ⃗‖
 

 

√ 
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⃗ ماؿ لو کہ   (;Vector Product)برداری حاصل  ضرب       ̂     ̂ ⃗⃗ اور   ̂         ̂     ̂   دو بردارکوئی ̂    
میں   

 ذیل ہوتا ہے  درجہکا برداری حاصل ضرب  ⃗⃗ اور ⃗ ہیں، تب

 ⃗   ⃗⃗  |
 ̂  ̂  ̂

      

      

| 

 داری حاصل  ضرب   کا نتیجہ ایک بردار ہوتا ہے، جب کہ میزانی حاصل ضرب کا نتیجہ ایک میزاؿ ہوتا ہے۔۔ بر2 نوٹ;

  ۔ برداری حاصل  ضرب  کی صرػ 3 
 میں ہی تعریف کی جا سکتی ہے۔

  تین بردارکوئی ⃗ اور  ⃗   ⃗⃗ ماؿ لو کہ   قضیہ;
 میزاؿ ہے،  تبکوئی   میں ہیں اور 

2)  ⃗   ⃗⃗   ( ⃗⃗   ⃗) 

3) ( ⃗   ⃗⃗)   ⃗  ( ⃗   ⃗)  ( ⃗⃗   ⃗) 

4)  ⃗  ( ⃗⃗   ⃗)  ( ⃗   ⃗⃗)  ( ⃗   ⃗) 

5)  ⃗  (  ⃗⃗)   ( ⃗   ⃗⃗)  (  ⃗)   ⃗⃗ 

6)  ⃗   ⃗   ⃗ 

7)  ⃗   ⃗     ⃗   ⃗ 

8)  ⃗   ⃗⃗     ⃗   ⃗⃗ 

⃗ اگر   قضیہ;     ̂     ̂ ⃗⃗ اور  ̂         ̂     ̂ دو غیر صفری بردار ہیں ، جن کا برداری حاصل ضرب بھی غیر ̂    

⃗ صفری ہو، تب بردار     عمود  ہوگا۔پر   ⃗⃗ اور ⃗ ، برداروں⃗⃗  

 برداری حاصل ضرب کی تعریف سے ہم جانتے ہیں ثبوت;

 ⃗   ⃗⃗  |
 ̂  ̂  ̂

      

      

| 

    13.2.1.11شکل      

       ⃗   ⃗⃗  (         ) ̂  (         ) ̂  (         ) ̂ 

⃗ دو بردار  عمودی ہوں گے اگر اؿ کا  میزانی حاصل ضرب  کا نتیجہ صفر ہو جایے۔ اس سے یہ پتہ چلتا ہے کہ بردار   د ہوگا اگرپر عمو ⃗ بردار ⃗⃗  

( ⃗   ⃗⃗)   ⃗    

  اب

( ⃗   ⃗⃗)   ⃗  (         )   (         )   (         )   

                                             

⃗ اس لیے  بردار   پر عمود ہوگا۔ اسی طرح ہم دکھا سکتے ہیں کہ  ⃗ بردار ⃗⃗  

 ⃗ 

 ⃗⃗ 

 ⃗   ⃗⃗ 
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( ⃗   ⃗⃗)   ⃗⃗    

⃗ بردار   جس کی بنیاد پر ہم کہہ سکتے ہیں کہ  دونوں پر عمود ہوگا۔  ⃗⃗ اور ⃗ بردار ⃗⃗  

  دکھایے کہ  ۔5مثاؽ

a)  ̂   ̂   ̂ 

b)  ̂   ̂   ̂ 

c)  ̂   ̂   ̂ 

(a ;ذیل شکل میں لکھ سکتے ہیں درجہکو  ̂ ،̂ ،̂ ہم    ثبوت 

 

 

 ̂   ̂    ̂    ̂ 

 ̂    ̂   ̂    ̂ 

 ̂    ̂    ̂   ̂ 

 اس لیے 

 ̂   ̂  |
 ̂  ̂  ̂
   
   

| 

                                                             (   ) ̂  (   ) ̂  (   ) ̂   

                                                                ̂  

 اسی طرح ہم دکھا سکتے ہیں

 ̂   ̂ ̂   اور ̂     ̂   ̂ 

 دکھایے کہ ۔6مثاؽ

a)  ̂   ̂    ̂   b)  ̂   ̂    ̂  (c  ̂   ̂    ̂ 

(a ;ذیل شکل میں لکھ سکتے ہیں درجہکو ̂ ،̂ ،̂ ہم   ثبوت 

 ̂   ̂    ̂    ̂ 

 ̂    ̂   ̂    ̂ 

 ̂    ̂    ̂   ̂ 

 اس لیے 

 ̂   ̂  |
 ̂  ̂  ̂
   
   

| 

 شکل 13.2.1.12

Y 

X 

  ̂

  ̂

 ̂ 

(0,0,1) 

(0,1,0) 

(1,0,0) 

Z 
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                                                (   ) ̂  (   ) ̂  (   ) ̂    

                                                                            ̂                                                                                  

 اسی طرح ہم دکھا سکتے ہیں

 ̂   ̂     ̂

 اور

 ̂   ̂     ̂

̂ کہ  دکھایے  ۔7مثاؽ   ̂   ̂   ̂   ̂   ̂   ⃗⃗ 

 ذیل شکل میں لکھ سکتے ہیں درجہکو ̂ ،̂ ،̂ ہم   ثبوت;

 ̂   ̂    ̂    ̂ 

 ̂    ̂   ̂    ̂ 

 ̂    ̂    ̂   ̂ 

 اس لیے 

 ̂   ̂  |
 ̂  ̂  ̂
   
   

| 

                                                                           (   ) ̂  (   ) ̂  (   ) ̂ 

                                                                             ̂    ̂    ̂ 

                                                                              ⃗ 

 اسی طرح ہم دکھا سکتے ہیں

 ̂   ̂   ⃗⃗ 

 اور

 ̂   ̂   ⃗⃗ 

̂ اس لیے ثات  ہوا کہ    ̂   ̂   ̂   ̂   ̂   ⃗⃗ 

⃗ جو  کریںاس بردار کو حاصل  ۔8مثاؽ    ̂   ̂ ⃗⃗ اور̂        ̂    ̂  پر عمود ہو۔̂  

⃗ دیا ہے    ثبوت;    ̂   ̂ ⃗⃗ اور̂        ̂    ̂   ̂ 

 کا برداری حاصل ضرب دونوں برداروں پر عمود ہوتا ہے۔ اس لیے   ںہم جانتے ہیں کہ دو بردارو

 ⃗   ⃗⃗  |
 ̂  ̂  ̂
    

     

| 

                                                                           (   ) ̂  (     ) ̂  (   ) ̂ 

                                                                              ̂     ̂    ̂ 
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 برداروں پر عمود ہوگا۔ گئےجو کہ دیے 

 قضیہ;

  دار غیر صفریبر دو⃗⃗ اور ⃗ اگر    20
 ہو، تب  میں ہوں اور اؿ کا درمیانی ذاویہ  

‖ ⃗   ⃗⃗‖  ‖ ⃗‖‖ ⃗⃗‖      

ذیل  درجہہوں ، کا رقبہ ⃗⃗ اور⃗ (Adjacent Sides)جس ے متصل اطراػ  (Parallelogram)کسی متوازی الاضلاع  30

⃗ ‖  ہوگا   ⃗⃗‖ 

⃗ گر اور صرػ  اگرباہم متوازی ہوں گے ا⃗⃗ اور ⃗ دو  بردار  40   ⃗⃗   ⃗ 

 ہوتا ہے۔ اس لیے (Half)، اس ے دو اطراػ سے بنے متوازی الاضلاع ے رقبہ کا آدھا  کا  رقبہ  (Triangle)کسی مثلث  50

  
 

 
‖ ⃗   ⃗⃗‖ 

 سے مل کر بنا ہے۔(     ) اور  (      )  (     ) جو نقاط  کریںاس  مثلث کا رقبہ حاصل  ۔9مثاؽ 

ہوتا  (Half)، اس ے دو اطراػ سے بنے متوازی الاضلاع ے رقبہ کا آدھا  کا  رقبہ  (Triangle)کسی مثلث  ہم جانتے ہیں کہ ۔حل

⃗⃗⃗⃗  ہے۔اس ے لیے سب سے پہلے مثلث کی دو اطراػ  ⃗⃗
⃗⃗⃗⃗⃗⃗  اور   

 حاصل کرتے ہیں۔  اس لیے 

  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (   ) ̂  (   ) ̂  (   ) ̂    ̂    ̂    ̂ 

 اور

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (   ) ̂  (   ) ̂  (   ) ̂    ̂    ̂ 

 اب 

  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  |
 ̂  ̂  ̂

     
   

| 

                                                                                       ̂    ̂     ̂ 

 اس لیے مثلث کا رقبہ ہوگا

                                                                                 
 

 
‖  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ 

                                                                                   
 

 
‖    ̂    ̂     ̂‖ 

                                                                                   
 

 
√(   )  ( )  (  ) 

 

                                                                                   
 

 
√    
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مثلث کا رقبہ  گئےاس لیے دیے 

 

 
 ۔مربع اکائی ہے   √

 (Scalar Triple Product) میزانی تہرا حاصل ضرب13.2.2

⃗ اگر تین بردار      ̂     ̂     ̂    ، ⃗⃗     ̂     ̂ ⃗ اور    ̂         ̂     ̂   نظاؾ ̂    
میں ہوں، تو اؿ کا 

 ذیل ہوگا درجہمیزانی حاصل ضرب 

[ ⃗ ⃗⃗ ⃗]   ⃗  ( ⃗⃗   ⃗)  |

      

      

      

| 

 (Geometrical Interpretation)ہندسی تعبیر   13.2.2.1

  تین غیر صفری بردار نظاؾ ⃗ اور   ⃗⃗ ،   ⃗ ماؿ لو کہ   
میں ہیں جن کا ابتدائ نقطہ ایک ہی ہے،جیسا کہ ذیل شکل میں دکھایے  

تب   سے ظار ہوتے ہیں۔ ⃗ اور  ⃗⃗ ،   ⃗ ( Adjacent Sides)سے ظار ہے جس کی متصل کنارے(Parallelopiped)متوازی السطوح گئے

 ذیل ہوگا درجہ  متوازی السطوح کا حجم 

  [ ⃗ ⃗⃗ ⃗]   ⃗  ( ⃗⃗   ⃗) 

⃗⃗ اگر   کا درمیانی  ذاویہ  ⃗ اور  ⃗  

 

 
 ہو تب 

 ⃗  ( ⃗⃗   ⃗)    

 پر ہیں۔ (Plane)ایک ہی مستوی  ⃗ اور   ⃗⃗ ،   ⃗ اس سے یہ ظار ہوتا ہے کہ 

 

⃗ برداروں کسی متوازی السطوح ے اطرافی  کنارے    ـ:مثاؽ     ̂    ̂    ̂    ، ⃗⃗    ̂  اور ̂   

 24030302 ;شکل
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  ⃗    ̂    ̂  ۔کریںمتوازی السطوح کا حجم معلوؾ  ۔ہیں گئےسے ظار کیے  ̂   

⃗ دیا ہے   ۔حل    ̂    ̂    ̂    ، ⃗⃗    ̂ ⃗ اور ̂       ̂    ̂ کسی متوازی السطوح ے اطرافی  گئےدیے  ̂   

 سے حاصل کیا جاتا ہے۔ ضابطےذیل  درجہ  متوازی اسطوح کا حجم کنارے  ہیں۔  ہم جانتے ہیں کہ 

  [ ⃗ ⃗⃗ ⃗]   ⃗  ( ⃗⃗   ⃗) 

 اس لیے 

  |
    
    
    

| 

                                                                             (     )  (   )  (   )  

                                                                                          

                                                                                

 ۔ہوگا 27متوازی اسطوح کا حجم اس لیے  

⃗ دکھایے  کہ تین بردار     ۔22مثاؽ   ̂    ̂   ̂    ، ⃗⃗    ̂ ⃗ اور  ̂       ̂  ایک ہی مستوی پر ہیں۔̂   

⃗ دیا ہے ۔حل   ̂    ̂   ̂    ، ⃗⃗    ̂ ⃗ اور ̂       ̂    ̂ 

  ہیں کہ تین بردار ایک ہی مستوی پر ہوں گے اگر اؿ کا میزانی تہرا  ہمیں ثات  کرنا ہے کہ تینوں بردار  ایک ہی مستوی پر ہیں۔ ہم جانتے

 حاصل ضرب  صفر ہو۔  اس لیے

 ⃗  ( ⃗⃗   ⃗)  |
    
    
    

| 

                                                                                     (   )  (    )  (     )  

                                                                                              

                                                                                       

 اس سے ہم کہہ سکتے ہیں کہ تینوں بردار  ایک ہی مستوی پر ہیں۔

 (Vector Triple Product)برداری تہرا حاصل ضرب  13.2.3

اب ہم تہرے حاصل ضرب کی ایک اور  قسم ے بارے میں جاؿ کاری حاصل کریں گے  جو برداری تہرا حاصل ضرب ناؾ سے جانا  

 جاتا ہے۔ 

  تین بردارکوئی ⃗ اور ⃗⃗ ،   ⃗ ماؿ لو کہ   تعریف;
⃗⃗ کا برادر   ⃗ نظاؾ میں ہیں۔   تب بردار  ذیل  درجہی تہرا حاصل ضرب ے ساتھ بردار⃗  

 ہوتا ہے

 ⃗  ( ⃗⃗   ⃗)  ( ⃗   ⃗) ⃗⃗  ( ⃗   ⃗⃗) ⃗ 
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 13.2.3.1شکل 

⃗ بردار  اگر   ۔22مثاؽ    ̂    ̂   ̂    ، ⃗⃗    ̂ ⃗ اور  ̂       ̂ ⃗ ہوں تو   ̂     ( ⃗⃗  ۔یںحاصل کر (⃗  

⃗ دیا ہے     ۔حل   ̂    ̂    ̂  ،   ⃗⃗    ̂ ⃗ اور̂      ̂  تین بردار ہیں۔  اب ̂   

 ⃗   ⃗  ( )( )  ( )( )  ( )( ) 

                                                                      

 اور 

 ⃗   ⃗⃗  ( )( )  ( )( )  ( )( ) 

                                                                      

 

 اس لیے اؿ کا برداری تہرا حاصل ضرب  ہوگا

 ⃗  ( ⃗⃗   ⃗)  ( ⃗   ⃗) ⃗⃗  ( ⃗   ⃗⃗) ⃗ 

                                                                                  ( )(  ̂    ̂)  ( )( ̂    ̂) 

                                                                                    ̂    ̂ 

 

 

 

 

 ⃗⃗ 

 ⃗ 

 ⃗ 

 ⃗⃗   ⃗ 

 ⃗  ( ⃗⃗   ⃗) 

Y 

Z 

X 



214 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 13.3

 

 اس  اکائی کو پزھنےے  بعد ہم نے سیکھا کہ;

 ذیل طریقہ سے حاصل کیا جا  سکتا ہے درجہمیزانی حاصل ضرب  کی مدد سے دو برداروں کا درمیانی ذاویہ  20

     
 ⃗   ⃗⃗

‖ ⃗‖‖ ⃗⃗‖
 

 عمودی ہوں گے اگر اؿ کا میزانی حاصل ضرب   صفر ہو ۔دو بردار  30

⃗ کسی بردار 40     ̂     ̂        ہیں ے  سمتی کوسائن ذیل ̂    
  

‖ ⃗⃗‖
  ،     

  

‖ ⃗⃗‖
     اور ،

  

‖ ⃗⃗‖
  

⃗ اگر    50     ̂     ̂ ⃗⃗ اور   ̂         ̂     ̂   دو بردار  کوئی ̂    
کا برداری حاصل  ⃗⃗ اور ⃗ میں  ہیں، تب

⃗ ضرب    ⃗⃗  |
 ̂  ̂  ̂

      

      

 ہوتا ہے۔ |

  برداری حاصل ضرب کی تعریف صرػ  60
 نظاؾ میں ہی کی جا سکتی ہے۔ 

 اری حاصل ضرب اؿ پر عمود ہوتا ہے۔دو غیر صفری برداروں کا برد 70

 دو بردار باہم متوازی ہوں گے اگر اور صرػ اگر اؿ کا برداری حاصل ضرب  صفر  ےبردار ہو۔ 80

 کسی مثلث کا رقبہ اس کی دو اطراػ کی مدد سے بنے مطوازی الاضلاع ے رقبہ کا آدھا ہوتا ہے۔ 90

 تہرا حاصل ضرب  صفر ہو  جایے۔تین بردار ایک ہی مستوی پر ہوتے ہیں اگر اؿ کا  میزانی  0:

⃗⃗ کا برادر   ⃗ بردار 220  ذیل ہوتا ہے درجہے ساتھ برداری تہرا حاصل ضرب ⃗  

 ⃗  ( ⃗⃗   ⃗)  ( ⃗   ⃗) ⃗⃗  ( ⃗   ⃗⃗) ⃗ 

 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 13.4

 

صل ضرب، برداری تہرا حاصل ضرب، میزانی حاصل ضرب، برداری حاسل ضرب، متوازی الاسطوح، متوازی  الاضلاع،  میزانی تہرا حا

 متوازی،  مساوی، عمودی
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 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 13.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات ے حامل سوالات13.5.1

20  ⃗   ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗         (   ) 

30  ⃗   ⃗  ‖ ⃗‖ 
         (   ) 

 (   )     اروں کا میزانی حاصل ضرب  کا نتیجہ ایک میزاؿ ہوتا ہے۔دو برد 40

⃗ دو غیر صفری بردار ہیں اور   ⃗⃗ اور ⃗ اگر   50   ⃗⃗  کا درمیانی ذاویہ ہے ⃗⃗ اور ⃗ ، تب    

A0  2 .B 

 

 
  C. 

 

 
  D.   

⃗ دو غیر صفری بردار ہیں اور   ⃗⃗ اور ⃗ اگر 60   ⃗⃗  کا درمیانی ذاویہ ہے ⃗⃗ ورا ⃗ ، تب   

A0  2 .B 

 

 
  C. 

 

 
  D.   

⃗ بردار   70    ̂   ̂  ہیں۔     ے سمتی کوسائن   ̂   

80  ⃗  ( ⃗⃗   ⃗)      

90  ̂   ̂      

:0  ̂   ̂      

220  ̂   ̂      

 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات ے حامل سوالات13.5.2

‖⃗ ‖اگر 20 ‖⃗⃗ ‖اور   اور  اؿ کا درمیانی ذاویہ   

  

 
⃗ ،  ہو تب ⃗⃗ اور⃗⃗    ۔کریںحاصل  ⃗  

 معنی نہیں رکھتے ہیں؟کوئی ذیل ے لیے سمجھایے کہ وہ کیوں  درجہ 30

(i)   ( ⃗   ⃗⃗)   (ii)  ⃗  ( ⃗⃗   ⃗)  (iii) ( ⃗   ⃗⃗)   ⃗ 

⃗ دکھایے کہ بردار 40      ̂ ⃗⃗ اور   ̂         ̂ ⃗ بردار   ̂         ̂  پر عمود ہیں۔ ̂    

⃗ دکھایے کہ  50   ̂    ̂ ⃗⃗ اور   ̂       ̂    ̂  عمودی بردار ہیں۔  ̂   

⃗ کہماؿ لو  60   ̂    ̂   ، ⃗⃗    ̂ ⃗ اور  ̂     ۔کریں، تب حاصل ̂   

(i) (‖ ⃗‖ ⃗⃗)   ⃗   (ii) ‖( ⃗   ⃗) ⃗‖   



216 

 

⃗ اگر 70   ̂    ̂ ⃗⃗ اور   ̂       ̂  کریں، تب حاصل ̂  

(i)  ⃗   ⃗⃗   (ii)  ⃗⃗   ⃗ 

  تین بردار   ⃗ اور  ⃗⃗ ،   ⃗ اگر 80
 نظاؾ میں ہیں ، تب دکھایے کہ

 ⃗  ( ⃗⃗   ⃗)  ( ⃗   ⃗⃗)  ( ⃗   ⃗) 

  دو بردار  ⃗⃗ ،   ⃗ اگر  90
 کہ نظاؾ میں ہیں ، تب دکھایے

 ⃗   ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗ 

⃗ جو بردار کریںوہ بردار حاصل  0:    ̂   ̂ ⃗⃗ اور   ̂        ̂    ̂  دونوں پر عمود ہو۔  ̂  

 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات ے حامل سوالات13.5.3

⃗ ‖دکھایے کہ 20   ⃗⃗‖
 

 ‖ ⃗‖ ‖ ⃗⃗‖
 

 ( ⃗   ⃗⃗)
 

 

⃗⃗ )دکھایےکہ  30   ⃗)  ( ⃗   ⃗)  ( ⃗   ⃗⃗)  [ ⃗ ⃗⃗ ⃗]
 

 

⃗ دکھایےکہ  40  ( ⃗⃗   ⃗)   ⃗⃗  ( ⃗   ⃗)   ⃗  ( ⃗   ⃗⃗)    

 

 (Suggested Books for Further Readings)مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں 13.6

1. Calculus, H. Anton, I. Bivens, S. Davis, John Wiley & Sons, Inc. (10

th

 Edition) 

2. Calculus, M. J. Strauss, G. L. Bradley, Upper Saddle River, NJ: Prentice Hall (3

rd

 

Edition) 
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ل25اکائی
م
ک

 

ت

 ،تسلسل ، تفرؼ اور 

 

مٹ
ل
 ۔ ویکٹر تفاعل کی 

(Limit, Continuity, Differentiation and Integration of Vector Functions) 

 اکائی ے اجزا

 تمہید   14.0

 مقاصد   14.1

 ویکٹر قدری تفاعل   14.2

 اور تسلسل   14.3

 

مٹ
ل
 ویکٹر تفاعل کی 

 ویکٹر تفاعل کا تسلسل 14.3.1 

 ویکٹر قدری تفاعل کا مشتق   14.4

 مماسی ویکٹر 14.4.1 

 ہموار منحنی 14.4.2 

 مشتقرتبہ اعلا  14.4.3 

 عمودی  ویکٹر تفاعل 14.4.4 

 ویکٹر گردش 14.4.5 

ل ویکٹر   14.5
م
ک

 

ت

  

ل 14.5.1 
م
ک

 

ت

 ویکٹرقدری تفاعل کا معین 

ل ے اصوؽ 14.5.2 
م
ک

 

ت

 

 اکتسابی نتائج    14.6

 کلیدی الفاظ    14.7

 نمونہ امتحانی سوالات   14.8
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  معروضی جوابات ے حامل سوالات 14.8.1 

 مختصر جوابات ے حامل سوالات 14.8.2 

 طویل جوابات ے حامل سوالات 14.8.3 

 مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں مزید   14.9

 

 (Introduction)تمہید 14.0

وولس اور ویکٹرس کو ملاکر اگر کاؾ کیا جائے تو ہمارے پاس ریاضی میں ایک نئی شاخ بنتی ہے جس کو ہم ویکٹر 
ی لک
ک

ہم دیکھتے ہیں کہ 

وولس اصل میں ویکٹر قدری تفاعل ے اوپر تشکیل دی گئی
ی لک
ک

وولس کہتے ہیں۔  ویکٹر 
ی لک
ک

کوئی  ہے۔ ویکٹر تفاعل وہ تفاعل ہوتا ہے جس کی قدر 

 ویکٹر ہوتی ہے۔

میں پیرامٹرک تفاعل کو آسانی سے پزھ سکتے ہیں  (Space-3) 4-اور اسپیس(Space-2) 3-اؿ تفاعلات کی مدد سے ہم اسپیس

 ب  وجود ے ساتھ گردش بھی دیکھ سکتے ہیں۔ ہم اس اکا (Curved Path)کا کسی منحنی راستے ےاور کسی ذر

 

مٹ
ل
ئی میں ویکٹر قدری تفاعل ے 

 رکھتی ہے اور کسی تفاعل ے تسلسل کی تعریف کریں گے۔

 

 (Objectives)مقاصد 14.1

 معلوؾ کر سکےاور تسلسل اور کوئی اس اکائی کو مکمل کرنے ے بعد 

 

مٹ
ل
طالب علم اس قابل ہوگا  کہ وہ کسی ویکٹر قدری تفاعل کی 

یٹ اا  کہ کسی نقطہ پر  تفرؼ پسیر ہونےکو تسلسل نہ ہونے ے درمیاؿ ے
ی ک
ض

 فرؼ کو بھی معلوؾ کر سکے۔اس اکائی میں طالب علم آ گے چل کریہ 

  سب سے پہلے ہم کسی ویکٹر قدری تفاعل کو یاد کرتے ہیں۔

 

ل پزھیں گے۔ آی 
م
ک

 

ت

 کس طرح معلوؾ کرتے ہیں ۔ آخر میں ہم تفرؼ اور 

 

 (Vector Valued Functions)ویکٹر قدری تفاعل 14.2

سے لکھ تے ہیں ۔ ر  D( ہم Domainکسی حقیقی متغیر  کا ویکٹر تفاعل )جس کو ہم ویکٹرقدری تفاعل بھی کہتے ہیں( جس کا دامنہ )

ے لیے     ہو تو ر ایک     کسی حقیقی متغیر کا ویکٹر تفاعل ہے جسکا دامنہ  ے لیے ایک غیر معمولی ویکٹر دیتا ہے۔ تو اگر     ایک نمبر 

حقیقی قدری تفاعل ہو اس         حقیقی نمبر ہو اور  کوئی  ہوگا ۔  اس کا مطلب یہ ہوا کہ اگر  ( )⃗ ہمارے پاس ایک غیر معمولی ویکٹر 

  متغیر ے تب  
  اور  

 کو کچھ اس طرح سے لکھ سکتے ہیں( )⃗ میں  

( )      8
 ⃗( )    ( ) ̂     ( ) ̂

 ⃗( )    ( ) ̂     ( ) ̂     ( ) ̂
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( )⃗ ویکٹر تفاعل کو  گئےے اجزا کہتے ہیں۔ ہم اوپر دیے   کو ہم         اؿ اوپر لکھی گئی عبارتوں میں  اور   〈( )  ،( )  〉 

 ⃗( )  سے بھی لکھ سکتے ہیں۔〈( )  ،( )  ،( )  〉 

 مثاؽ;

20  ⃗( )   ̂    ̂        ̂ 

30  ⃗( )   ̂  
 

 
 ̂      ̂ 

40  ⃗( )  (    ) ̂     ̂ 

 یہ سب ویکٹر تفاعل  ہیں۔

بھی لگا سکتے ہیں   لگاتے  ہیں اسی طرح سے ویکٹر تفاعل پر( Operations)تفاعل ے اوپر آپرشن،(Scalar)ہم جس طرح سے اسکیلر 

اور  ⃗⃗   ⃗⃗ ،  ⃗⃗   ⃗⃗ ،  ⃗⃗   ⃗⃗ اسکیلر تفاعل ہے، تب کوئی ( ) ے ویکٹر تفاعل ہیں اور  کسی حقیقی متغیر   ⃗⃗ اور  ⃗⃗ ۔ ماؿ لیجیے کہ 

 کو ہم کچھ اس طرح سے لکھ سکتے ہیں;ایک اسکیلر تفاعل ہے۔ اوپر بیا  ⃗⃗   ⃗⃗ سب ویکٹر تفاعل ہیں جب کہ   ⃗⃗  

  

 

 ؿ کردہ آپرن

(i) ( ⃗⃗   ⃗⃗ )( )   ⃗⃗ ( )   ⃗⃗ ( ) 

(ii) ( ⃗⃗   ⃗⃗ )( )   ⃗⃗ ( )   ⃗⃗ ( ) 

(iii) ( ⃗⃗   ⃗⃗ )( )   ⃗⃗ ( )   ⃗⃗ ( ) 

(iv) (  ⃗⃗ )( )   ( ) ⃗⃗ ( ) 

(v) ( ⃗⃗   ⃗⃗ )( )   ⃗⃗ ( )   ⃗⃗ ( ) 

 

 اور تسلسل 14.3

 

مٹ
ل
 (Limit and Continuity of Vector Functions)ویکٹر تفاعل کی 

 ے بارے میں پزھیں گے اور یہ بھی معلوؾ کریں گے کہ ویکٹر تفاعل کو مسلسل

 

مٹ
ل
ہونے ے  اس حصہ میں ہم ویکٹر تفاعل  کی 

 لیے کن شرائط کو پورا کرنا پزتا ہے۔

 

 

 

 

 

 

 

   
   

 ⃗( )    

   
   

‖ ⃗( )   ‖    

ر ػ ہیں جو کسی کھلے وقفہ میں  موجود  ؾ  کوئی ویکٹر قدری تفاعل ہے جو اؿ تما ( )⃗ ماؿ لیجیے کہ  تعریف;
ع

 

مٹ
ے لئے 

ر ػ ہونے کی   ے علاوہ یہ بھی ماؿ لیجیے کہ کھلے وقفہ میں کوئی نمبر  ہوں اس
ع

 

مٹ
بھی  موجود ہے اور ویکٹر قدری تفاعل کو اس نمبر پر 

 کوئی ضرورت نہیں ہے، تب ہم دیکھتے ہیں کہ 

 صرػ اور صرػ تب ہو سکتا ہے جبکہاور ایسا 
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کی  اور ( )⃗ کریں کہ اؿ دونوں ویکٹرس ے ابتدائ نقاط ایک ہوں تب( Positioned)کو کچھ اس طرح سے پوزیشنڈ اور ( )⃗ اگر ہم  

( )⃗ ‖درمیانی دوری   ہوگی۔ ‖  

 

گ ویکٹر  ( )⃗ ہم دیکھتے ہیں کہ ویکٹر قدری تفاعل 

 

ی

 

من
ل

چ کرے گا اور ایسا صرػ اور کو ایپرو نمبر  کریگا جب  (Approach)کو ایپروچ کسی 

اجزا   ہیں ،  اؿ کو ایپروچ کرے۔ اس (Corresponding)ے جو متناظر   ے جو اجزا تفاعلات  ہیں وہ  ( )⃗ صرػ جب ہو سکتا ہے جب کہ 

 سے ہم مندرجہ لکھ سکتے ہیں۔

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ⃗( )  〈  ( )   ( )〉    ( ) ̂     ( ) ̂ 

 ⃗( )  〈  ( )   ( )   ( )〉 

   
   

 ⃗( )  2   
   

  ( )3  ̂   2   
   

  ( )3  ̂   2   
   

  ( )3  ̂ 

 ماؿ لیجیے کہقضیہ; 

( )⃗         تب  〈   
   

  ( )    
   

  ( )〉  2   
   

  ( )3  ̂   2   
   

  ( )3  ̂ 

 وجود رکھتی 

 

مٹ
ل
س ہیں وہ وجود  رکھتی ہوں۔  اس ے برعکس اجزا تفاعلات  کی 

 

من
ل

اور اس ے ہونے ے لئے شرط ہے کہ اجزا تفاعلات کی جو 

گ ویکٹر  کو ایپروچ کرے جب   ( )⃗ ہیں اگر 

 

ی

 

من
ل

    بھی 

تب ماؿ لیجیے کہ ویکٹر     ے لیے کچھ اسی طرح سے باؿ کرسکتے ہیں۔ جب   اوپر  بیاؿ کردہ تعریف  کو ہم تین اجزا  ے تفاعلات

 ہوگی جہاں پر         ے اجزا تفاعلات  ( )⃗ تفاعل

 

مٹ
ل
 ، تب ویکٹر تفاعلہے∞ کوئی نمبر ہے یا پھر    کی  معین 

 

 

مٹ
ل
 ہم  کچھ اس طراح  سے بیاؿ کرتے ہیںہے     جب کہکی 
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( )⃗ ‖ؿ کردہ تعریف میں ایک  ویکٹر قدری تفاعل ہے تب ہم نے اوپر بیا( )⃗ کہ ماؿ لیجیے نوٹ; کا  استعماؽ کیا ہے کیوں کہ ‖  

‖ ⃗( )  ے ایک ویکٹر قدری  تفاعل ہونے ے باوجود  ( )⃗ دوری کو بیاؿ کرتے ہیں اس لیے یہ ایک نمبر ہے اس ے علاوہ ‖  

   
   

‖ ⃗( )   ‖ 

 ہے۔

 

مٹ
ل
 کسی حقیقی قدری تفاعل  کی ایک عاؾ 

(  )⃗ ؿ لیے کہ ما 2-مثاؽ    
  ̂       ̂       (   )  ، تب ̂ 

                                                   
    

 ⃗(  )  (    
    

  
 )  ̂  (    

    
    )  ̂  (    

    
     (   ))  ̂ 

                                               
    

 ⃗(  )     ̂    ̂ 

 اس مثاؽ کو ہم کچھ اس طرح  سےبھی بیاؿ کر سکتے ہیں

   
    

 ⃗(  )     
    

〈  
 
،     

،       (   )〉 

                                                                     〈    
    

  
 
،    

    
    

،    
    

(      (   ))〉 

                                                                     〈       〉 

(  )⃗ جب کہ  کریںکی قدر معلوؾ  (  )⃗         3-مثاؽ  (  
   ) ̂       ̂      (   )  ̂ 

(  )⃗         -حل  [    
    

(  
   )]  ̂  [    

    
(    )]  ̂  [    

    
(   (   ))]  ̂ 

                                                           (     ) ̂  (  ) ̂   (   (  )) ̂ 

                                                               ̂     ̂ 

( )⃗ جب کہ  کریںکی قدر معلوؾ  ( )⃗        -4مثاؽ      ̂       ̂  (      (   )) ̂ 

( )⃗  -حل      ̂       ̂  (      (   )) ̂ 

                                          
   

 ⃗( )  0   
   

(   )1  ̂  0   
   

(    )1  ̂  0   
   

(      (   ))1  ̂ 

                                                         ( ) ̂  (   ) ̂   (     ) ̂ 

                                                           ̂    ̂ 

ے  حقیقی قدری تفاعل ۔ مثاؽکوئی نوٹ; ویکٹر قدری تفاعل یا ویکٹر تفاعل بھی اسی طرح کی بہت ساری خصوصیات کو مطمئن کرتا ہے۔ جیسے 

اور ( ) ⃗ ،  ( ) ⃗ تب    اسکیلر تفاعل ہے ۔ جب  کوئی ( ) ے تفاعل اور  کسی حقیقی متغیر   ( ) ⃗ اور  ( ) ⃗ طور پر ماؿ لیجیے کہ 

 معین ( ) 

 

مٹ
ل
 ( کریں گے;Holdہوگی اور مندرجہ ذیل بھی ہولڈ) (Finite Limit)اؿ سب تفاعلات کی 

   
   

, ⃗ ( )   ⃗ ( )-     
   

 ⃗ ( )     
   

 ⃗ ( ) 

   
   

, ⃗ ( )   ⃗ ( )-     
   

 ⃗ ( )     
   

 ⃗ ( ) 

   
   

, ( ) ⃗ ( )-  (   
   

 ( )) (   
   

 ⃗ ( )) 

   
   

, ⃗ ( )   ⃗ ( )-  (   
   

 ⃗ ( ))  (   
   

 ⃗ ( )) 

   
   

, ⃗ ( )   ⃗ ( )-  (   
   

 ⃗ ( ))  (   
   

 ⃗ ( )) 
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 )ے لیے بھی صحی ہیں جب کہ تماؾ ایکسپر    یا     اوپر بیاؿ کردہ تماؾ ضابطے 

  

 

 ہو۔Expressionsن

 

مٹ
ل
 ( میں معین 

( ) ⃗ ماؿ لیجیے کہ  -2مثاؽ     ̂ ( ) ⃗ اور  ̂          ̂  (   ) ̂  تب  دکھایے کہ  ̂ (    ) 

i0       , ⃗⃗ ( )   ⃗⃗ ( )-  (   
   

 ⃗⃗ ( ))  (   
   

 ⃗⃗ ( )) 

ii0       , ⃗ ( )   ⃗ ( )-  (   
   

 ⃗ ( ))  (   
   

 ⃗ ( )) 

iii0       , ⃗ ( )   ⃗ ( )-  (   
   

 ⃗ ( ))  (   
   

 ⃗ ( )) 

  -حل

i0 ہمیں دیا گیا ہے 

 ⃗ ( )     ̂      ̂ 

( ) ⃗    اور     ̂  (   ) ̂  (    ) ̂ 

                       ⃗ ( )   ⃗ ( )  |
 ̂  ̂  ̂

      

  (   )  (    )

| 

                                                (     (   )) ̂  (   (    )       ) ̂  (      ) ̂ 

                                                (       ) ̂  (              ) ̂  (      ) ̂ 

 ہم کچھ اس طرح سے حاصل کر سکتے ہیں۔

 

مٹ
ل
 اس لیے اس کی 

   
   

, ⃗ ( )   ⃗ ( )-     
   

(       ) ̂     
   

(              ) ̂     
   

(      ) ̂ 

                                             (    ) ̂  (        ) ̂  (   ) ̂ 

                                             (     ) ̂                                                                                      ( ) 

س کا کراس پروڈکٹ

 

من
ل

 نکالتے ہیں۔(Cross Product)اب  ہم 

                               
   

 ⃗ ( )     
   

(   ̂      ̂) 

                                                 
   

(  ) ̂     
   

(   ) ̂ 

                                                ̂    ̂ 

 اور

                               
   

 ⃗ ( )     
   

[   ̂  (   ) ̂  (    ) ̂] 

                                                 
   

(  ) ̂     
   

(   ) ̂     
   

(    ) ̂ 

                                                ̂  ( ) ̂  (   ) ̂ 

                                                ̂  (   ) ̂ 

  (   
   

 ⃗ ( ))  (   
   

 ⃗ ( ))  |
 ̂  ̂  ̂
   
    (   )

| 

                                              (   ) ̂  (  (   )    ) ̂  (   ) ̂ 

                                                       (         )  ̂

                                                        (     ) ̂                                                                         ( ) 
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 سے ہمیں ملتا ہے کہ (3)اور  (2)اس لیے 

   
   

, ⃗ ( )   ⃗ ( )-  (   
   

 ⃗ ( ))  (   
   

 ⃗ ( )) 

 

ii0  ہم نے اوپر دیکھا کہ 

   
   

 ⃗ ( )    ̂    ̂ 

 ورا

   
   

 ⃗ ( )    ̂  (   ) ̂ 

 اس لیے 

                                     (   
   

 ⃗ ( ))  (   
   

 ⃗ ( ))  (  ̂    ̂)  (  ̂  (   ) ̂) 

                                                                                      (   ) 

                                                                                                                                          ( ) 

 اسی طرح  سے

                                                           ⃗ ( )   ⃗ ( )  (   ̂      ̂)  (   ̂  (   ) ̂  (    ) ̂) 

                                                                                          (    ) 

                                                                                                 
 

                                               
   

, ⃗ ( )   ⃗ ( )-     
   

(               ) 

                                                                                           

                                                                                                                                          ( ) 

 سے ہمیں ملتا ہے( 5) اور(3)

   
   

, ⃗ ( )   ⃗ ( )-  (   
   

  ( ))  (   
   

 ⃗ ( )) 

iii0 ہمارے پاس دیا گیا ہے کہ 

 ⃗ ( )     ̂      ̂ 

( ) ⃗    اور     ̂  (   ) ̂  (    ) ̂ 

                                                     ⃗ ( )   ⃗ ( )  (     ) ̂  (   ) ̂  (    (    )) ̂ 

                                              
   

, ⃗ ( )   ⃗ ( )-  0   
   

(     )1  ̂  0   
   

(   )1  ̂ 

                                                                                     0   
   

(    (    ))1  ̂ 

                                                                                   (   ) ̂  (   ) ̂  (  (   )) ̂ 

                                                                                   (   ) ̂  (   ) ̂ 

 اسی طرح سے

                                   (   
   

 ⃗ ( ))  (   
   

 ⃗ ( ))  (  ̂    ̂)  {  ̂  (   ) ̂} 

                                                                                   (   ) ̂  *  (   )+ ̂ 

                                                                                  (   ) ̂  (   ) ̂ 
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 (Continuity of Vector Function) ویکٹر تفاعل کا تسلسل14.3.1

ے دامنہ میں ہو اور مندرجہ ذیل شرط بھی   ویکٹر تفاعل    پر مسلسل کہلاتا ہے اگر    کسی نقطہ ( )⃗ بھی ویکٹر تفاعل  ئیکو

 پوری ہوتی ہو۔

   
    

 ⃗( )   ⃗(  ) 

ر ػ  ہو    نقطہ  اس کا مطلب یہ ہوا کہ تفاعل
مظع
 جب کہ ( )⃗ پر 

 

مٹ
ل
   اور  (  )⃗ وجود رکھتی ہو اور      کی 

    

دونوں ایک  ( )⃗ 

 دوسرے ے برابر ہو۔

مسلسل ہے اگر یہ تفاعل اس وقفہ ے ر ایک نقطہ پر مسلسل ہوجب کہ ہم یہ بات ماؿ کر چل کسی  وقفہ پر ( )⃗ تفاعل کوئی ہم کہتے ہیں کہ 

 سے تبدیل کر دیتے ہیں۔  (End)رہے ہیں کہ وقفہ ے آخری

 

مٹ
ل
 کو ہم اس ے مطابق کی ایک طرفہ 

 

مٹ
ل
نقطہ پر اوپر بیاؿ کردہ دوطرفہ 

 ووگا اگر    کسی نقطہ ( )⃗ عل بھی ویکٹر تفاکوئی یہاں سے ایک بات اور واضح ہو تی ہے کہ 
سلہ
سل
م

ے تماؾ اجزا تفاعل بھی اس نقطہ پر  ( )⃗ پر 

 مسلسل ہو ۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ 

 ⃗( )   ( ) ̂   ( ) ̂   ( ) ̂ 

 ووگاجب کہ    کسی نقطہ 
سلہ
سل
م

 ے دامنہ میں ہو اور  ( ) ،( ) ،( ) اجزا تفاعل   پر 

   
    

 ( )   (  ),  

   
    

 ( )   (  ),  

   
    

 ( )   (  ) 

 کی کس قیمت ے لیے  کہ  یےبتا مثاؽ;

 ⃗( )       ̂  (    ) ̂       ̂ 

 ایک مسلسل تفاعل ہے۔

 ہے  اگر اس ے اجزا تفاعلات مسلسل ہوتے ہیں اس کا مطلب یہ ہوا کہ مسلسل ہوتا  ( )⃗ ہم جانتے ہیں کہ ویکٹر تفاعل  -حل

 ( )      ، ( )  (    )، ( )       

 بھی مسلسل ہوگا۔( )⃗ اگر مسلسل ہوں گے تو 

( ) مسلسل ہوتا ہےاس ے علاوہ   کی تماؾ قیمتوں ے لیے تفاعل  ہم نے دیکھا کہ ،       جب  مسلسل ہوگا(    ) 

( ) ے لیے     آخر میں ہم دیکھ تے ہیں کہ تماؾ ؛      جس کا مطلب یہ ہوا کہ  بھی مسلسل ہوتا ہے، اس لیے تفاعل       

      نمبر ہو اور  (Positive)ایک مثبت   کی قیمتوں ے لیے جہاں پر  مسلسل ہوگا اؿ تماؾ  
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 (Derivative of Vector Valued Function) مشتقویکٹر قدری تفاعل کا 14.4

 کی مدد سے نکالتے ہیں ٹھیک اسی طرح سے ہم  حقیقی  ویکٹر قدری تفاعل 

 

مٹ
ل
جس طرح سے ہم کسی حقیقی قدری تفاعل ے مشتق کو 

 کی مدد سے لکھتے ہیں۔

 

مٹ
ل
 ے مشتق کو 

 

 

 

 

 

 نوٹ; 

 وجود رکھے۔ (Differentiable)پر  تفرؼ پسیر  کو ہم ( )⃗ ہمیں  یاد رکھنا چاہیے کہ کسی تفاعل  (2

 

مٹ
ل
 کہتے ہیں اگر اوپر بیاؿ کردہ 

ے  مشتق کو مختلف قسم سے لکھ سکتے ہیں ( )⃗ کسی تفاعل  (3

 

  
, ⃗( )- 

  ⃗

  
  ⃗ ( )   

 

ر ػ ہے۔( ) ⃗ پر    کو تفرؼ پسیر کہتے ہیں اگر  ویکٹر تفاعل کوئی پر      کس نقطہ  (4
ع

 

مٹ
 

 (Magnitude)کا  میزانیہ( ) ⃗ کی تماؾ قیمتوں ے لیے   بھی  ایک ویکٹر تفاعل ہے اس کا مطلب یہ ہے کہ ( ) ⃗ ہم نے دیکھا کہ  (5

( ) ⃗ بھی سوائے ( Direction)بھی ہوگا اور جہت بھی ایک جہت کوئی ہوگا اور اس کا کا میزانیہ صفر ( ) ⃗ ے لیے جہاں پر   

 نہیں ہوگی۔

6)  

 

مٹ
ل
س کی مدد سے پزھتے ہیں اس لیے  component wiseکیوں کہ ہم کسی بھی ویکٹر قدری تفاعل کی 

 

من
ل

نکالتے ہیں اور مشتق کو ہم 

 ہیں۔یہ اچھا رہے گا اگر ہم مشتق کو اجزا تفاعل کی شکل میں پزھیں۔ اس کو ہم مندرجہ قضیہ کی مدد سے دیکھتے 

پر تفرؼ  کا ر ایک اجزا تفاعل بھی  پر تفرؼ پسیر صرػ اور صرػ تب ہوگا جب   کسی   ویکٹر قدری تفاعل ہو تب کوئی ( )⃗ اگر  قضیہ;

 ہوں گے۔Derivesمتناظراجزا تفاعل کے  ( )⃗ ے جو اجزا تفاعل ہوں گے وہ  ( ) ⃗ پسیر ہواس ے علاوہ 

( )⃗  اگر   اس کا مطلب یہ ہوا کہ   ( ) ̂   ( ) ̂ تفرؼ پسیر ہوگا اگر   ( )⃗ ایک ویکٹر قدری تفاعل ہے تب  ̂ ( )  

 تفرؼ پسیر ہوں اور  ،  ،  

 ⃗ ( )    ( ) ̂    ( ) ̂    ( ) ̂ 

 ؿ لیجیے کہگے۔ ما ستعماؽ کرے اس قضیہ کو ثات  کریںہم مشتق کی تعریف کا ا ثبوت;

 ⃗( )   ( ) ̂   ( ) ̂   ( ) ̂ 

     تب

 ⃗ ( )     
    

  

  
    

    

 ⃗(    )   ⃗( )

  
 

  نکالتے ہیں جس کو ہم سے( ) ⃗ ویکٹر قدری تفاعلکسی   کا مشتق بلحاظ   کوئی ویکٹر قدری تفاعل ہے ، تب ہم  ( )⃗ اگر  تعریف;

 کچھ اس طرح سے لکھتے ہیں

 جو اوپر بیاؿ کی گئی ہے وہ  وجود رکھتی ہو۔

 

مٹ
ل
 جہاں  پر بھی یہ 



226 

 

             ⃗ ( )     
   

 (   )   ( )

 
 

                          
   

[ (   ) ̂   (   ) ̂   (   ) ̂]  [ ( ) ̂   ( ) ̂   ( ) ̂]

 
 

                       6    
   

 (   )   ( )

 
7  ̂  6    

   

 (   )   ( )

 
7  ̂  6    

   

 (   )   ( )

 
7  ̂ 

                         ( ) ̂    ( ) ̂    ( ) ̂ 

( )⃗ مانا کہ -2مثاؽ      ̂      ̂      (  )  ہے تب̂ 

 

  
, ⃗( )-   ⃗ ( )  

 

  
(   ) ̂  

 

  
(   ) ̂  

 

  
*    (  )+ ̂ 

                                                                                         ̂      ̂       (  )  ̂ 

( )⃗  اگر -3مثاؽ     ̂       (  )  ̂  ۔کی قیمت معلوؾ کیجیے( ) ⃗ ہو  تب  ̂   

 گیا ہےدیا  -حل

 ⃗( )     ̂       (  )  ̂    ̂ 

                                                             ⃗⃗
 
( )    ̂        (  )  ̂ 

                                                            ⃗⃗
 
( )    ̂      ̂ 

( )⃗ اگر  -4مثاؽ   | | ̂     ( )  ̂  تفرؼ پسیر ہے؟( )⃗ کی کن قیمتوں ے لیے   کہ  بتائیےہے تو ̂ (   ) 

ے  اجزا تفاعل تفرؼ پسیر ہوں۔ ہم دیکھتے ہیں کہ  ( )⃗ ہے  جنکے لیے  کی قیمتوں ے لیے تفرؼ پسیر   اؿ تماؾ   ( )⃗ ہم جانتے ہیں کہ  -حل

کی قیمتوں ے لیے تفرؼ پسیر   تماؾ      اور  ( )   ے اس طرح سے    یر ہے سوائے  کی قیمتوں ے لیے تفرؼ پس  تماؾ  | |

 ے ۔   ئے  کی قیمتوں ے لیے تفرؼ پسیر ہیں سوا  تماؾ   ( )⃗ ہے۔ اس لیے 

( )⃗  -5مثاؽ       ̂      ̂  ۔بتائیےکی قیمت  ( ) ⃗ ے لیے   ̂ (     ) 

 دیا ہے  -حل

 ⃗( )      ̂      ̂  (     ) ̂ 

                                                     ⃗ ( )      ̂      ̂  (     ) ̂ 

 ⃗ کی الگ الگ قدر ے لیے بھی ہم  
 کو معلوؾ کر سکتے ہیں۔جیسے 

                                                              ⃗⃗
 
( )    ̂    ̂ 

                                                              ⃗⃗
 
( )     ̂     ̂    ̂ 

تینوں تفاعل   اور  ( ) ⃗ ، ( ) ⃗ تفاعل ہو اور )میزانی(اسکیلر کوئی  ویکٹر تفاعل ہوں  اور   ( ) ⃗ اور  ( ) ⃗ )مشتق ے اصوؽ( اگر  قضیہ;

 ہوں تب مندرجہ ذیل اصوؽ بنتے ہیں;کوئی  اور  پر تفرؼ پسیر ہوں اور  

 

ٹ

 

 ٹ
ن

 

ی
ش

 

ن

 کو

i. 
 

  
, -    

ii. 
 

  
,  ⃗ ( )-   

 

  
, ⃗ ( )- 

iii. 
 

  
, ⃗ ( )   ⃗ ( )-  

 

  
, ⃗ ( )-  

 

  
, ⃗ ( )- 

iv. 
 

  
, ⃗ ( )   ⃗ ( )-  

 

  
, ⃗ ( )-  

 

  
, ⃗ ( )- 
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v. 
 

  
,  ⃗ ( )    ⃗ ( )-   

 

  
, ⃗ ( )-   

 

  
, ⃗ ( )- 

vi. 
 

  
, ( ) ⃗ ( )-   ( )

 

  
, ⃗ ( )-  

 

  
, ( )- ⃗ ( ) 

vii. 
 

  
, ⃗ ( )   ⃗ ( )-  

 

  
, ⃗ ( )-   ⃗ ( )   ⃗ ( )  

 

  
, ⃗ ( )- 

viii0 
 

  
, ⃗  ( )-  

 

  
, ( )-

  ⃗ 

  
( ( )) 

 

 (Tangent Vector)مماسی ویکٹر14.4.1

مبدا سے (  )⃗ نقطہ ہے اور یہ بھی ماؿ لیتے ہیں کہ کوئی ے گراػ پر ( )⃗ اس تفاعل  ویکٹر قدری تفاعل ہے اور کوئی ( )⃗ ماؿ لیجیے  کہ 

ہے اگر  (Radius Vector)ریڈیس ویکٹرکوئی پر   اس نقطہ

 

  
کچھ  اس طرح سے وجود رکھے کہ -(  )⃗ ,

 

  
, ⃗(  )- تب ہم    

 خطہو مماسی (Parallel)ے متوازی(  ) ⃗ سے گزرتی ہو اور  خط جو نقطہ کوئی ے گراػ پر مماس ویکٹر کہتے ہیں اورایسا  ( )⃗ کو (  ) ⃗ 

 ہیں۔ سکتے لکھ بھی طرح اس کچھ ہم کو بات کردہ بیاؿ اس ہے۔ کہلاتا

 

 

 

 

(  )⃗ اگر   (  ) ⃗ اور       پر  ہم مماسی خط کچھ اس طرح سے لکھتے ہیں۔  ے گراػ ے لیے ( )⃗ ہو تب    

 ⃗         

(  ) ⃗ پر تفرؼ پسیر ہواور  کسی نقطہ( )⃗ اگر پر     ے گراػ ے لئے کسی نقطہ( )⃗ اس تفاعل(  ) ⃗ تب  

 مماس ویکٹر ہوگا۔
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( )⃗ اگر  -2مثاؽ      ̂  (     ) ̂ ( مماسی ii( مماس ویکٹر اور )iپر  )   ایک ویکٹر قدری تفاعل ہو تب نقطہ ̂ (    ) 

      خط کی مساوات نکالیے جب کہ 

( )⃗ ماؿ لیتے ہیں کہ  -حل      ̂  (     ) ̂  (    ) ̂ 

                         ⃗ ( )  
 

  
, ⃗( )-  

 

  
[    ̂  (     ) ̂  (    ) ̂] 

      ̂  (     ) ̂  (
 

 
)  ̂ 

(i)   ہو مماس ویکٹر ہوگا       پر  جہاں    نقطہ اس لیے 

 ⃗ (   )        ̂  (     ) ̂    ̂ 

(ii)  ⃗( )ے (   )⃗ سے گزریگی اور    پر جو مماسی خط ہوگا وہ اصل میں وہ خط ہوگا جو نقطہ       ے  گراػ ے لیے نقطہ

 متوازی ہوگی۔  اس لیے

 ⃗(   )    (   ) ̂  ((   )   (   )) ̂  (   (   )) ̂ 

                                                    ̂  (     ) ̂  (   (   )) ̂ 

 ہوگا اس لیے مماسی خط کی پیرامٹرک مساواقت ہوگی ((   )              )اور  مماس نقطہ 

                                 (   )     

اور اس کی مدد سے     پر  ہو تو مماسی خط کی پیرامٹرک مساوات نکالیے جہاں                  اگر   -3مثاؽ

 پر بھی نکالیے۔   

 ہمیں دیا گیا ہے -حل

                  

 جس کو ہم کچھ اس طرح سے ویکٹر کی شکل میں لکھتے ہیں

                                         ⃗( )       ̂       ̂    ̂ 

                         ⃗(  )   ⃗        ̂        ̂     ̂ 

                                 ⃗ (  )         ̂        ̂   ̂ 

                                        ⃗         ̂        ̂   ̂ 

 پر مماسی خط کی ویکٹر  مساوات کو ہم کچھ اس طرح سے لکھ سکتے ہیں     یہ معلوؾ ہوتا ہے کہ اس سے ہمیں

                                              ⃗        ̂        ̂     ̂   (       ̂        ̂   ̂) 

                                                  (            ) ̂  (            ) ̂  (    ) ̂ 

 پر مماسی خط کی پیرامٹرک  مساوات کو ہم اس طرح سے لکھ سکتے ہیں    اس لیے 

                 
                 

                                                                            

 پر مماسی خط  کو ہم  کچھ اس طرح سے لکھ سکتے ہیں    اور 
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( ) ⃗ اگر  -4مثاؽ         ̂  (    ) ̂ ( ) ⃗ اور  ̂      (    ) ̂      ̂ پر     تب  ہو  ̂ (    ) 

 مماسی خط اور مماس ویکٹر کو معلوؾ کیجیے۔

 دیا گیا ہے -حل

                                     ⃗ ( )         ̂  (    ) ̂     ̂  

( ) ⃗     اور  (    ) ̂      ̂  (    ) ̂ 

                                                     ⃗ 
 
( )  

 

    
 ̂  (    ) ̂      ̂ 

 اور

                                                         ⃗ 
 
( )      ̂     ̂  (    ) ̂       

                                                    ⃗ 
 
( )     ̂      ̂     ̂ 

 اور

                                                        ⃗ 
 
( )     ̂     ̂     ̂ 

 اس طرح سے

                                                         ⃗ ( )          ̂     ̂     ̂ 

 اور

                                                         ⃗ ( )     ̂      ̂     ̂ 

 اب  اس سواؽ میں صرػ مماسی خط اور مماس ویکٹر لکھنا باقی رہ گیا  جو ہم آپ ے لیے مشق ے طور پر چھوڑتے ہیں۔

 (Smooth Curve)ہموار منحنی 14.4.2

  کی قیمتوں ے لیے جہاں   ہموار ہوگا اؿ تماؾ  ( )⃗ پر تفاعل  ویکٹر تفاعل ہے تب کسی وقفہ کوئی ( )⃗ اگر
مسلسل ہو اور  

 ⃗ ( ) کہلاتا ہے اگر ہم اس وقفہ کو معین نمبر (Piecewise Smooth)اس طرح سے گراػ کسی وقفہ پر ٹکڑوں ے اعتبار سے ہموار  

(Finite Number) تحت وقفہاوػ(Sub Interval) ہموار ہو۔( )⃗ لکھ سکیں جہاں پر تماؾ تحت وقفہ میں 

( )⃗ بتائے کہ کیا  -مثاؽ  (    ) ̂       ̂  ے لیے ہموار ہے۔  تماؾ  ̂     

 ہمیں دیا گیا ہے -حل

 ⃗( )  (    ) ̂       ̂      ̂ 

                                                     ⃗ ( )      ̂       ̂      ̂ 

 ے لیے مسلسل ہے اور  تماؾ  ( ) ⃗ جس سے ہمیں معلوؾ ہوتا ہے کہ 

 ⃗ ( )     ̂      ̂     ̂    

 نہ ہو ، ہموار ہوگا۔     ے لیے ہموار  نہیں ہے یکن  یہ اس وقفہ پر جس میں  اس لیے گراػ تماؾ 
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بدؽ جائے۔ ایک بات اور یاد رکھنی  (Direction)ایسا نقطہ ہو جس پر جہت کوئی گراػ کسی وقفہ پر ہموار نہیں ہوگا اگر اس وقفہ میں کوئی نوٹ;

نہیں ( Piecewise Smooth)ارٹکڑوں ے اعتبار سے بھی ہموتفاعل ہموار نہیں ہے تو یہ ضروری نہیں کہ وہ  اس وقفہ پر کوئی چاہے کہ اگر 

 ہوگا۔

 (Higher Order Derivatives)مشتقرتبہ اعلا  14.4.3

( )⃗ اگر    ( ) ̂   ( ) ̂ اس  (Higher Order Derivatives)مشتقرتبہ کا  اعلا ( )⃗ ایک ویکٹر تفاعل ہے تب ہم  ̂ ( )  

کا اگر ہمیں اعلا مشتق نکالنا ہے تو ( )⃗ نکاؽ سکتے ہیں۔ اس کا مطلب (Successive Derivative)ے اجزا تفاعل ےمتواترمشتق ( )⃗ تفاعل 

( )⃗ کو تفرؼ کرتے ہیں تو اگر ( )  ،( )  ،( )    ( ) ̂   ( ) ̂   ( ) ̂ 

 کا دوسرا مشتق نکالنا ہے تو 

 ⃗  ( )  ( ⃗ ( ))
 

    ( ) ̂     ( ) ̂     ( ) ̂ 

 اور  اسی طرح تیسرے مشتق کو لکھتے ہیں

 ⃗   ( )      ( ) ̂      ( ) ̂      ( ) ̂ 

 اس  طرح سے دیگر مشتقات کو لکھ سکتے ہیں۔ ہم اعلا مشتقات کو کچھ اس طرح سے بھی لکھ سکتے ہیں

  

   
, ⃗( )- 

   ⃗

   
  ⃗  ( )  ⃗  

 

     

  

   
, ⃗( )- 

   ⃗

     ⃗   ( )  ⃗   
 وغیرہ۔

( )⃗ اگر  -2مثاؽ      ̂  (     ) ̂   ،     وہنکالیے۔ اس ے علا( )   ⃗ اور ( )  ⃗ ، ( ) ⃗ ہو تو  ̂       

 پربھی اؿ سب کی قیمتیں معلوؾ کیجیے۔    اور  

 دیا گیا ہے کہ -حل

 ⃗( )      ̂  (     ) ̂        ̂ 

                                                   ⃗ ( )       ̂  (      ) ̂         ̂ 

                                                  ⃗  ( )       ̂  (    ) ̂         ̂ 

                                                 ⃗   ( )        ̂    ̂          ̂ 

 پر ہم دیکھتے ہیں کہ   

 ⃗ ( )      ̂     ̂     ̂    ̂ 

                                                  ⃗  ( )      ̂    ̂    ̂    ̂    ̂    ̂ 

                                                 ⃗   ( )       ̂    ̂     ̂     ̂

 پر ہم دیکھتے ہیں کہ   

 ⃗ ( )      ̂   ̂        ̂ 

                                                  ⃗  ( )      ̂    ̂        ̂ 

                                                 ⃗   ( )       ̂    ̂         ̂ 

 -پر بھی ہم اسی طرح سے نکاؽ سکتے ہیں   
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( ) ⃗ اگر -3مثاؽ    ̂     ̂ ( ) ⃗ اور  ̂         ̂     ̂  ہو تب مندرجہ کی قدر معلوؾ کیجیے; ̂   

(i) ( ⃗   ⃗ ) ( ) 

(ii) ( ⃗ 
 
  ⃗ )( ) 

(iii) ( ⃗   ⃗ 
 
)( ) 

( ) ( ⃗   ⃗ )اس ے علاوہ یہ بھی دیکھیے کہ  ( ⃗ 
 
  ⃗ )( )  ( ⃗   ⃗ 

 
 یا نہیں؟( )(

 ہمیں دیا گیا ہے  -حل

 ⃗ ( )    ̂     ̂     ̂ 

( ) ⃗      اور     ̂     ̂    ̂ 

                                            ( ⃗   ⃗ )( )  |
 ̂  ̂  ̂

    

     

| 

                                                                     (       ) ̂  (     ) ̂  (      ) ̂ 

                                       ( ⃗   ⃗ ) ( )  (            ) ̂      ̂  (       ) ̂……….(1) 

 ⃗ اب ہم 
 

 ⃗ اور 
 

 نکالتے ہیں

 ⃗ 
 
( )    ̂      ̂ 

 ⃗      اور 
 
( )     ̂     ̂ 

 اس لیے

( ⃗ 
 
  ⃗ )( )  |

 ̂  ̂  ̂

     

     

| 

                                                                                      (       ) ̂  (     ) ̂  (   ) ̂ 

                                                                                      (       ) ̂      ̂    ̂ 

 اور

( ⃗   ⃗ 
 
)( )  |

 ̂  ̂  ̂

    

     

| 

                                                                                       (     ) ̂  (    ) ̂  (       ) ̂ 

                                                                                             ̂      ̂   (     ) ̂ 

 اب ہم دیکھتے ہیں کہ 

( ⃗ 
 
  ⃗ )( )  ( ⃗   ⃗ 

 
)( )  .(       ) ̂      ̂    ̂/ 

 .(     ) ̂  (    ) ̂  (       ) ̂/ 

                                                       (            ) ̂      ̂  (       ) ̂……………………..(2) 

 سے ہمیں معلوؾ ہوتا ہے کہ( 3) اور(  2) مساوات

( ⃗   ⃗ ) ( )  ( ⃗ 
 
  ⃗ )( )  ( ⃗   ⃗ 

 
)( ) 
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( ) ⃗ ماؿ لیتے ہیں کہ   -4مثاؽ    ̂      ̂ ( ) ⃗ اور   ̂          ̂       ̂ ہو تب مندرجہ کی قدر معلوؾ ̂    

 کیجیے;

(i) (  ⃗ ( )     ⃗ ( ))
 

 

(ii) ( ⃗ ( )   ⃗ ( ))
 

 

(iii) ( ⃗ ( )     ⃗ ( ))
 

 

 ہمیں دیا گیا ہے کہ -حل

                                                                        ⃗ ( )    ̂      ̂     ̂ 

( ) ⃗     اور       ̂       ̂     ̂ 

                                                                  ⃗ 
 
( )     ̂      ̂      ̂ 

 ⃗     اور
 
( )      ̂       ̂    ̂ 

(i) اب 

                                                    ⃗ ( )    ̂      ̂      ̂ 

( ) ⃗                                                           اور      ̂         ̂      ̂         

                                 ⃗ ( )     ⃗ ( )  (  ̂      ̂      ̂)  (    ̂         ̂      ̂) 

                                                                    (     ) ̂  (          ) ̂  (       ) ̂ 

                                                                    (     ) ̂  (          )  ̂

                              (  ⃗ ( )     ⃗ ( ))
 

      ̂  (                )  ̂

(ii) ہم جانتے ہیں کہ 

( ⃗ ( )   ⃗ ( ))
 

  ⃗ ( )   ⃗ 
 
( )   ⃗ 

 
( )   ⃗ ( ) 

        (  ̂      ̂     ̂)  (    ̂       ̂    ̂)  (   ̂      ̂      ̂)  (    ̂       ̂     ̂) 

            (         )  (       ) 

                
 

(iii)  ⃗ ( )     ⃗ ( )  (  ̂      ̂     ̂)    (    ̂       ̂     ̂)          

                                                                          (  ̂      ̂     ̂)  (     ̂        ̂      ̂) 

                                                                          (      ) ̂  (         ) ̂  (      ) ̂ 

                                     ( ⃗ ( )     ⃗ ( ))
 

       ̂  (              ) ̂  (       ) ̂ 

 

 (Orthogonality of Vector Function)کی عمودیاتویکٹر تفاعل  14.4.4

ہو تب  ے لیے اختیاری مستقل  تماؾ  ‖( )⃗ ‖لمبائیویکٹر قدری تفاعل ہے جو تفرؼ پسیر بھی ہے اور اس کی  کوئی ( )⃗ اگر قضیہ;

 ایک دوسرے ے عمودی ہوں گے اس کا مطلب یہ ہوا کہ ( ) ⃗ اور اس کا مشتق ( )⃗ 

 ⃗( )   ⃗ ( )    

 ۔ایک دوسرے ے عمودی ہوں گے( ) ⃗ اور ( )⃗ تب  
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 ہےے لیے اختیاری مستقل تماؾ  لمبائیویکٹر قدری تفاعل ہے اور اس کی  کوئی ( )⃗ ہمیں دیا گیا ہے کہ   ثبوت;

‖ ⃗( )‖    

 اختیاری مستقل ہے۔کوئی  جہاں 

  اور   اگر ہمیں یہ ثات  کرنا ہے کہ 
 ے لیے  عمودی ہیں تو ہمیں دکھانا ہے کہ تماؾ  

 ⃗( )   ⃗ ( )    

 ہم جانتے ہیں کہ

                                 ‖ ⃗( )‖              

                                            ‖ ⃗( )‖ 
 

                                                        ⃗( )   ⃗( )      

                                   (   )  ( ⃗( )   ⃗( ))
 
     

                                              ⃗ ( )   ⃗( )   ⃗( )   ⃗ ( )     

                                               ⃗( )   ⃗ ( )     

                                              ⃗( )   ⃗ ( )     

 ⃗( )  عمودی ہیں۔( ) ⃗ اور 

 (Vector Motion)ویکٹر گردش 14.4.5

گے اور رفتار سے یں لحاظ وقت تفرؼ کر  ہم بہدیگا اگر(Velocity)کا مشتق ہمیں رفتار (Position)ہم جانتے ہیں کہ کسی چیز  کا مقاؾ 

 ملتا ہے ۔ اب ہم یہ سب ویکٹر تفاعل ے لیے استعماؽ کرتے ہیں۔  (Acceleration)ہمیں اسراع 

 سے لکھتے ہیں تب ہم مندرجہ کچھ اس طرح سے لکھتے ہیں۔ ( )⃗⃗ پر ہم ویکٹر تفاعل   ماؿ لیتے ہیں کسی چیز  کا مقاؾ کسی وقت 

  
  ⃗

  
 

  ‖
  ⃗

  
‖ 

گردش کی جہت    

  ⃗⃗⃗

  

‖
  ⃗⃗⃗

  
‖

  

 ⃗  
   ⃗

   
 )اسراع( 

 ماؿ لیتے ہیں کہ ہم مقاؾ ویکٹر کو کچھ اس طرح سے لکھتے ہیں

 ⃗( )   ( ) ̂   ( ) ̂   ( ) ̂ 

 تب

  ⃗

  
   ( ) ̂    ( ) ̂    ( ) ̂ 

   ⃗

   
    ( ) ̂     ( ) ̂     ( ) ̂ 

 پر مقاؾ مندرجہ ویکٹر سے ظار کرتے ہیں  کا وقت  ذرے کسی  -مثاؽ
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 ⃗( )        ̂  (    ) ̂      ̂ 

  اور(Speed) چاؽ(Velocity)ے لیے  رفتار   اور     ،    اس پر 

 

  
 کیجیے۔ اسراع نکالیےاور جہت ے بارے میں بھی ب

 ہمیں دیا گیا ہے -حل

 ⃗( )        ̂  (    ) ̂      ̂ 

                                                   ⃗  
  ⃗

  
       ̂      ̂      ̂ 

                                                 ⃗  
   ⃗

   
        ̂    ̂      ̂ 

 الگ قدر پر دیکھیں تو ہمیں ملتا ہے۔ –کی الگ   اگر  ہم وقت 

 پر    

 ⃗( )  
  

  
   ̂      ̂     ̂    ̂ 

 ⃗( )  
   

   
    ̂    ̂     ̂    ̂ 

 پر   

 ⃗( )  
  

  
 (     ) ̂     ̂    ̂ 

 ⃗( )  
   

   
 (      ) ̂    ̂     ̂ 

 پر   

 ⃗( )  
  

  
 (     ) ̂     ̂     ̂ 

 ⃗( )  
   

   
 (      ) ̂    ̂     ̂ 

سے ہمیں چاؽ اور ‖⃗ ‖ہم جانتے ہیں کہ 

 ⃗⃗

‖ ⃗⃗‖
 سے ہمیں جہت ملتی ہے، اس لیے

                                                       ‖ ⃗‖  √(     )  (  )  (   ) 
 

                                                                 √     ( )          
 

                                                 ‖ ( )‖  √        

                                                 ‖ ⃗( )‖  √ (    )        √ (    )      

                     ‖ ⃗( )‖  √ (    )           √ (    )        

 ویکٹر کی جہت ہم گ   ہم جانتے ہیں کہ دیے

 ⃗⃗

‖ ⃗⃗‖
سے نکالتے ہیں اس لیے ہم  

 ⃗⃗

‖ ⃗⃗‖
پر اس کی قیمتوں کو    اور     ،    کو نکاؽ کر 

 گے۔ نکاؽ لیں
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 (Vector Integrals)ویکٹر تکملے  14.5

 (Definite Integrals of Vector Function)ویکٹرقدری تفاعل ے معین تکملے14.5.1

ر ػ ہے، تب ہم  -   ,ایک ویکٹر تفاعل ہے جو ( )⃗ وقفہ ہے اور کوئی -   ,کہ ماؿ لیجیے  
مظع
ل اس وقفہ   ( )⃗ پر 

م
ک

 

ت

کا معین 

 کی شکل میں بیاؿ کرتے ہیں اور  اس کو کچھ اس طرح سے لکھتے ہیںRiemann Sumے اوپر ریماؿ ثم) -   ,

 

مٹ
ل
 ( کی 

∫  ⃗( )  

 

 

    
       

∑  ⃗(  
 )  

 

   

 

ل کسی وقفہ  ( )⃗ اوپر بیاؿ کردہ مساوات سے ہمیں یہ معلوؾ ہوتا ہے کہ 
م
ک

 

ت

پر  ایک ویکٹر کی شکل میں کھا  جا سکتا ہے جس ے  -   ,کا معین 

ل ہوں گے ۔ اس کا مطلب یہ ہوا کہ اگر ( )⃗ اجزا 
م
ک

 

ت

 ے اجزا تفاعل ے معین 

 ⃗( )   ( ) ̂   ( ) ̂   ( ) ̂ 

  ∫  ⃗( )  

 

 

    
       

∑  ⃗(  
 )  

 

   

 

                        
       

[(∑  (  
 )  

 

   

)  ̂  (∑  (  
 )  

 

   

)  ̂  (∑  (  
 )  

 

   

)  ̂] 

                     (    
       

∑  (  
 )  

 

   

)  ̂  (    
       

∑  (  
 )  

 

   

)  ̂  (    
       

∑  (  
 )  

 

   

)  ̂ 

 ∫  ⃗( )  

 

 

 :∫  ( )  

 

 

;  ̂  :∫  ( )  

 

 

;  ̂  :∫  ( )  

 

 

;  ̂ 

( )⃗ اگر -2مثاؽ      ̂       ̂ ∫ہے تو̂ (      )   ⃗( )  
 

 
 کی قدر معلوؾ کیجیے۔

( )⃗      دیاگیا ہے  -حل      ̂       ̂  (      ) ̂ 

                  ∫  ⃗( )  

 

 

 :∫      

 

 

;  ̂  :∫       

 

 

;  ̂  :∫         

 

 

;  ̂ 

                                         6  
  

 
7

 

 

 ̂  6  
   

 
7
 

 

 ̂  [  
     

 
]
 

 

 ̂ 

                                           (
 

 
  )  ̂  (    ) ̂  

 

 
 (         ) ̂ 

                                         
 

 
 ̂  (    ) ̂ 

∫ -3مثاؽ [   ̂     ̂  (     ) ̂]  
 

 
 کی قدر معلوؾ کیجیے۔
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 -حل

∫[   ̂     ̂  (     ) ̂]  

 

 

 :∫     

 

 

;  ̂   :∫   

 

 

;  ̂  : ∫(    )  

 

 

;  ̂ 

                                                                      6
  

 
7
 

 

 ̂   , - 
  ̂   ,    - 

  ̂ 

                                                                      4
  

 
  5  ̂   (   ) ̂   (         ) ̂ 

                                                                      
  

 
 ̂      ̂ 

 کی گئی ہےمیں گردش کر رہا ہے  مندرجہ ذیل سے ظار  (Space)کی رفتار جو اسپیسذرے ماؿ لو کہ کسی  -4مثاؽ

 ⃗( )       ̂     ̂  (     ) ̂ 

( )⃗ پر اس کا مقاؾ  ہم     ے تفاعل کی شکل میں نکالنا چاہتے ہیں اگر  کا مقاؾ  ہذرتب ہم  اس     ̂     ̂ سے ظار کرتے  ̂   

 ہیں۔

 میں ہم کو مندرجہ ذیل دیا گیا ہے جسکی ہے  (Initial Value Problem)اصل میں یہ مثاؽ ایک آئ وی پی  -حل

                                               ⃗( )       ̂     ̂  (     ) ̂                                    ( ) 

( )⃗   اور    ̂     ̂    ̂                                                       ( ) 

ل کرتے ہیں   لحاظ  ( کو بہ2ہم )
م
ک

 

ت

 

                                             ∫   ⃗   (∫      )  ̂  (∫     )  ̂  ∫(     )    ̂ 

                                               ⃗( )   4
   

 
   5  ̂  4

  

 
   5  ̂  (

     

 
   )  ̂ 

                                                        4
    

 
 ̂  

  

 
 ̂  

     

 
 ̂5     ̂     ̂     ̂             ( ) 

 ( سے ہم مندرجہ ذیل حاصل کرتے ہیں4اور ) (2)

  ̂     ̂    ̂  4
   

 
 ̂  

( ) 

 
 ̂  

    

 
 ̂5     ̂     ̂     ̂ 

                            ̂     ̂    ̂  (
 

 
 ̂  

 

 
 ̂)     ̂     ̂     ̂ 

 کرنے پر ہم دیکھتے  ہیں کہ(Compare) موازنہ

{
 
 

 
   

 

 
        

 

 
    

    
 

 
       

 

 

 

 اس لیے
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   ̂     ̂     ̂   
 

 
 ̂     ̂  

 

 
 ̂ 

 ( میں رکھتے ہیں اور دیکھتے ہیں کہ4اس کو ) ہم

 ⃗( )  4
    

 
 ̂  

  

 
 ̂  

     

 
 ̂5  

 

 
 ̂     ̂  

 

 
 ̂ 

                                                   
 

 
(      ) ̂  

 

 
(    ) ̂  

 

 
(       ) ̂ 

 

ل ے اصوؽ14.5.2
م
ک

 

ت

(Rules of Integration) 

 تب ہم دیکھتے ہیں کہ ں،ہو میزاؿ کوئی  اور   پر مسلسل ہوں اور -   ,ویکٹر تفاعل ہیں جو وقفہ ( ) ⃗ اور ( )⃗ ،( ) ⃗ اگر 

1. ∫   ⃗( )    
 

 
∫  ⃗( )  

 

 
 

2. ∫ ,  ⃗ ( )     ⃗ ( )-    
 

 
∫  ⃗ ( )  

 

 
  ∫  ⃗ ( )  

 

 
 

3. ∫ , ⃗ ( )   ⃗ ( )-   
 

 
∫  ⃗ ( )  

 

 
 ∫  ⃗ ( )  

 

 
 

4. ∫ , ⃗ ( )   ⃗ ( )-   
 

 
∫  ⃗ ( )  

 

 
 ∫  ⃗ ( )  

 

 
 

5. 
 

  
∫  ⃗( )    ⃗( ) 

6. ∫  ⃗ ( )    ⃗( )    

7. ∫  ⃗( )   [ ⃗⃗( )]
 

 
  ⃗⃗( )   ⃗⃗( ) 

( )⃗  -2مثاؽ      ̂ ل کیجیے۔کا ̂     
م
ک

 

ت

 

∫     -حل  ⃗( )   ∫(    ̂      ̂)   

                                                                        ∫(     )  ̂  ∫(     )  ̂ 

                                                                        4  
  

 
   5  ̂  4  

  

 
   5  ̂ 

                                                                        (   ̂     ̂)  (   ̂     ̂) 

                                                                        (   ̂     ̂)    

∫ -3مثاؽ (    ̂      ̂)
 

 
 کی قدر معلوؾ کیجیے۔  

∫    -حل (    ̂      ̂)
 

 
   ∫ (     )

 

 
 ̂  ∫ (     )

 

 
 ̂ 

  6
  

 
7
 

 

 ̂   6
  

 
7
 

 

 ̂ 

                                                                     
 

 
(( )   ) ̂  

 

 
(( )   )  ̂

                                                                     
 

 
    ̂  

 

 
    ̂ 

                                                                        ̂     ̂ 

( ) ⃗ اگر   -4ؽمثا ( )⃗ اور  〈   ، 〉   ۔کیجیےکو معلوؾ  ( )⃗ دیا گیا ہو تب〈  ، 〉 
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 ہم جانتے ہیں کہ -حل

 ⃗( )  ∫  ⃗ ( )   

                                                                                  ∫ 〈 ،   〉    

                                                                                  〈  ، 
   

 
〉    

( )⃗ ہے۔  ہمیں دیا گیا ہےکہ  مستقل ایک  جہاں پر   اس لیے〈  ، 〉 

                                                         ⃗( )  〈  ، 
   

 
〉    

                                                    ⃗( )  〈 ، 
 

 
〉    

                                        〈 ، 
 

 
〉     〈 ،  〉 

                                                           〈  ، 
  

 
〉 

 اس لیے

                                                        ⃗( )  〈  ، 
   

 
〉  〈  ، 

  

 
〉 

                                                    ⃗( )  〈    ، 
   

 
 

 

 
〉 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 14.6

 اور وہ اس قابل ہو جانا اس اکائی کو مکمل کرنے ے بعد طالب علم نے ویکٹر قدری تفاعل کی تعریف اور اس کی مختلف  مثاؽ سیکھیں 

 اور تسلسل معلوؾ  گ  چاہیے کہ وہ کسی دیے 

 

مٹ
ل
ل حاصل کر سکے۔  اس ے علاوہ   ویکٹر قدری تفاعل کی 

م
ک

 

ت

کرسکے ۔ وہ اس تفاعل کا تفرؼ اور 

 معلوؾ ہوجانا چاہیے۔ مزید ہموار ویٹر تفاعل ب  عمودی ہوتا ہے ، یہ سب بھیکوئی طالب علم کو مماسی ویٹر  اور نارمل ویکٹر ے بیچ کا فرؼ، اور 

 منحنی کی تعریف ،اس کی مثاؽ اور مختلف  پروپرٹیز بھی معلوؾ ہو جانی چاہیے۔

 (Key Words)کلیدی الفاظ 14.7

ل، مماسی ویکٹر، ہموار منحنی
م
ک

 

ت

، مسلسل،  ویکٹر تفاعل کا  تسلسل ، ویکٹر تفاعل کا مشتق، ویکٹر 

 

مٹ
ل
 ویکٹر قدری  تفاعل، 

 

 (Model Examination Questions)نہ امتحانی سوالاتنمو 14.8

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات ے حامل سوالات 14.8.1

20       〈
    

     
 

 

  
〉    
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A0 〈   〉  .B 〈
 

 
  〉  .C 〈   〉  .D 〈   〉 

30       〈
     

     
 

 

  
〉    

A0 〈
 

 
  〉  .B 〈   〉  .C 〈   〉  .D 〈   〉 

40       〈    ̂      ̂     ̂〉    

A0   ̂     ̂   ̂ .B     ̂   ̂ .C   ̂     ̂ .D   ̂     ̂   ̂ 

50       〈
 

 
 ̂  

 

 
   ̂   ̂〉    

A0  
 

 
 ̂  .B 

 

 
 ̂   ̂  .C 

 

 
 ̂  

 

 
 ̂   ̂  .D       ̂ 

   پر مسلسل ہیں۔    کہ وہ   قدری تفاعل ے بارے میں بتایےمندرجہ ذیل ویکٹر

60 (i) ⃗( )        ̂      ̂ 

a0 مسلسل   .b غیر مسلسل 

(ii) ⃗( )        ̂      ̂ 

a0 مسلسل   .b غیر مسلسل 

(iii) ⃗( )     ̂  
 

 
 ̂    ̂ 

a0 مسلسل   .b غیر مسلسل 

(iv) ⃗( )       ̂     ̂ 

a0 مسلسل   .b غیر مسلسل 

 مندرجہ ذیل ویکٹر تفاعل کا مشتق معلوؾ کیجیے 70

(i)  ⃗( )     ̂     ̂  (    ) ̂ 

(ii)  ⃗( )  (   )( ̂     ̂) 

(iii)  ⃗( )  (  ̂       ̂) 

(iv)  ⃗( )  (  ̂     ̂)  (    ̂     ̂) 

(v)  ⃗( )  (       ) ̂  √  ̂ 

 معلوؾ کیجیے ( )  ⃗ اور  ( ) ⃗ مندرجہ ذیل ویکٹر تفاعل ے لیے   80

(i)  ⃗( )      ̂      ̂      ̂ 

(ii)  ⃗( )       ̂        ̂ 

(iii)  ⃗( )         ̂       ̂   √  ̂ 

(iv)  ⃗( )      (  ̂       ̂) 

(v)  ⃗( )  〈               〉 

 کو بنایے۔(  ) ⃗ کا گراػ بنایے اور مماس ویکٹر ( )⃗ اور پھر  کیجیےمعلوؾ (  ) ⃗ مندرجہ ذیل میں  90
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(i)  ⃗( )  〈     〉      

(ii)  ⃗( )        ̂        ̂    
 

 
 

(iii)  ⃗( )       ̂       ̂    ̂      

(iv)  ⃗( )        ̂        ̂    ̂    
 

 
 

 ۔پر مماس ہیں    ے گراػ پر کسی دیے ہوئے نقطہ ( )⃗ مندرجہ ذیل میں اؿ خطوط کی پیرامٹرک مساوات بنایے جو  0:

(i)  ⃗( )      ̂        ̂      

(ii)  ⃗( )      ̂     ̂     ̂      

(iii)  ⃗( )  〈           〉    
 

 
 

(iv)  ⃗( )  〈       〉      

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات ے حامل سوالات 14.8.2

ل نکالیے مندرجہ ذیل تفا 1.
م
ک

 

ت

 ۔عل ے لیے غیر معین 

(i)  ⃗( )     ̂      ̂     ̂ 

(ii)  ⃗( )        ̂        ̂ 

(iii)  ⃗( )      ̂     ̂ 

(iv)  ⃗( )     〈         〉 

 ; ہیںدیے گ  ( )⃗ اور ابتدائ مقاؾ ( )⃗  جب کہ رفتار بتایے( )⃗ مقاؾ ویکٹر  30

(i)  ⃗( )     ̂     ̂    ̂  ⃗( )   ̂     ̂    ̂ 

(ii)  ⃗( )        ̂         ̂  ⃗( )     ̂ 

(iii)  ⃗( )  √  ̂       ̂     ̂  ⃗( )   ̂    ̂   ̂ 

(iv)  ⃗( )     ̂     ̂     ̂  ⃗( )    ̂     ̂    ̂ 

 (Long Answer Type Questions)جوابات ے حامل سوالات طویل 14.8.3

( ) ⃗ اگر  20    ̂    ̂ ( ) ⃗  اور ̂         ̂      ̂   ہیں، تب مندرجہ معلوؾ کیجیے۔دیے گ  ̂     

(i) 
 

  
( ⃗   ⃗ ) 

(ii) 
 

  
( ⃗   ⃗ ) 

(iii) 
 

  
( ⃗   ⃗ ) 

(iv) 
  

   
( ⃗     ⃗ ) 

(v) 
  

   
( ⃗    ⃗ ) 

(vi) 
 

  
(  ⃗     ⃗ ) 

 معین تکملے حاصل کیجیے 30

(i) ∫ 〈     ،      〉   
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(ii) ∫ (   ̂     ̂)  
 

 
 

(iii) ∫ (   ̂      ̂   ̂)  
 

 
 

 

 (Suggested Books for Further Readings)مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں 14.9

1. Calculus, H. Anton, I. Bivens, S. Davis, John Wiley & Sons, Inc. (10

th

 Edition) 

2. Calculus, M. J. Strauss, G. L. Bradley, Upper Saddle River, NJ: Prentice Hall (3
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 دی اجزا۔ اسراع ے مماسی اور عمو52اکائی 

(Tangential and Normal Components of Acceleration) 

 اکائی ے اجزا

 تمہید   15.0

 مقاصد   15.1

 برداری تفاعل   15.2

 دی اجزااسراع ے مماسی اور عمو 15.2.1 
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 (Introduction)تمہید 15.0

دی جاتی ہے ، تب رفتار میں بدلاؤ کی وجہ سے اس کار میں بیٹھے مصافر سیٹ پر  ہم جانتے ہیں کہ جب کسی موٹرکار کی رفتار اچانک بڑھا

پیچھے کی طرػ لڑھک جاتے ہیں اور جب کار کسی گھماؤ دار سڑک پر چلتی ہے ، تب مصافر اس گھماؤدار منحنی ے بار کی طرػ لڑھک جاتے 

تنا ہی زیادہ اثر پزیگا۔  اؿ اثرات کی وضاحت گردش کی رافتار اور اسراع ے ہیں۔ سڑک کی بناوٹ میں جتنا زیادہ گھماؤ ہوگا اس کا مصافروں پر ا

 ے متوازی ہوتے ہیں، سے سمجھا جا سکتا ہے۔ عمودیاجزا کو برداری اجزا میں بدؽ کر،  جو کہ اکائی مماس اور اکائی 

 

 (Objectives)مقاصد 15.1

 اس اکائی ے مکمل ہونے پر آپ اس قابل ہو جائیں گے کہ 

 کی رفتار اور اسراع حاصل کر سکیں۔ذرے  گردشی کسی 

  اجزا حاصل کر سکیں۔ عمودیکی اسراع ے مماسی اور ذرے کسی گردشی 

 

 (Vector Function)برداری  تفاعل  15.2

 پچھلی اکائی میں ہم برداروں کی بنیادی معلومات حاصل کر چکے ہیں۔ اب ہم ایسے تفاعلات ے بارے میں گفتگو کریں گے جن کی

 قدر ایک بردار ہے۔

    سے منسلک کرتا ہے، جہاں     کو کسی حقیقی متغیر ⃗⃗ کسی حقیقی متغیر کا برداری تفاعل وہ قانوؿ ہے جو کسی بردار  تعریف;

 کا دامنہ ہے۔ اس کو ہم اس طرح بھی کہ سکتے ہیں ⃗⃗ برداری  تفاعل  ، اور  

 ⃗( )     
 

 مثاؽ ے طور پر 

 ⃗( )    ̂     ̂     ̂ 

  
ر ػ ہے۔ کسی برداری تفاعل کو اجزا کی شکل میں بھی کھا  جا سکتا ہے جو کہ درجہ   میں ایک برداری تفاعل ہے جو کہ سبھی متغیر  

ع

 

مٹ
ے لیے 

 ذیل ہے

 ⃗( )    ( ) ̂    ( ) ̂    ( ) ̂ 

 ے اجزا ء تفاعل کہتے ہیں۔( )⃗ کو برداری تفاعل ( )  ،( )   اور( )  جہاں  

 

 

مٹ
ل
 کریں گے۔ (Limit)اب ہم برداری تفاعل کی 

 

  
 ے بارے میں ب

  ( )⃗ بردار ہے، تب ہم کہتے ہیں کہ کوئی ⃗ کہحقیقی نمبر ہے اور ماؿ لو کوئی  برداری تفاعل ہے اور  کوئی ( )⃗ ماؿ لو کہ  تعریف;

 

مٹ
ل
 ⃗ کی 

 اور اس کو درج ذیل طریقہ سے کھا  جاتا ہے    ے برابر ہوتی ہے جب کہ 
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       ⃗⃗( ) ( )⃗⃗ ‖      ، اگر ⃗     ⃗‖    

( )⃗ ماؿ لو کہ اگر     ( ) ̂    ( ) ̂  ، تب ̂ ( )   

   
   

 ⃗⃗( )     
   

(  ( ) ̂    ( ) ̂    ( ) ̂) 

                                                                      
   

  ( ) ̂     
   

  ( ) ̂     
   

  ( ) ̂ 

س وجود رکھتی ہوں ۔  اسی طرح ہم کسی برداری تفائیںداکہ  بشرطہ

 

من
ل

 عل ے تسلسل اور تفرؼ کی تعریف کر سکتے ہیں۔ ہاتھ کی تینوں 

( )⃗ ماؿ لو کہ   تعریف;    ( ) ̂    ( ) ̂ حقیقی نمبر کوئی اس ے دامنہ میں   برداری تفاعل ہے اور ماؿ لو کہ  کوئی ̂ ( )   

 پر مسلسل ہوگا اگر  نمبر  ( )⃗ ہے۔ تب  

   
   

 ⃗⃗( )   ⃗⃗( ) 

پر مسلسل ہوں۔برداری تفاعل   نمبر  ( )  ،( )   اور( )  پر مسلسل ہوگا اگر صرػ اور صرػ نمبر   ( )⃗ دوسرے الفاظ میں 

 ہے جو درج ذیل ہے کا ( )⃗ 

 

مٹ
ل
 پر مشتق ایک 

  ⃗⃗( )

  
  ⃗⃗( )́     

   

 ⃗⃗(   )   ⃗⃗( )

 
 

 وجو

 

مٹ
ل
 د رکھتی ہو۔   اس کو اس طرح بھی لکھ سکتے ہیںاگرچہ یہ 

 ⃗( )́    ́( ) ̂    ́( ) ̂    ́( ) ̂ 

 اگر چہ اجزا تفرؼ پسیر  ہوں۔

 پر وجود رکھتا ہے۔ کسی برداری تفاعل کا مشتق اس ے منحنی پر مماس بردار ہوتا ہےاور یہ منحنی کی مماس خط  
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ایک میزانیہ  ایک تفرؼ پسیر میزانی تفاعل ہے۔  ماؿ لو کہ ( ) دو تفرؼ پسیر برداری تفاعل ہیں اور ( )⃗⃗⃗ اور  ( )⃗⃗ ماؿ لو کہ  قضیہ;

 ایک مستقل بردار  ہے، تب ⃗⃗ ہےاور 

20 
  ⃗⃗⃗

  
  ⃗⃗ 

30 
 ( ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗)

  
 

  ⃗⃗⃗

  
 

  ⃗⃗⃗

  
 

40 
 ( ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗)

  
 

  ⃗⃗⃗

  
  ⃗⃗⃗   ⃗⃗  

  ⃗⃗⃗

  
 

50 
 ( ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗)

  
 

  ⃗⃗⃗

  
  ⃗⃗⃗   ⃗⃗  

  ⃗⃗⃗

  
 

60 
 (  ⃗⃗⃗)

  
  

  ⃗⃗⃗

  
 

70 
 (  ⃗⃗⃗)

  
 

  

  
 ⃗⃗⃗   

  ⃗⃗⃗

  
 

  ثبوت;

⃗ یہاں ہم یہ ماؿ لیں کہ  20     ̂     ̂  مستقل ہیں۔ تب    اور    ،  ، جہاں  ̂    

  ⃗⃗

  
 

 (   ̂     ̂     ̂)

  
 

                                                                        
   

⃗⃗⃗⃗⃗

  
 ̂  

   
⃗⃗⃗⃗⃗

  
 ̂  

   
⃗⃗⃗⃗⃗

  
 ̂ 

                                                                        ( ) ̂  ( ) ̂  ( ) ̂ 

                                                                         ⃗ 

( )⃗ ماؿ لو کہ  30    ( ) ̂    ( ) ̂ ( )⃗ اور  ̂ ( )       ( ) ̂    ( ) ̂  تب ̂ ( )   

( ⃗⃗   ⃗⃗⃗)( )  (  ( )    ( )) ̂  (  ( )    ( )) ̂  (  ( )    ( )) ̂ 

 اس لیے 

    
 

  
( ⃗⃗   ⃗⃗⃗)( )  

 

  
(  ( )    ( )) ̂  

 

  
(  ( )    ( )) ̂  

 

  
(  ( )    ( )) ̂ 

                               (
 

  
  ( )  

 

  
  ( ))  ̂  (

 

  
  ( )  

 

  
  ( ))  ̂  (

 

  
  ( )  

 

  
  ( ))  ̂ 

                               
 

  
[  ( ) ̂    ( ) ̂    ( ) ̂]  

 

  
[  ( ) ̂    ( ) ̂    ( ) ̂] 

                               
  ⃗⃗( )

  
 

  ⃗⃗⃗( )

  
 

( )⃗ کہ  ماؿ لو 40    ( ) ̂    ( ) ̂ ( )⃗ اور  ̂ ( )       ( ) ̂    ( ) ̂  تب̂ ( )   

 

  
( ⃗⃗   ⃗⃗⃗)( )  

 

  
,  ( )  ( )    ( )  ( )    ( )  ( )- 

                         
 

  
(  ( )  ( ))  

 

  
(  ( )  ( ))  

 

  
(  ( )  ( )) 

                         6
   ( )

  
(  ( ))  

   ( )

  
  ( )7  6

   ( )

  
(  ( ))  

   ( )

  
  ( )7 
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                             6
   ( )

  
(  ( ))  

   ( )

  
  ( )7 

 
 

  
(  ( ) ̂    ( ) ̂    ( ) ̂)  (  ( ) ̂    ( ) ̂    ( ) ̂) 

 (  ( ) ̂    ( ) ̂    ( ) ̂)  
 

  
(  ( ) ̂    ( ) ̂    ( ) ̂) 

                          
  ⃗⃗( )

  
  ⃗⃗⃗( )   ⃗⃗( )  

  ⃗⃗⃗( )

  
 

( )⃗ ماؿ لو کہ 50    ( ) ̂    ( ) ̂ ( )⃗ اور̂ ( )       ( ) ̂    ( ) ̂  تب̂ ( )   

            
 ( ⃗⃗   ⃗⃗⃗)( )

  
 

 

  
|

 ̂  ̂  ̂

  ( )   ( )   ( )

  ( )   ( )   ( )

| 

                                     
 

  
,*  ( )  ( )    ( )  ( )+ ̂  *  ( )  ( )    ( )  ( )+  ̂

                                          *  ( )  ( )    ( )  ( )+ ̂- 

                                  68
   ( )

  
  ( )  

   ( )

  
  ( )9  8

   ( )

  
  ( )  

   ( )

  
  ( )97  ̂ 

                                   68
   ( )

  
  ( )  

   ( )

  
  ( )9  8

   ( )

  
  ( )  

   ( )

  
  ( )97   ̂

                                   68
   ( )

  
  ( )  

   ( )

  
  ( )9  8

   ( )

  
  ( )  

   ( )

  
  ( )97  ̂ 

                                  [(
   ( )

  
  ( )  

   ( )

  
  ( ))  ̂  (

   ( )

  
  ( )  

   ( )

  
  ( ))   ̂

                                  (
   ( )

  
  ( )  

   ( )

  
  ( ))  ̂]  [(

   ( )

  
  ( )  

   ( )

  
  ( ))  ̂ 

                                  (
   ( )

  
  ( )  

   ( )

  
  ( ))  ̂  (

   ( )

  
  ( )  

   ( )

  
  ( ))  ̂] 

 

                                   ⃗⃗  
  ⃗⃗⃗

  
 

  ⃗⃗

  
  ⃗⃗⃗ 

( )⃗ ماؿ لو کہ  60    ( ) ̂    ( ) ̂  میزانیہ ہے، تبکوئی  اور̂ ( )   

 (  ⃗⃗)

  
 

 

  
(   ( ) ̂     ( ) ̂     ( ) ̂) 

                                                            (
 

  
   ( ) ̂  

 

  
   ( ) ̂  

 

  
   ( ) ̂) 

                                                             (
 

  
  ( ) ̂  

 

  
  ( ) ̂  

 

  
  ( ) ̂) 

                                                             
 

  
(  ( ) ̂    ( ) ̂    ( ) ̂) 

                                                             
 ( ⃗⃗)
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( )⃗ ماؿ لو کہ  70    ( ) ̂    ( ) ̂  ایک تفرؼ پسیر میزانی تفاعل ہے،( ) اور̂ ( )   

 تب

 . ( ) ⃗⃗⃗( )/

  
 

 

  
{ ( )  ( ) ̂   ( )  ( ) ̂   ( )  ( ) ̂} 

                          8
  ( )

  
  ( )   ( )

   ( )

  
9  ̂  8

  ( )

  
  ( )   ( )

   ( )

  
9  ̂

 8
  ( )

  
  ( )   ( )

   ( )

  
9  ̂ 

                          8
  ( )

  
  ( )9  ̂  8

  ( )

  
  ( )9  ̂  8

  ( )

  
  ( )9  ̂ 

                           8 ( )
   ( )

  
9  ̂  8 ( )

   ( )

  
9  ̂  8 ( )

   ( )

  
9  ̂ 

                          
  ( )

  
{  ( ) ̂    ( ) ̂    ( ) ̂}   ( )

 {  ( ) ̂    ( ) ̂    ( ) ̂}

  
 

                          
  ( )

  
 ⃗( )   ( )

  ⃗( )

  
 

( )⃗ اگر    ۔2مثاؽ      ̂    ̂ ( )⃗ اور̂           ̂  تب حاصل کیجیے، ̂      

a) 
 ( ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗)

  
   b) 

 ( ⃗⃗⃗  ⃗⃗⃗)

  
 

( )⃗ دیا ہے    -حل      ̂    ̂ ( )⃗ اور̂           ̂  تب ،̂      

a)  سب سے پہلے ہم ⃗⃗  حاصل کرتے ہیں⃗⃗⃗  

 ⃗⃗   ⃗⃗⃗  |
 ̂  ̂  ̂

       

          

| 

                                                                  (       ) ̂  (      ) ̂  (             ) ̂ 

 اس لیے

                       
 ( ⃗⃗   ⃗⃗⃗)

  
 

 

  
{(       ) ̂  (      ) ̂  (             ) ̂} 

                                          (              ) ̂  (              ) ̂ 

 (                           ) ̂ 

                                          (              ) ̂  (              ) ̂ 

 (                    ) ̂ 

b)  سب سے پہلے ہم ⃗⃗  حاصل کرتے ہیں⃗⃗⃗  

 ⃗⃗   ⃗⃗⃗                

 اب

 ( ⃗⃗   ⃗⃗⃗)

  
 

 

  
(             ) 
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(      )  

 

  
(     ) 

                                                                            (               )  (           ) 

                                                                                                 

                                                                            (     )              

  کی ذرے ے گرد گردش کر رہا ہے۔ اس                    پر منحنی  ایک ذرہ وقت  -3مثاؽ
 

 
پر رفتار اور 

 اسراع حاصل کیجیے۔

 (Position Vector)کا مقاؾ بردار ذرے دیا ہے    -حل

 ⃗( )        ̂        ̂    ̂ 

 تفرؼ کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے تب بہ لحاظ

                                            ⃗⃗( )  
  ⃗( )

  
 (      ) ̂  (     ) ̂   ̂ 

  کی ذرے 
 

 
 پر رفتارہوگی

                                       ⃗⃗ .
 

 
/  

  ⃗ .
 

 
/

  
 .     

 

 
/  ̂  .    

 

 
/  ̂   ̂ 

                                                                       √  ̂  √  ̂   ̂ 

 کی اسراعذرے اور 

 ⃗( )  
  ⃗⃗( )

  
 (      ) ̂  (      ) ̂  ( ) ̂ 

                                                                      (      ) ̂  (      )  ̂

  کی وقت ذرے اور 
 

 
 ہوگی پر اسراع

 ⃗ .
 

 
/  

  ⃗⃗ .
 

 
/

  
 .     

 

 
/  ̂  .     

 

 
/  ̂ 

                                                                       √  ̂  √  ̂ 

 

 (Tangential and Normal components of Acceleration)ادی اجزاسراع ے مماسی اور عمو   15.2.1

ے ساتھ گردش کرتا ہے، تب منحنی ے ر ایک نقطہ پررفتار اور اسراع ے  Cمیں کسی منحنی  D  4یا D 3ذرہ نظاؾ اگر کوئی قضیہ;

 برداروں کو درج ذیل طریقہ سے کھا  جا سکتا ہے

 ⃗⃗  
  

  
 ⃗ 

 ⃗  
   

   
 ⃗   (

  

  
)

 

 ⃗ 
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 ہے، اور لمبائیمنحنی ے قوس کی  جہاں 

 اکائی مماسی بردار⃗  

 بردار اور عمودیاکائی ⃗  

 منحنی ے کسی نقطہ پر انحنا ہے۔ 

 ہم جانتے ہیں کہ ثبوت;

  ......(1)      ⃗⃗  
  

  
 ⃗ 

 کرنے پر تفرؼ اس مساوات کو دونوں اطراػ سے بہ لحاظ 

 ⃗  
 

  
(
  

  
 ⃗) 

                                                                                
   

   
 ⃗  

  

  

  ⃗

  
 

                                                                                
   

   
 ⃗  

  

  

  ⃗

  

  

  
 

                                                                                
   

   
 ⃗  (

  

  
)

   ⃗

  
 

  ......(2)     ⃗  
   

    ⃗   .
  

  
/

 

 ⃗ 

ی ںی ڈ لہ جا سکتا ہے (Coefficients)اس مساوات ے ضریب 
م
ل 
ک

 

ش
ت ل

 کو درج ذ

  ⃗⃗  
   

   
   ⃗⃗⃗   (

  

  
)

 

 

 تب 

 ......(3)      ⃗   ⃗  ⃗⃗   ⃗  ⃗⃗⃗ 

 تیب اسراع ے  ⃗⃗⃗  اور⃗⃗  میں میزانیہ   (4)مساوات 

 

 
 تیب اسراع ے  ⃗⃗⃗  ⃗ اور⃗⃗  ⃗ مماسی اجزا  کہتے ہیں۔ برداروں اجزا اور  عمودیکو ب

 

 
کو ب

 اجزا اور  مماسی اجزا کہتے ہیں۔  عمودی

  15.3.1 شکل
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ور موٹر کار کی رفتاراچانک  بڑھا دیتا  ہے یا جب یہ کسی 

 

اسراع ے میزانیہ اجزا سے اس اثر کی وضاحت کی جا سکتی ہے کہ جب ڈرائ

ہے۔ رفتار کا  اچانک بڑھ جانا اسراع ے مماسی میزانی اجزا  گھماؤدار سڑک پر چلتی 

   

ے  (Newton) کی قدر کو  زیادہ کر دیتا ہے اور نیوٹن   

 دوسرے قانوؿ ے مطابق اس کی وجہ سے گردش کی جہت میں موٹر کار پر ایک بڑی مماسی طاقت لگتی ہے۔ 

وی کار پراسی طرح 

 

 
رفتار   ( Factors)اجزا ے دو عوامل  عمودی اسراع ے گھماؤدار سڑک پر چلتی ہ

  

  
ہیں۔ اس   کا مربع اور انحنا   

 طاقت سے مطابقت رکھتا ہے۔ عمودیطرح تیز رفتار ے ساتھ تیز موڑ کار  پر بڑی 

ر ایک نقطہ پررفتار اور اسراع  ے درج ے گرد گردش کرتا ہے، تب منحنی ے  Cمیں کسی ہموار منحنی  D  4یا D 3ذرہ نظاؾ اگر کوئی قضیہ;

 کو محسوب کیا جا تا ہے⃗⃗⃗  ،⃗⃗  اور  ذیل رشتوں سے 

  ⃗⃗⃗  
‖ ⃗⃗⃗  ⃗⃗‖

‖ ⃗⃗⃗‖
،   ⃗⃗  

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗

‖ ⃗⃗⃗‖
   اور 

‖ ⃗⃗⃗  ⃗⃗‖

‖ ⃗⃗⃗‖
   

 ہے۔ اس لیے  کا درمیانی ذاویہ   ⃗⃗  ⃗  اور⃗ جیسا کہ درج ذیل شکل میں دیکھا جا سکتا ہے کہ دو برداروں   ثبوت;

 

 

 

 

 

 

 

 

  ⃗⃗  ‖ ⃗‖      
‖ ⃗⃗‖‖ ⃗‖     

‖ ⃗⃗‖
 

 ⃗⃗⃗   ⃗

‖ ⃗⃗⃗‖
 

  ⃗⃗⃗  ‖ ⃗‖      
‖ ⃗⃗‖‖ ⃗‖     

‖ ⃗⃗‖
 

‖ ⃗⃗⃗   ⃗‖

‖ ⃗⃗⃗‖
 

  
  ⃗⃗⃗

.
  

  
/

  
  ⃗⃗⃗

‖ ⃗⃗⃗‖
  

  ⃗⃗⃗  
‖ ⃗⃗⃗   ⃗‖

‖ ⃗⃗⃗‖
  

 اس لیے

  
‖ ⃗⃗⃗   ⃗‖

‖ ⃗⃗⃗‖
  

Y 

  

‖ ⃗‖ 

 ⃗  ⃗⃗⃗  

‖ ⃗‖      

 

‖ ⃗‖      

 
O 

X

X 

 ⃗  ⃗⃗  

 

 شکل 15.3.2
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  کی  ہذراس  -3مثاؽ 
 

 
   پر مقاؾ بردار  نظاؾ میں گردش کرتا ہے،  اور جس کا وقت  2D پر رفتار اور اسراع حاصل کیجیے، جو  

 ⃗( )        ̂  بھی حاصل کیجیے۔ ‖⃗⃗⃗ ‖،ہے۔ پھر ̂       

 کا مقاؾ بردار  ہذردیا ہے  -حل

 ⃗( )        ̂        ̂ 

 تفرؼ کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے تب بہ لحاظ

 ⃗⃗( )  
  ⃗( )

  
 (      ) ̂  (     ) ̂ 

  کی  ہذر
 

 
 پر رفتارہوگی

 ⃗⃗ .
 

 
/  

  ⃗ .
 

 
/

  
 .     

 

 
/  ̂  .    

 

 
/   ̂

                                                                         
√ 

 
 ̂  

 

 
 ̂ 

 اسراع کا ہذراور 

 ⃗( )  
  ⃗⃗( )

  
 (      ) ̂  (      ) ̂ 

  وقت  کا ہذرتب  
 

 
 ہوگا پر اسراع

 ⃗ .
 

 
/  

  ⃗⃗ .
 

 
/

  
 .     

 

 
/  ̂  .     

 

 
/  ̂ 

                                                                       
 

 
 ̂   

√ 

 
 ̂ 

 اور

‖ ⃗⃗⃗‖  √4  
√ 

 
5

 

 (
 

 
)

 

 

                                                                         √
    

 
 

                                                                           اکائی

( )⃗ پر رفتار اور اسراع حاصل کیجیے، جو  منحنی       کی  وقت  ہذراس  -5مثاؽ     ̂  ‖⃗⃗⃗ ‖ے گرد گردش کرتاہے۔ پھر ̂     

 صل کیجیے۔بھی حا‖⃗ ‖اور 

 ذیل منحنی ے گرد گردش کررہا ہے دیا ہے  درجہ -حل

 ⃗( )     ̂       ̂

 تفرؼ کرنے پر اس مساوات کو بہ لحاظ  

 ⃗⃗( )  
  ⃗( )

  
    ̂       ̂
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 پر رفتارہوگی   کی  ہذر

 ⃗⃗( )  
  ⃗( )

  
    ̂     ̂ 

                                                                                      ̂   ̂ 

 اسراع کا ہذراور 

 ⃗( )  
  ⃗⃗( )

  
    ̂      ̂ 

 ہوگا پر اسراع   وقت  کا ہذرتب  

 ⃗( )  
  ⃗⃗( )

  
    ̂     ̂ 

                                                                                      ̂   ̂ 

 اور

‖ ⃗⃗⃗‖  √( )  (  ) 
 

  اکائی √                                                                             

 اور

‖ ⃗‖  √( )  ( ) 
 

  √                                                                                     اکائی

( )⃗ پر اس کا مقاؾ بردار میں اس طرح گردش کرتا ہےکہ وقت 3Dذرہ  کوئی ماؿ لو کہ  -6مثاؽ    ̂  
  

 
 ̂  

  

 
ہے ، تب حاصل ̂ 

 کیجیے;

a)  ا انیہ اجزعمودیمیزاسراع ے  مماسی میزانیہ اور(Tangential Scalar and Normal Scalar Components of Acceleration) 

b)  بردار  اجزا   عمودیاسراع ے   مماسی  بردار اور(Tangential Vector and Normal Vector Components of Acceleration) 

c)  پر منحنی ے کسی نقطہ پر انحنا  کی وقت  ذرے 

 کا مقاؾ بردار  ہذردیا ہے  -حل

 ⃗( )    ̂  
  

 
 ̂  

  

 
 ̂ 

 تفرؼ کرنے پر  بہ لحاظ  

 ⃗⃗( )  
  ⃗( )

  
  ̂    ̂     ̂ 

 تفرؼ کرنے پر دوبارہ بہ لحاظ  

 ⃗( )  
  ⃗⃗( )

  
  ̂     ̂ 

 اب 

‖ ⃗⃗⃗‖  √( )  ( )  (  ) 
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                                                                       √        

 ے میزانیہ اور برداری حاصل ضرب⃗ اور ⃗⃗⃗ 

 ⃗⃗⃗   ⃗       
 

 اور

 ⃗⃗⃗   ⃗  |
 ̂  ̂  ̂

    

    

| 

                                                                                  (      ) ̂  (    ) ̂  (   ) ̂ 

                                                                                     ̂     ̂   ̂ 

 اس ے ساتھ ہی

                                         ‖ ⃗⃗⃗   ⃗‖  √(  )  (   )  ( ) 
 

                                                                                  √         

a)  میزنیہ اجزا درجہ  ذیل ہوتے ہیں عمودیہم جانتے ہیں کہ اسراع ے مماسی میزانیہ اجزا اور 

  ⃗⃗  
 ⃗⃗⃗   ⃗

‖ ⃗⃗⃗‖
 

 

  ⃗⃗⃗  
‖ ⃗⃗⃗   ⃗‖

‖ ⃗⃗⃗‖
 

 اس لیے،

  ⃗⃗  
     

√       
 

 اور

  ⃗⃗⃗  
√        

√       
 

b) ہم جانتے ہیں کہ مماس کی سمت وہی ہوتی ہے جو رفتار کی ہوتی ہے۔  اس لیے  رفتار کی سمت میں مماسی بردار ہے 

 ⃗⃗  
 ⃗⃗⃗

‖ ⃗⃗⃗‖
 

 ̂    ̂     ̂

√       
 

 بردار اجزا درج ذیل ہوں گے عمودیسی بردار اور اسراع ے مما

  ⃗⃗ ⃗⃗  4
     

√       
5 4

 ̂    ̂     ̂

√       
5 

 4
     

       
5 ( ̂    ̂     ̂) 

 اور

                                 ⃗⃗⃗ ⃗⃗   ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ 
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                                       ( ̂     ̂)  4
     

       
5 ( ̂    ̂     ̂) 

                                        4
     

       
5  ̂  4  

     

       
5  ̂  4   

      

       
5  ̂ 

                                        4
     

       
5  ̂  (

 

       
)  ̂  4

     

       
5  ̂ 

                                       
 

       
[(     ) ̂   ̂  (     ) ̂] 

c) پر منحنی ے کسی نقطہ پر انحنا  کی وقت  ذرے  کہ ہم جانتے ہیں 

  
‖ ⃗⃗⃗   ⃗‖

‖ ⃗⃗⃗‖
  

                                                                                 
√        

(       )
 
 

 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 15.3

  ہم نے سیکھا;اس اکائی میں

ے  ے ساتھ گردش کرتا ہے، تب منحنی ے ر ایک نقطہ پررفتار اور اسراع  Cمیں کسی منحنی  D  4یا D 3ذرہ نظاؾکوئی اگر  20

⃗⃗ برداروں کو   
  

  
⃗ اور ⃗   

   

    ⃗   .
  

  
/

 

قوس کی  منحنی ے کی مدد سے حاصل کیا جاتا ہے۔ جہاں ⃗ 

 منحنی ے کسی نقطہ پر انحنا ہے۔  بردار اور عمودیکو اکائی ⃗ اکائی مماسی بردار،  کو  ⃗ ہے، اور  لمبائی

ے گرد گردش کرتا ہے، تب منحنی ے ر ایک نقطہ پررفتار اور اسراع  ے  Cمیں کسی ہموار منحنی  D  4یا D 3ذرہ نظاؾکوئی اگر  30

 کو محسوب کیا جا تا ہے ⃗⃗⃗  ،⃗⃗  اور  درج ذیل رشتوں سے 

  ⃗⃗⃗  
‖ ⃗⃗⃗  ⃗⃗‖

‖ ⃗⃗⃗‖
،   ⃗⃗  

 ⃗⃗⃗  ⃗⃗

‖ ⃗⃗⃗‖
   اور 

‖ ⃗⃗⃗  ⃗⃗‖

‖ ⃗⃗⃗‖
   

⃗ تب  اسراع  ہوگا     ⃗  ⃗⃗  تیب اسراع ے  ⃗⃗⃗  اور⃗⃗  ، جس میں میزانیے  ⃗⃗⃗  ⃗  

 

 
اجزا اور مماسی  عمودیکو ب

 تیب اسراع ے  ⃗⃗⃗  ⃗ اور⃗⃗  ⃗ کہتے ہیں۔  برداروں اجزا   

 

 
 اجزا اور  مماسی اجزا کہتے ہیں۔ عمودیکو ب

 (Key Words)کلیدی الفاظ 15.4

 اجزا، اسراع، رفتار ، انحنا عمودی اجزا، مماسی
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 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 15.5

  (Objective Answer Type Questions)حامل سوالاتمعروضی جوابات ے    15.5.1

 کی اس وقت رفتار ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ ہوتی ہے۔ ذرہپر  مقاؾ بردار ہے ، تب   کا وقت   ذرہکسی  ( )⃗ اگر  20

 کی اس وقت اسراع ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔ ہوتاہے۔ ذرہپر  مقاؾ بردار ہے ، تب  کا وقت ذرہکسی  ( )⃗ اگر  30

ے گرد گردش کرتا ہے، تب منحنی ے ر ایک نقطہ پر اسراع   ے  Cمیں کسی ہموار منحنی  D  4یا D 3ذرہ نظاؾکوئی اگر  40

 مماسی  میزانیہ  اجزا۔۔۔۔۔۔۔۔ہے۔

دو برداری تفاعل ہیں، تب  ⃗ اور⃗ اگر 50

 

  
[ ⃗   ⃗]  ۔۔۔۔۔۔ 

دو برداری تفاعل ہیں، تب  ⃗ اور⃗ اگر   60

 

  
[ ⃗   ⃗]  ۔۔۔۔۔۔ 

 اری تفاعل کی تعریف کیجیے۔برد 70

 سے آپ کیا سمجھتے ہیں؟(Continuity)کسی برداری تفاعل کی  تسلسل  80

 کسی برداری تفاعل ے تفرؼ پسیر ہونے سے آپ کیا سمجھتے ہیں؟ 90

 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات ے حامل سوالات   15.5.2

( )⃗ کا مقاؾ بردار   ذرہماؿ لو کہ کسی  20         ̂         ̂  ذرہہے، جو کسی خط پر گردش کر رہا ہے۔  ̂   

  کی وقت  
 

 
 پر  رفتا کیا ہوگی؟

( )⃗ کا مقاؾ بردار  ذرہکسی  30      ̂  کا اسراع  حاصل کیجیے۔ ذرہپر    ہے ۔  ̂    

 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات ے حامل سوالات   15.5.3

( )⃗ پر اس کا مقاؾ بردار  میں اس طرح گردش کرتا ہےکہ وقت  3Dذرہ  کوئی ماؿ لو کہ  20     ̂       ̂    ̂ 

 حاصل کیجیے; پر    ہے ، تب   

a)  انیہ اجزا عمودیمیزاسراع ے   مماسی میزانیہ اور 

b)  بردار  اجزا  عمودیاسراع ے   مماسی  بردار اور 

c) پر منحنی ے کسی نقطہ پر انحنا    کا  وقت ذرہ 

( )⃗ پر اس کا مقاؾ بردار میں اس طرح گردش کرتا ہےکہ وقت  D 3ذرہ کوئی ماؿ لو کہ  30        ̂        ̂ 
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  ہے ، تب   
√ 

 
 حاصل کیجیے; پر 

a)  انیہ اجزا عمودیمیزاسراع ے   مماسی میزانیہ اور 

b)  بردار  اجزا  عمودیبردار اور  اسراع ے   مماسی 

c) پر منحنی ے کسی نقطہ پر انحنا  کا وقت   ذرہ 

( )⃗ پر اس کا مقاؾ بردار  میں اس طرح گردش کرتا ہےکہ وقت  D 3ذرہ کوئی ماؿ لو کہ  40         ̂         ̂ 

  ہے ، تب   
 

 
 حاصل کیجیے; پر 

a) انیہ اجزا عمودیمیز اسراع ے   مماسی میزانیہ اور 

b)  بردار  اجزا  عمودیاسراع ے   مماسی  بردار اور 

c) پر منحنی ے کسی نقطہ پر انحنا  کا وقت   ذرہ 

 

 (Suggested Books for Further Readings)مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں 15.6

1. Calculus, H. Anton, I. Bivens, S. Davis, John Wiley & Sons, Inc. (10

th

 Edition) 

2. Calculus, M. J. Strauss, G. L. Bradley, Upper Saddle River, NJ: Prentice Hall (3

rd

 

Edition) 
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س اور پلانیٹری گردش27اکائی 

ک

 

شی
 ی ل
ب

 ۔موڈلنگ، 

(Modeling, Ballistics and Planetary Motion) 

 اکائی ے اجزا

 تمہید    16.0

 مقاصد   16.1

16.2     
ح
ا ئل کی گردشکسی پرو

 

 کی
ی

 

 ینج، پرواز کا وقت اور راونچائی   16.3

ز ی   16.4

 

 ی کی
 خ
ت

 آئڈیل ٹر

ر  ے قوانین   16.5
 ی ل
کن

 پلانیٹری گردش ے لیے 

ر  کا دوسرا  قانوؿ 16.5.1 
 ی ل
کن

 

 اکتسابی نتائج   16.6

 کلیدی الفاظ   16.7

 نمونہ امتحانی سوالات   16.8

  معروضی جوابات ے حامل سوالات 16.8.1 

 مختصر جوابات ے حامل سوالات 16.8.2 

 طویل جوابات ے حامل سوالات 16.8.3 

 مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں   16.9
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 (Introduction)تمہید 2702

ر  نے بتایا کہ سبھی سیارے 
 ی ل
کن

( Planets)سولہویں صدی سے پہلے ایسٹرونومیکی تاریق  میں ایک زبردست کھوج ہوئ جب جوہنس 

ہے اور سورج انکے ایک فوکس پر ہے۔  اس ے بعد اساک نیوٹن  (Ellipse) پر ہی گردش کر راہے ہیں جو کہ ایک الپسراستے خاص  ایک

(Isaac Newton) کھنچاو ی گردش  اؿ پر لگنے والے گریو نے ریاضی میں بتایا کہ اس طرح کی سیاروں ے 

 
 

 

 

 Gravitational)ٹ

Attraction)ا ئل کی گردش کا ماڈؽ بنانے پر گفتگو کریں گے۔ ہم ماؿ لیںاس حصہکی وجہ سے ہے۔

 

ی
ی ک  
ح
گے کہ    میں ہم وکیومؾ میں کسی پرو

ا ئل کی گردش جو کہ کسی منحنی 

 

ی
ی ک  
ح
 قوت(Curved Path)راستے پرو

 
 

 

 

ے اندر  (Earth’s Gravitational Field)پر اڑایا جاتا ہے زمینی گریوٹ

 
 
کن

ر  ے دوسرے قانوؿ  کو ثات  کریں گے۔کاؾ کرتی ہے۔پلانیٹری گردش ے لیے 
 ی ل
کن

ر  ے قوانیناور اس ے بعد 
ی ل

 

 

 (Objectives)مقاصد  2702

 اس اکائی ے مطالعہ ے بعدآپ اس قابل ہو جائیں گے کہ;

لک ی  پروح   کسی میں ؾکیومو ۔2
 

ت

ا 

 

ی
ک

 
ی 

ر دشکاماڈلبناسکیں
گ

 ۔

ا ئل گردش ے لیے رینج نکلا سکیں ۔3

 

ی
ی ک  
ح
  گے۔اونچائی، پرواز کا وقت اورآئیڈیل پرو

ر  ے دوسرے قانوؿ کو ثات  کر سکیں ۔4
 ی ل
کن

 ۔

 

ا ئل کی گردش 2703

 

 کی
 ی
ح
 (Projectile Motion)کسی پرو

ا ئل کسی عمودی

 

ی
ی ک  
ح
ا ئل کی گردش ے لیے مساوات کو تشکیل دینے ے لیے ہم ماؿ لیتے ہیں کہ پرو

 

ی
ی ک  
ح
کورڈینیٹ (Vertical)پرو

ا ئل پر اس کی اڑاؿ ے دوراؿ لگنے والی واحد طاقتکی طرح ہے او(Moving Particle)میں حرکت پذیر ذرہ سطح 

 

ی
ی ک  
ح
گریوٹی کی (Force)ر پرو

 مستقل طاقت ہے، جو ہمیشہ نیچے کی طرػ لگتی ہے۔

ا ئل کو ابتدا سے وقت ماؿ لیجیے

 

ی
ی ک  
ح
میں ابتدائی (Quadrant)پر لانچ کیا جاتا ہے جب کہ اس کی پہلے کواڈرانٹ   کہ پرو

  رفتار
⃗⃗ ⃗⃗
  ہے ۔ماؿ لیجیے کہ 

⃗⃗ ⃗⃗
 اینگل بناتا ہے۔تب نٹل سے وز ہوری

  
⃗⃗ ⃗⃗  (|  

⃗⃗ ⃗⃗ |      ̂) ̂  (|  
⃗⃗ ⃗⃗ |     ) ̂ 

  |   اگر 
⃗⃗ ⃗⃗  ، تب|
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 (2)...     
⃗⃗ ⃗⃗  (      ) ̂  (      ) ̂ 

م پے

 

ہ س

ا ئل کی ابتدائی پوز

 

ی
ی ک  
ح
 پرو

 (3)...      ⃗⃗⃗⃗    ̂    ̂     

ا ئل پر لگنے والی طاقت

 

ی
ی ک  
ح
ا ئل کی کمیت ( Force)نیوٹن کا گردش کا دوسرا قانوؿ کہتا ہے کہ کسی پرو

 

ی
ی ک  
ح
اور ’ ‘یعنی (Mass)پرو

ا ئل کا ے ضرب ے برابر ہوتا ہے۔ماؿ لیجیے کہ(Acceleration)اس ےاسراع 

 

ی
ی ک  
ح
اور وقت ⃗   (Position Vector)مقاؾ بردار پرو

  صرػ گریوی(Force)تاقت  ہے۔اگر 

 
 

 

 

 ہوتب،̂    ٹ

 
   ⃗

   
     ̂ 

                                                                         
   ⃗

   
    ̂ 

 کی طرح حاصل کریں گے۔ علتفاے  کو⃗ کو حل کرے ہم (Initial Value Problem)ذیل ابتدائ قدری مثلہ درجہ

 ہے،   جب 

   ⃗

       ̂, ⃗     
  ⃗

  
   

⃗⃗ ⃗⃗
 

ل کرنے پر ہم حاصل کرتے ہیں
م
ک

 

ت

 اس مساوات کو 

  ⃗

  
     ̂    

⃗⃗ ⃗⃗
 

ل کرنے پر
م
ک

 

ت

 دوبارہ 

 ⃗( )    
  

 
 ̂    

⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗  

 

 6.2.12شکل

 سے  (3)اور (2) مساوات
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 ⃗( )   
 

 
    ̂  (      )  ̂  (      )  ̂ 

ا ئل گردش ے لیے ویکٹر مساوات 

 

ی
ی ک  
ح
 ذیل ہے۔ درجہآئیڈیل پرو

 (4)...    ⃗( )  (      )  ̂  2(      )  
 

 
   3  ̂ 

ا ئل جھکاؤ ہے اور  کا  (Elevation)ایلی وشن، جہاں

 

ی
ی ک  
ح
ا ئل کی ابتدائی چاؽ ہے  پرو

 

ی
ی ک  
ح
 ۔پرو

 

 16.2.2شکل

 سے حاصل ہوتی ہے(Components)ے اجزا ( )⃗ 

 (5)...   

 ( )  (      )  
 

 
   

( )            اور  (      ) 
? 

 

 ( ) جہاں 

 

شن

 ڈ

ی 

س ڈاؤؿ رینج اور 

 

ن

 ( ) 
ی ک  
ح
ا ئل کی وقت پرو

 

 پر اونچائی ہے۔   ی

ا ئل کی گردش;

 

ی
ی ک  
ح
 وکیومؾ میں کسی پرو

ا ئل وکیومؾ میں کسی کورڈینیٹ

 

ی
ی ک  
ح
ا ئل کو  جب کہ محور  ،میں گردش کر رہا ہے سطح  ماؿ لیجیے کہ کوئی پرو

 

ی
ی ک  
ح
سطح ے ساتھ ہے۔ماؿ لیجیے کہ پرو

 پر ہوگا جہاں(( )  ( ) )پر یہ    کیا جاتا ہے۔ وقت (Fired)سے خارج  وشن، ے جھکاؤ اور ایلی  سے ابتدائی چاؽ   اونچائی 

 ( )  (      )  

 ( )  (      )  
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ا ئل زمین سے 1مثاؽ

 

ی
ی ک  
ح
ا ئل سیکنڈ ے بعد پر  میٹر فی سیکنڈ سے خارج کیا جاتا ہے ۔   ے جھکاؤ اور ابتدائی چاؽ °30;ایک پرو

 

ی
ی ک  
ح
و

 کہاں ہوگا؟

             حل;دیا ہے 
   ⁄              

 ⁄ 

 ہم جانتے ہیں کہ 

 ⃗( )  (      )  ̂  {(      )  
 

 
   }  ̂ 

                                               ⃗( )  (        )( ) ̂  {(        )( )  
 

 
(   )( ) }   ̂

                                                             
√ 

 
   ̂  {    

 

 
   

 

 
 (   )(  )}  ̂ 

                                                             √    ̂  *        (   )(  ) +̂ 

                                                             √  ̂  (          )  ̂

                                                             √  ̂         ̂ 

ا ئل ہوا میں تقریباً   اس لیے 

 

ی
ی ک  
ح
 کی ڈاؤؿ رینج پر ہوگا۔ √    اور کی اونچائی میٹر     سیکنڈ ے بعد پرو

 

 (Height, Time Period and Range)اونچائی،  پرواز کا وقت اور رینج 2704

ا ئل کی گردش ے بارے میں پوچھے جانے والے زیادہ تر سوالات  گ  ( ے ذریعے اوریجن سے خارج کیے 4مساوات ) 

 

ی
ی ک  
ح
کسی پرو

ا ئل اپنی بلند ترین سطح پر پہنچتا ہےجب کہ اسحاصل ہو جاتا کا جواب 

 

ی
ی ک  
ح
صفر (Component)فتار کا جزور(Vertical)کی عمودی ہے۔کوئی پرو

 ہو۔

  

  
             

                                                                   
      

 
 

 پر اس وقت

                                                                   (      ) (
      

 
)  

 

 
 (

      

 
)

 

 

                                                                          
(      ) 

  
 

ا ئل زمین پر تب آتا ہے جب کہ

 

ی
ی ک  
ح
 کوئی پرو
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(      )  
 

 
      

 (       
 

 
  )    

                                                                       
       

 
 

   ابتدائی وقت ہے اور    ہم جانتے ہیں کہ 
       

 
ا ئل زمین کو چھوتا ہے۔

 

ی
ی ک  
ح
 ووقت ہے جب کہ پرو

ا ئل کی

 

ی
ی ک  
ح
 جزو کو محسوب کرتے ہیں۔(Horizontal)نٹل وز رینج حاصل کرنے ے لیے ہم ہوری پرو

 جب کہ

  
       

 
 ہے

                                    (      )  

                                    (      ) .
       

 
/ 

                                  
  

 

 
(         )  

  
 

 
      

        رینج سب سے بڑی ہوگی اگر 

                                                                          

                                                                            

 ہیں کہ گ  اب ہم جاؿ 

       سب سے زیادہ اونچائی 20
(      ) 

  
      

    پرواز کا وقت 30
       

 
      اور  

     رینج 40
  

 

 
           

ا ئل کو ابتدائی رفتار 2مثاؽ

 

ی
ی ک  
ح
    ;سطح پر کسی مبدا  سے ایک پرو

    سے⁄ 
ے جھکاؤ پر خارج کیا جاتا ہے۔ حاصل 

  اور    ،  کریں

 حل; ہم جانتے ہیں

      
(      ) 

  
 

                                                                                   
(          ) 

     
 

                                                                                   
.    

√ 

 
/
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                                                                                     (      ) 

        اور
       

 
 

                                                                              
            

   
 

                                                                              
     

√ 

 

   
 

                                                                              
    √ 

   
 

                                                                                          (      ) 

 اسی طرح

  
  

 

 
      

                                                                                
(   )         

   
 

                                                                                
      

√ 

 

   
 

                                                                                         (      ) 

 

ز ی   2705

 

ح کی
ت 

 (Ideal Trajectory)آئیڈیل ٹر

  

 

 16.4.1 شکل
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ا ئل کی گردش ے بارے میں ضروری جانکاری حاصل ہوتی ہے۔اگر 

 

ی
ی ک  
ح
سا وات  سے پرو

م
ک
ا ئل کی گردش ے لیے پیرامیٹر

 

ی
ی ک  
ح
کسی پرو

  میں  (5)تب ہم مساوات    
 

      
 ذیل مساوات حاصل ہوجاتی ہےہ کو ہٹا سکتے ہیں۔جس کی مدد سے درج  رکھ کر 

   (
 

   
     

)    (    )  

 جو کہ ایک پیرابولا کو ظار کرتی ہے۔

ر  ے قو 16.5
 ی ل
کن

 (Kepler’s Laws of Planetary Motion)انینپلانیٹری گردش ے لیے 

ر  نے پلانیٹری گردش کو واضح کرنے ے لیے تین قوانین دیے جو درج ذیل ہیں; سولہویں
 ی ل
کن

 صدی میں جرمن ے مار فلکیات جوہنس 

ل(Planets)سبھی سیارے ۔2
ک

 

 ٹ
لن

میں گھومتےرہتے ہیں جب کہ سورج اؿ ے ایک (Orbit)مدار(Elliptical)سورج ے گرد ایک ا

 فوکس پر ہوتا ہے۔

ٹ عہ برابر وقت سیارے کو سورج سے جوڑنے والا ۔3
ق
 را کرتا ہے۔ے وقفہ میں پوT ریڈیس ویکٹر برابر ر

 Semi) اس ےمدار  کی سیمی میجر(Square)کسی سیارے کو اپنے مدار ے گرد ایک پورا چکر لگانے میں لگنے والے وقت کا مربع  ۔4

Major)محور کی لمبائی ے کعب(Cube)ے متناسب(Proportional)ہوتاہے۔ 

 

 کی گردش ذرہ  ے ساتھ کسی ایک منحنی16.5.1شکل
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 ہیں۔ تب برداراکائی   ریڈیل ایکسس اور اس ے عمودی ے ساتھ ̂ اور ̂ ماؿ لیجیے کہ

 ̂  (    ) ̂  (    )  ̂

 ̂  (     ) ̂  (    ) ̂ 

 

 ے تفرؼ  کر نے پر لحاظ   دونوں مساواتوں کوبہ

  ̂ 

  
 (     ) ̂  (    ) ̂   ̂  

  ̂ 

  
 (     ) ̂  (    ) ̂    ̂  

ے گرد گردش کر رہا ہے۔ ریڈیل  سورج(Body)نظاؾ میں پوؽ پر ہے اور ماؿ لو کہ کوئی جسم نیٹ اب ماؿ لو کہ سورج کسی پولر کو آرڈی

⃗ ویکٹر     ⃗⃗⃗⃗⃗
 ح سے کھا  جا سکتا ہےاس طر کو

 ⃗    ̂  (     ) ̂  (     ) ̂ 

 ۔ے لیے  ہے⃗ اوررفتار)ویلوسٹی(‖⃗ ‖  جہاں

 ⃗  
  ⃗

  
 

  

  
 ̂   

  ̂ 

  
 

                                                                      
  

  
 ̂   

  ̂ 

  
 
  

  
 

                                                                      
  

  
 ̂    ̂  

  

  
 

                                                             ⃗  
  ⃗( )

  
 

   ⃗

   
 

]   اور
   

     .
  

  
/

 

]  ̂  0 
   

     
  

  
 

  

  
1  ̂  

( )⃗ ے لیے    ; کسی گردش کرتے ہوئے جسم کا مقاؾ ویکٹر4مثاؽ     ̂ میں (Terms)کی ٹرمس ̂ اور ̂ ہے۔اس کو ̂    

  کرو۔ظار

 حل;دیا ہے

 ⃗( )     ̂     ̂ 

                                                                            ‖ ⃗( )‖ 

                                                                                   √(  )  (   ) 
 

                                                                                   √      
 

                                                                              √    
 

.            اور
   

  
/ 
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                                                                                        (
  

 
) 

 ہم جانتے ہیں کہ          یہاں

                                                        ⃗( )    ̂   √     ̂  

                                                       ⃗( )  
  

  
 ̂   

  

  
 ̂  

 [  √     
 

 √    
   ]  ̂  [ √    (

  

    
)]  ̂  

                                                                4
     

√    
5  ̂  4

  √    

    
5  ̂  

                                                                4
     

√    
5  ̂  (

  

√    
)  ̂  

                                                       ⃗( )  
(     ) ̂     ̂ 

√    
 

 

ر  کا دوسرا قانوؿ 16.5.1
 ی ل
کن

(Kepler’s Second Law) 

 برابر رقبہ برابر وقت ے وقفے میں پار کرتا ہے۔(Radius Vector)سیارے کو سورج سے جوڑنے والا ریڈیس ویکٹر  بیاؿ;

ل ہم یہ ماؿ کر اس کو ثات  کریں گے کہ سیارے پر سورج کا صرػ ایک ہی فورس کاؾ کرتا ہے جو کہ سورج کا گرثبوت;

 

ی

 

 ش
ن

 

 ی
ب

یو

 ہے۔( Attraction)کھچاو

 

 16.5.1.1شکل 

 ے یونیورسل قانوؿ ے مطابق

 

ن

 

 ش
ن

 

 ی
ب

 گریو

 ...(1)      ⃗⃗   
   

  
 ̂  
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 مستقل ہے،  جہاں

 
 

 

 

 سیارے اور سورج ے اوزاؿ ہیں۔ نیوٹن ے دوسرے قانوں )گردش کا قانوؿ( ے مطابق  اور گریوٹ

 ...(2)      ⃗⃗    ⃗ 

 سے (3)اور  (2)ہے۔مساوات(Acceleration)سیارے کا اس ے مدار میں اسراع⃗ جہاں 

  ⃗   
   

  
 ̂  

 ⃗   
  

  
 ̂  

ذیل تفرقی مساوات کی طرح  اس سے ظار ہوتا ہے کہ کسی سیارے ے اسراع میں صرػ ریڈیل اجزا ہوتا ہے۔اس لیے یہ کنڈشن، درجہ

 ہے۔

 ...(3)     
   

   
  

  

  
 

  

  
   

 ہم جانتےہیں کہ 

 ...(4)      
  

  
 

   

    
  

  
 

 سے (5)اور  (4)مساوات 

 
  

  
   

  

  
   

   
  

  
     

  

  
 

ل کرنے پر
م
ک

 

ت

 

∫
 

 
     ∫

 

 
   

                                                                          | |       | |     | | 

                                                                      | |         
 

                                                                                  
 

                                                                          
  

  
     

 

 ...(5)           

  
 

 دو برابر لمبائی ے وقفے ہیں۔-     ,اور-     ,ماؿ لیجیے کہ

              

 میں پار کیا گیا رقبہ-     ,وقفہ 

   ∫
 

 
    

  

  

 
 

 
∫   
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 سے( 6) مساوات

   
 

 
∫    

  

  

 

                                                                                  
 

 
 , -  

  
 

                                                                                  
 

 
 (      ) 

 میں پار کیا گیا رقبہ-     ,اسی طرح وقفہ 

   
 

 
∫    

  

  

 

                                                                                  
 

 
 , -  

  
 

                                                                                  
 

 
 (      ) 

 اس لیے             یکن 

      

ر  کا دوسرا قانوؿ ثات  ہو جاتا ہے۔ طرحاس 
 ی ل
کن

 

مرکزی اسراع  ;اگر5مثاؽ

 

 حاصل کریں۔ (Orbit)ہو، تب مدار  

 حل; ہم جانتے ہیں کہ

  

  

  

  
 

 

  
 

ر یٹ کرنے پر
ی گ

 

ن

 

ت

 دونوں طرػ ا

  

  
 

  

 
   

اس کو 

  

   
  

 
   بولا اؿ ے فو(Ellipse)سے ملانے پر جو کہ ایک الپس  

 

 

 کس ے مطابق اس سے حاصل ہوتا ہے۔یا ہائ

  

  
 

 

 
 

 

  
 

                                                                            √
   

 
 √   

م  جہاں

 

ت کن

س ر

 

ی ن
ل

 ہے(Semi Latus Rectum)سیمی 
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یا صفر،  مثبت  (Negative)کی قیمت منفی اس لیے مدار ایک الپس ہوگا،  پیرا بولا ہوگا یا ہائپر بولا ہوگا۔یہ اس بات سے ظار ہوگا کہ 

(Positive)ہوگی۔ 

 اس ے علاوہ

   
  

  
 

  

 
    (

 

 
 

 

 
) 

  
لن
ک مدار ے لیےاس طرح ا

 

.        ی
 

 
 

 

 
/ 

.        ہائپر بولک مدار ے لیے 
 

 
 

 

 
/ 

        اورپیرابولک مدار ے لیے
  

 
 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 16.6

ا ئل کی بنیادی جانکاری حاصل کی اور یہ بھی جانا کہ کوئی

 

ی
ی ک  
ح
ا ئل ایک پیرابولک  اس اکائی میں آپ نے پرو

 

ی
ی ک  
ح
پر گردش راستے پرو

ر  ے قوانین ے متعلق بنیادی جانکاری حاصل کی اورفلکیات
 ی ل
کن

 کرتا ہے۔  اس کی مدد سے کچھ مثالوں کو حل کرنا  سیکھا۔ اس ے بعد ہم نے

 میں  اس کی زرورت پر روشنی ڈالی۔ 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 16.7

ر  ے قو
 ی ل
کن

ا ئل، 

 

ی
ی ک  
ح
ک، ہائپربولا، فوکسفلکیات، پرو

 

 ی
لن
 ، ایلی وشن،، پیرابولاانین، مدار، ا

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 16.8

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوابات ے حامل سوالات16.8.1

 نیوٹن کا گردش کا دوسرا قانوؿ کیا ہے۔ مختصر جواب دیجیے۔ 20

 ۔یےبتا(Acceleration)اور اسراع (Velocity) پر رفتار  کی کسی وقت  ذرہہو ، تب اس  ( )⃗ ویکٹر  کا مقاؾ ذرہاگر کسی  30

 ۔یےبتا(Displacement)پرنقل مکاؿ        کی کسی وقت ے وقفہ  ذرہہو ، تب اس ( )⃗ کا مقاؾ ویکٹر  ذرہاگر کسی  40

 برابر رقبہ برابر وقت ے وقفے میں پار کرتا ہے۔)صحیح/غلط((Radius Vector)سیارے کو سورج سے جوڑنے والا ریڈیس ویکٹر  50
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 کسی پر 60
 
ح
ز ی ایک الپس ہوتی ہے۔)صحیح/غلط(و

 

 ی کی
 خ
ت

ا ئل کی ٹر

 

ی
 ی ک

 Semi) اس ےمدار  کی سیمی میجر(Square)کسی سیارے کو اپنے مدار ے گرد ایک پورا چکر لگانے میں لگنے والے وقت کا مربع  70

Major) ے متناسب مربعے محور کی لمبائی(Proportional))ہوتاہے۔)صحیح/غلط 

( )⃗ کا مقاؾ ویکٹر  ذرہاگر کسی  80       ̂  ۔یےکی رفتار بتا ذرہہو، تب  اس  ̂  

( )⃗ کا مقاؾ ویکٹر  ذرہاگر کسی  90      ̂  ۔کریںکا اسراع حاصل  ذرہہو، تب اس  ̂    

 مستقلی گریو ماؿ لیجیے کہ  0:

 
 

 

 

ٹیشن ے ی سیارے اور سورج ے اوزاؿ ہیں، تب نیوٹن ے یونیورسل گریو اور ہے،  ٹ

 قوت سے کھینچتے ہیں۔   قانوؿ ے مطابق سورج اور سیاارہ  ایک دوسرے کو 

 Semi) اس ےمدار  کی سیمی میجر   کسی سیارے کو اپنے مدار ے گرد ایک پورا چکر لگانے میں لگنے والے وقت کا  220

Major)ے متناسب مربعکی لمبائی ے  محور(Proportional)۔ہوتاہے 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوابات ے حامل سوالات16.8.2

( )⃗ کا مقاؾ ویکٹر  ذرہاگر کسی  20    ̂  ۔یےکی رفتار بتا ذرہپر  اس     ہو، تب  ̂    

( )⃗ کا مقاؾ ویکٹر  ذرہاگر کسی  30  (    ) ̂  ۔کریںکا اسراع حاصل  ذرہپر  اس     ہو، تب  ̂ (   ) 

بیرؽ کا زمین سے   اور  فٹ فی سیکنڈ ہو     کو چھوڑنے ے وقت چاؽ  ( Barrel)ے بیرؽ (Canon)شیل کی  کسی کینناگر کسی  40

  جھکاؤ
 

         تک جائےگا؟ )دیا ہے اونچائی شیل کتنی ، تب ہو 
) 

( )⃗ میں مقاؾ ویکٹر (Plane) سطحکا کسی  ذرہاگر کسی  50        ̂   ہو، تب  ̂       
 

 
کی رفتار اور   ذرہپر  اس  

 ۔کریںاسراع حاصل 

  ے ساتھ گھوؾ رہا  ہو، تب                    منحنی  گ  ذرہ کسی دیے  کوئی اگر  60
 

 
کی رفتار ،  ذرہپر  اس  

 ۔کریںع حاصل چاؽ اور  اسرا

 (Long Answer Type Questions)طویل جوابات ے حامل سوالات16.8.3

( ) ایک ذرہ کسی پولرپاتھ ے ساتھ چل رہا ہے، جو اس طرح سے ہے، 20    
, ( ) کی رفتار  ذرہ،تب اس         

 ے ٹرمس میں حاصل کیجیے۔  ̂ اور ̂ اور اسراع کو 
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30  ⃗⃗( )  
  

  
 ̂   

  

  
 کا استعماؽ کرتے ہوئے ثات  کریں کہ ̂ 

 ⃗( )  6
   

   
  (

  

  
)

 

7  ̂  6 
   

   
  

  

  
 
  

  
7  ̂  

ہ کہ اگر کوئی سیارہ اپنے سرکلر مدار میں اچانک رک جایے تو یہ سیار کریںثات   40

√ 

 
وقت میں سورج ے اندر گر جایے گا، جہاں  

 پورا کرنے میں لگا وقت ہے۔(Revolution)سیارہ کا چکر  

 (Suggested Books for Further Readings)مزید مطالعے ے لیے تجویز کردہ کتابیں 16.9

1. Calculus, H. Anton, I. Bivens, S. Davis, John Wiley & Sons, Inc. (10

th

 Edition) 

2. Calculus, M. J. Strauss, G. L. Bradley, Upper Saddle River, NJ: Prentice Hall (3

rd

 

Edition) 
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 ہدایات;

یہ پرچہ سوالات تین حصوں پر مشتمل ہے; حصہ اوؽ، حصہ دوؾ اور حصہ سوؾ۔ ر جواب ے لیے لفظوں کی تعداداشارتن ہے۔ تماؾ حصوں 

 زمی ہے۔سے سوالوں کا جواب دینا  لا

لازمی سوالات ہیں جو کہ معروضی سوالات/خالی جگہ پر کرنا/مختصر جواب والے سوالات ہیں۔ ر سواؽ کا  22حصہ اوؽ میں  ۔2

             نمبر مختص ہے۔ 2جواب لازمی ہے۔ر سواؽ ے لیے 

۔ ر سواؽ کا جواب تقربن حصہ دوؾ میں آٹھ سوالات ہیں۔ اس میں سے طالب علم کو کوئی پانچ سوالات ے جواب دینے ہیں ۔3

           مختص ہیں۔ اتنمبر 7لفظوں پر مشتمل ہے۔ ر سواؽ ے لیے 322

سوالات ے جواب دینے ہیں۔ ر سواؽ کا جواب تقربن  تینسوالات ہیں۔ اس میں سے طالب علم کو کوئی  پانچؾ میں سوحصہ  ۔4

            مختص ہیں۔ اتنمبر 22لفظوں پر مشتمل ہے۔ ر سواؽ ے لیے 622

 حصہ اوؽ

            2سواؽ;

(i) 
  

   
 کو محسوب کرو۔(     )

(ii) خالی جگہ پر کرو      
    

 
     

(iii) خالی جگہ پر کرو

  

   
*   (    )+      

 نمونہ امتحانی پرچہ

 Bachelor of Science (Physical Science)بیچلر آػ سائنس 

Subject Code: BSMM101CCT 

 I –سمسٹر(Calculus)پرچہ; علم احصا

 گھنٹے4وقت;         82نشانات;
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(iv) ∫  کو محسوب کرو۔       

(v) اگر
 

  
, ( )- ∫تب، ( )    ( )

 

 
 کس  ے برابر ہوگا؟  

(vi) صا ت رکھنے والے نقاط ے درمیاؿ منقطع ہونے والی قوس کو   اور  ے( )   منحنی

 

ٹ

 

خ
م

محور ے   عرضی 

∫اطراػ گھمانے سے حاصل کردہ ٹھوس کا حجم      

 
 )صحیح/غلط(    ہوگا۔  

(vii) ۔ہے    کا کل رقبہ           دائرہ 

(viii) ر  کا دوسرا قانوؿ
 ی ل
کن

 لکھو۔ 

(ix)  ̂   ̂  اکائی بردار ہے۔̂ جہاں،    

(x)  ̂   ̂  اکائی بردار ہے۔̂ جہاں،    

 

 دوؾ حصہ

  ، تب (      )    (      )   اگر  30
 

 
 ۔کریںکی قیمت حاصل  

40       
       

 حاصل کیجیے۔       

50 ∫  و۔حاصل  کر        

60 ∫  حاصل  کرو۔        

ی  70
 

ن

 

خ
م

  سے     کی قوسی لمبائی          
 

 
 تک حاصل کرو۔ 

⃗⃗ اگر   80      ̂    ̂ ⃗⃗⃗ اور ̂           ̂  تب حاصل کرو̂      

  i)) 

 

  
( ⃗   ⃗) (ii) 

 

  
( ⃗   ⃗) 

90 
 

  
. ⃗  

  ⃗

  
 

   ⃗

   
 کی قیمت حاصل کرو۔/

⃗ ثات  کرو کہ   0:    ̂  
 

 
 ̂ ⃗⃗ اور  ̂     ̂    ̂  ایک دوسرے پرمتوازی ہیں۔ ̂   
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 حصہ سوؾ

.     اگر 220
 

 
/     .

 

 
/

 

              (    )       کہ  ؤتب دکھا

ی  کرو کی قیمتوں کی وہ رینج  حاصل    220

 

ن

 

خ
م

اوپر کی طرػ                   جس ے لیے  

و)کا  

 

 نیچے کی طرػ یا  ہوConcave)ن

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

 ے نقاط بھی حاصل کرو۔(Inflexion) ۔ اور پھر ا

230 ∫ ∫حاصل  کرو اور پھراس سے           حاصل  کرو۔        

ی  کسی 240
 

ن

 

خ
م

 ۔کریںمماس   ویکٹر  حاصل اکائی ے کسی نقطے پر                          

⃗ اگر    250     ̂     ̂     ̂,  ⃗⃗     ̂     ̂ ⃗ ارو  ̂         ̂     ̂ ۔یںکرحاصل   -⃗ ⃗⃗ ⃗ ,تب    ̂    
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BSMM150CCP 

 ؽمینو لیب

 )علم احصا(

 یس سیابی۔

 )پہلا سمسٹر(
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 عل ے مسائلاور زائدی تفا تمشتقا ۔ اعلی رتبے ے28کائی ا

 نمونہ تجربائی  سواؽ

(    √  )           بتلاؤ کہ 2802      

 (Aim)مقصد

 

ھ

 

ت

 ۔مک تفاعل ے ذریعے دکھا سکتے ہیںمعکوس زائدی تفاعل کو لوگر

 (Procedure)طرز عمل

Step I  

 ماؿ لو کہ 

          

Step II 

 (ے ارکاؿ میں بیاؿ کرو۔Exponential Functionکودرجہ ذیل طریقہ سے قوت نماتفاعل) تفاعلزائدی 

        
      

 
 

Step IIIحل حاصل کرو۔ 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

                                                                                

                                                                               

                                                          (  )    (  )      

  جو کہ 
 میں ایک کثیر رکنی ہے، اس لیے

   
   √     

 
 

   √     

     √    یا        √  یکن       چونکہ 
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 اس لیے

     √     

                                                         (  √    )  

 (Conclusion/Result)/اختتاؾنتیجہ

مک تفاعل ے ظریعہ دکھا سکتے ہیں جو کہ اس طرح ہوگا اس سے ظار ہوتا ہے کہ ہم دی گئی
ھ

 

ت

 معکوس زائدی تفاعل کو لوگر

          .  √    / 

 ٭٭٭٭٭

 

 ہوئے تفاعلات ے مشتقات معلوؾ کرو۔ ذیل میں دیے 2803

(i)       (    ) 

(ii)  ( )    (     ) 

(iii)     .    
 

 
/ 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 ٭٭٭٭٭
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2804 ∫
  

 √     
ل حاصل کریں 
م
ک

 

ت

 ۔

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 



280 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 ٭٭٭٭٭

 

2805 ∫
  

    

 

 
 
ل حاصل  
م
ک

 

ت

 ۔کریں

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 



282 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 ٭٭٭٭٭

 

.     اگر 2806
 

 
/     .

 

 
/

 

 کہ 
ٓ
              (    )       تب دکھاو

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 ٭٭٭٭٭
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  قضیہ29اکائی 

 

 ز
ی

 

 ی
ن ی 
ل

  ،۔  

ی ک
فل

 

ن

وٹی، ا  

 

ووٹس ے مسئلےکان

 

ن ٹ
م
ن س

 نقاط اور ا

 

ن

 

ش

 

 

2902 

  

   
 ۔حاصل کرو(        )

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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ی ے لیے جس کرو کی قیمتوں کی وہ رینج  حاصل  2903 

 

ن

 

خ
م

                   

و   

 

  ۔نیچے کی طرػ یا  ہوConcave))اوپر کی طرػ کان

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

ے نقاط بھی حاصل (Inflexion) اور پھر ا

 کرو۔

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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ی  3.81
 

ن

 

خ
م

  (    ) 
 پر

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

 ے نقاط حاصل کرو۔(Inflexion) ا

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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    ثات  کرو کہ  2905
ورجگہ    

 

رجگہ نیچے کی          ہے اورConcave))اوپر کی طرػ کان

وطرػ   

 

 ۔ہےConcave))کان

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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 ے مسائل ہاسپٹل قانوؿ L–ٹریسنگ ، غیر متعینہ صورت اور  منحنی کی ۔:2اکائی 

2:02   (     )  کرو۔ (Trace)کو ٹریس  (     )   

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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2:03   (   )  کرو۔ (Trace)کو ٹریس  (   )   

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)عمل طرز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 ٭٭٭٭٭
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 کرو۔ (Trace)کو ٹریس  (      )    2:04

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 ٭٭٭٭٭
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 سواؽ تجربائی نمونہ

2:05       
       

 حاصل کیجیے۔       

 

 (Aim)مقصد

 منحنی 

 

دی گ

       

 حاصل کرنا ہے جبکہ        

 

مٹ
ل
 ہو۔   کی 

 

 (Procedure)طرز عمل

Step-I;   معلوؾ کیجیے کہ

 ( )

 ( )
 

 

مٹ
ل
ایک  کی 

 

 
 ہے۔ صورت غیرمتعینہکی قسم 

Step-II;  کیجیے۔تفرؼ الگ الگ  کا اور 

Step-III: 

  ( )

  ( )
 کی

 

مٹ
ل

  

 

مٹ
ل
تب یہ -∞+یا∞،متناہیمعلوؾ کیجیے، اگر یہ 

 ( )

 ( )
 

 

مٹ
ل
 ے برابر ہوگی۔ کی 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 ہم کو دیا گیا ہے

       

       
 

       

     
 

  

     
 

 یکن  ہم جانتے ہیں کہ 

   
   

  

     
   

 اس لیے
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   یکن  ہم دیکھتے ہیں کہ 
   

(       )    اور    
   

(  )  اس لیے یہ    

 

مٹ
ل

صورت   

 

 
 میں ہے تو ہم

L’ Hopital Rule استعماؽ  کر تے ہیں 

    
   

       

  
    

   

       

   
 

 
 

 
4   

   

     

  
5 

 
 

 
   

 
 

 
 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

      سواؽ کا جواب گ   دیےہم کہہ سکتے ہیں کہ 
       

        
 

 
 ہے۔

 ٭٭٭٭٭
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      دکھاؤکہ  2:06
                    

      
     

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 ٭٭٭٭٭

 



302 

 

      اگر   2:07
              

     
 ۔قیمت حاصل کروکی b, c , ، تب     

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز



303 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭



304 

 

 

ل۔ 32اکائی
م
ک

 

ت

 ے مسائلتحویلی ضابطے-

وو  رڈکشن  3202
 ش
سن
شک

(Successive Reduction)  کی مدد سے  طریقےے∫  حاصل  کر۔        

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 ٭٭٭٭٭
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20.2 ∫  ۔وحاصل کر      

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)/اختتاؾنتیجہ

 

 

 ٭٭٭٭٭

 



308 

 

وو  رڈکشن  20.3
 ش
سن
شک

(Successive Reduction)  کی مدد سے  طریقےے∫  ۔کروحاصل           

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 ٭٭٭٭٭
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20.4 ∫  ۔حاصل  کرو        

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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وو  رڈکشن  20.5
 ش
سن
شک

(Successive Reduction)  کی مدد سے طریقےے∫  ۔حاصل  کر        

 

 (Aim)مقصد

 

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 ٭٭٭٭٭
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20.6 ∫  ۔حاصل  کرو        

 (Aim)مقصد

 

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)/تجویزحل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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وو  رڈکشن  20.7
 ش
سن
شک

(Successive Reduction) یقے کی مدد سےطرے∫ حاصل      (    )  

 -کرو

 (Aim)مقصد

 

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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وو  رڈکشن  3209
 ش
سن
شک

(Successive Reduction)  کی مدد سے طریقےے∫  ۔حاصل  کرو    (    )  

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 ٭٭٭٭٭
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وو  رڈکشن  :320
 ش
سن
شک

(Successive Reduction)  کی مدد سے  طریقےے∫  ۔حاصل  کرو         

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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وو  رڈکشن    32022
 ش
سن
شک

(Successive Reduction)  کی مدد سے  طریقےے∫  ۔حاصل  کرو         

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



323 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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32022 ∫ ∫حاصل  کرو اور پھر             ۔حاصل  کرو        

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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اور ،       (    )   کہؤدکھا،   (    )∫   اگر  21.12

 ۔حاصل کرو   (    )∫پھر

 (Aim)مقصد

 

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)/اختتاؾنتیجہ

 

 

 ٭٭٭٭٭

 



328 

 

ی   32024

 

ن

 

خ
م

        ثات   کرو کہ 
  πکا  کل  رقبہ  

 ۔ہوتا  ہے 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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گ، ڈسک، واشر32اکائی

 

شی

 

ن
  اور استوانی خوؽ ے ذریعے حجم ے مسائل۔  سلا

  ے درمیاؿ   اورمحور         (Circle)          اور  دائرہ  (Parabola)      پیرابولا  21.1

 ۔ے رقبہ کو محسوب کریں ے اوپر 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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 سے  گھرا ہوا   ہے۔    اور               اس خط  کا رقبہ حاصل  کرو جو    3203

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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  (Ellipse)تحت الپسمحور ے   3204

  

   
  

حاصل ( (Volumeکو  گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم      

 کرو۔

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 ٭٭٭٭٭

 



336 

 

کل ئڈ base) )اپنے بیس  3205

 

ن
کو  (      )    (      )   (Cycloid) ے تحت سا

 حاصل کرو۔( (Volumeگھمانے سے بنے ٹھوس کا  حجم 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭

 



338 

 

کو  گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم (      )     (Cardioide)ابتدائ  خط ے تحت کارڈائڈ 3206

Volume)) حاصل کرو۔ 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 ٭٭٭٭٭



340 

 

 

 اور گردشی سطح ے رقبے ے مسائل ۔ خوسی لمبائی33اکائی

ی 3302

 

ن

 

خ
م

 ہے۔  لمبائی قوسیکی (      )    (      )    دکھاؤکہ 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 ٭٭٭٭٭

 



342 

 

 حاصل کرو۔(Perimeter)کا احاطہ  (      )     ،(Cardioide)کارڈائڈ 3303

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 ٭٭٭٭٭

 



344 

 

ی  3304

 

ن

 

خ
م

  سے     لمبائیکی قوسی          
 

 
 تک حاصل کرو۔ 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

 

 



345 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 ٭٭٭٭٭

 



346 

 

ی  3305

 

ن

 

خ
م

 دکھاؤکہ 
 

 ⁄   
 

 ⁄   
 

 ⁄
 ہے۔   لمبائیکی قوسی کل   

 

 (Aim)مقصد

 

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭



348 

 

 حاصل کرو۔ ئیلمباکل   کی قوس کی (Astroid)                  ایسٹرآئڈ 3306

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 ٭٭٭٭٭

 



350 

 

 

، تسلسل، تفر۔ تہرا حاصل ضرب اورویکٹر34اکائی

 

مٹ
ل
ل ے مسائل تفاعل کی 

م
ک

 

ت

ؼ اور   

⃗ ثات  کرو کہ  3402  ( ⃗⃗   ⃗)   ⃗⃗  ( ⃗   ⃗)   ⃗  ( ⃗   ⃗⃗)    

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 



351 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)/اختتاؾنتیجہ

 

 

 ٭٭٭٭٭



352 

 

⃗⃗ ,ثات  کرو کہ  3403   ⃗  ⃗   ⃗  ⃗   ⃗⃗-  , ⃗ ⃗⃗ ⃗- 
 

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭



354 

 

⃗⃗ ٖٖٖٓایک  ذرہ  کسی طاقت   3404    ̂  ہوتا تک منتقل(      ) سے (      ) ے ذریعے     ̂   

 صل کرو۔ہے۔ کیا گیا کاؾ حا

 (Aim)مقصد

 

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

 



355 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭



356 

 

⃗⃗ اگر   3405      ̂    ̂ ⃗⃗⃗ اور ̂           ̂  تب حاصل کرو۔̂      

  i)) 

 

  
( ⃗   ⃗) (ii) 

 

  
( ⃗   ⃗) 

 (Aim)مقصد

 

 

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

 



357 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 ٭٭٭٭٭



358 

 

3406 

 

  
. ⃗  

  ⃗

  
 

   ⃗

 کی قیمت حاصل کرو۔/   

 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭



360 

 

( ) ⃗ اگر  3407    ̂    ̂ ( ) ⃗  اور ̂         ̂      ̂  دیے گئے ہیں، تب  ̂     

 معلوؾ کیجیے۔ ذیل کی قدر مندرجہ  

(i) 
 

  
( ⃗   ⃗ ) 

(ii) 
 

  
( ⃗   ⃗ ) 

(iii) 
 

  
( ⃗   ⃗ ) 

 (Aim)مقصد

 

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 



361 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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 معین تکملے حاصل کیجیے 3408

(i) ∫ 〈     ،      〉   
 

 
 

 

(ii) ∫ (   ̂     ̂)  
 

 
 

(iii) ∫ (   ̂      ̂   ̂)  
 

 
 

 (Aim)مقصد

 

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

 



363 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 ٭٭٭٭٭



364 

 

⃗ ثات  کرو کہ   3409    ̂  
 

 
 ̂ ⃗⃗ اور  ̂     ̂    ̂  -ایک دوسرے پرمتوازی ہیں ̂   

 

 (Aim)مقصد

 

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭



366 

 

⃗  اگر   :340     ̂     ̂     ̂,  ⃗⃗     ̂     ̂ ⃗ ارو  ̂         ̂     ̂     ̂ 

 حاصل  کرو۔ -⃗ ⃗⃗ ⃗ ,  تب 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



367 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭



368 

 

 

 دی اجزا اور موڈلنگ،۔ اسراع ے مماسی اور عمو35ئیکاا

س اور پلانیٹری گردش ے مسائل 

ک

 

شی
 ی ل
ب

 

ی   3502

 

ن

 

خ
م

ے کسی نقطے پر   اکائی مماس    ویکٹر                        کسی 

 ۔حاصل کرو

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

 

 

 



369 

 

 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭

 



370 

 

ی   3503

 

ن

 

خ
م

اکائی مماس   ویکٹر  حاصل    ے کسی نقطے پر                      کسی 

 ۔کرو

 (Aim)مقصد

 

 

 

 (Procedure)طرز عمل
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 (Solution/Calculation)حل/تجویز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتاؾ

 

 

 

 ٭٭٭٭٭

  



372 

 

 نمونہ امتحانی پرچہ

 )لیب مینوؽ(ریاضیات

BSMM101CCP 

ی

شس
ن 

 )سمسٹر اوؽ(  -بی۔ا

 I -سمسٹر

 46کل نمبر;           Hrs 3وقت; 

 (      )     پانچ سوالات ے جواب دیجیے درج ذیل میں سے کوئی نوٹ;

∫ ۔2
  

    

 

 
 
ل حاصل  
م
ک

 

ت

 ۔کریں

ی جس ے کرو کی قیمتوں کی وہ رینج  حاصل   ۔3

 

ن

 

خ
م

اوپر کی طرػ                   لیے  

و)  

 

 ۔  کی طرػیا نیچے ہوConcave)کان

 

ن

 

ش
ی ک
فل

 

ن

 ے نقاط بھی حاصل کرو۔(Inflexion) اور پھر ا

 کرو۔ (Trace)کو ٹریس  (      )    ۔4

وو  رڈکشن  ۔5
 ش
سن
شک

(Successive Reduction)  کی مدد سے  طریقےے∫  ۔حاصل  کرو         

ے اوپر ، ے رقبہ کو   ے درمیاؿ   اورمحور         (Circle)          اور  دائرہ  (Parabola)      پیرابولا  ۔6

 ۔کریںمحسوب 

(Ellipse) محور ے تحت الپس   ۔7

  

   
  

 ( حاصل کرو۔(Volumeکو  گھمانے سے بنے ٹھوس کا حجم        

⃗⃗ اگر   ۔8      ̂    ̂ ⃗⃗⃗ اور ̂           ̂  کرو۔تب حاصل ̂      

a0 i)) 

 

  
( ⃗   ⃗) (ii) 

 

  
( ⃗   ⃗) 

ی   ۔9

 

ن

 

خ
م

 ۔                 مماس   ویکٹر  حاصل کرواکائی ے کسی نقطے پر                         کسی 
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Rough Work Space 



374 

 

Rough Work Space 
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 Notesاہم نکات/
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 Notes/اہم نکات


