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 برداری فضائیں اور خطی تحویلات۔ 5بلاک  

(Vector Spaces and Linear Transformations) 

برداری فضاء، تحت فضاء، اساس اور البعد سے متعلق کئی تعریفات اور مسائل  شتمل  ہے۔ س  میں پر 4 سے 1پانچواں بلاک اکائی  

ی تحویل اور اس کے ماترس کے متعلق کئی مسائل اور ان کے میں  4اور  2میں درج ہیں۔ اکائی  3اور  1جو اکائی  ہیں
ّ
ط

 

خ

 حل دیے گئے ہیں۔

 

 برداری فضائیں اور تحت فضائیں 1 –اکائی 

(Vector Spaces and Subspaces) 

 

 

 (Objectives)مقاصد 1.2

کے کئی تعریفات، مثالیں اور بہت  برداری فضائیں اور تحت فضاؤںاس اکائی میں طلباء کی مسئلہ حل صلاحیت کو بہتر بنانے کے لیے  

 سے مسائل دیے گئے ہیں۔

 (Introduction)تمہید 1.1

)س  کے   ہیں۔ایک غیر خالی سٹ( کہتے Scalars)یا عددیہ ایک میدان ہے س  کے عناصر کو میزانیں (     )تعریف: فرض کیجیے کہ  

 عناصر کو بردار کہتے ہیں(کو برداری فضا )یا خطی فضا( کہا جاتا ہے اگر

(I)    ی گروپ ہے ایک عمل کو متعارف یا جائے جسے برداری جمع )+( کہتے ہیں س  کے تحت میں  
قلٹ ی

 

ت

 (   )۔ یعنیایک 

 گروپ ہو

 

ن
 
 ن لٹ
ب

 ۔گاایک آ

i)              

ii) (   )      (   )          

iii)   ̅       ̅   ̅  کا صفر بردار کہتے ہیں(  کو  ̅ )یہاں           



5 

 

iv)  یہاں       یعنی  ̅         سے کہ ہوگا اس طرح     کے لیے     ہر ایک(

 (کا جمع کے تحت معکوس کہتے ہیں    کو بردار     

v)                

II.  میدانF  پر برداری فضاV  جسے عددیہ ضرب  ’ ‘میں ایک بیرونی عمل(Scalar Multiplicationکہتے ہیں اس طرح وجود ) 

 رکھتا ہے کہ 

                 

III.  درجہ ذیل خصوصیات کو مطمئن کرتے ہیں:  ،  دونوں عمل 

i)    (   )                   

ii) (   )                   

iii)  (  )  (  )  

iv)            ،میں اکائی ہے۔ میدان1 جہاں 

̅ کسی برداری فضا میں دو طرح کے صفر عناصر وجود رکھتے ہیں۔پہلا صفر نوٹ: ہے اور  برداری اکائی جو جمع کے عمل کے تحت ایک  

 ایک میزان ہے۔    دوسرا صفر 

 فضا)+̅ *  پر ایسی برداری فضا س  میں صرف صفر بردار موجود ہو یعنی   میدان تعریف:
ل

 

 Nullہو تو اسے صفر بردار فضا یا ن

Spaceکہتے ہیں۔) 

 سے ظاہر کرتے ہیں۔  یاپھر صرف   یا  ( ) ایک برداری فضا ہے تب اس کو  پر   اگر کسی میدان نوٹ:

( )  برداروں کا سٹ (Three Dimensional)سبھی سہ ابعادی مثال:   با  +           (        )*    

‛عمل  ‛پر ایک برداری فضا ہے جب کہ عمل   میدان    ،‚   سے متعارف ہیں: درجہ ذیل طریقہ    ،‚ 

    (                 )    (        )   (        )    
 

    (              )    (        )         

 دیا گیا سٹ ہے حل۔ 

     *(        )           + 

 ایک برداری فضا ہے۔  پر   میدان  ہمیں ثابت کرنا ہے کہ

I.  ی گروپ ہے۔ اس لیے (   )پہلے ہم ثابت کریں گے کہ  
قلٹ ی

 

ت

 

i)  فرض کیجیے کہ  (        )   (        )    

                                      چوں کہ 



6 

 

     (                 )    

              

 با عمل + بندشی خاصیت رکھتا ہے۔ اس لیے 

ii)   (        )   (        )   (        )  کے لیے ہمیں حاصل ہے   

(   )    (                 )  (        ) 

 ((     )     (     )     (     )    ) 

اور چوں کہ حقیقی اعداد کا اجماع تلازمی خاصیت کو پوری کرتا ہے۔                     چوں کہ 

 اس لیے

(   )    (   (     )        (     )    (     )) 

 (        )  (                 ) 

   (   ) 

 (   )      (   )          

 با عمل + تلازمی خاصیت کو پوری کرتا ہے۔  اس لیے 

iii) کے لیے ایک بردار (        )  تمام ̅  (     )  اس طرح وجود رکھتا ہے کہ   

   ̅  (              )  (        )    

 ̅    (              )  (        )    

    ̅   ̅           

̅ اس لیے صفر بردار  (     )  جمع کے عمل کے تحت ایک اکائی ہے۔   

iv)  ہر ایک  (        ) (           )   کے لیے ایک بردار     اس طرح وجود رکھتا ہے کہ   

  (  )        ̅ 

(           )   اس لیے  (        )  بردار   کے لیے جمع کے عمل کے تحت ایک معکوس   

 ہے۔

v)   (        )   (        )  کے لیے ہمیں حاصل ہے   

(   )  (                 ) 

 (                 ) 

 (        )  (        ) 

ی ہوتا ہے[  ]چوں کہ   
قلٹ ی

 

ت

     جمع کے عمل کے تحت  
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 اس لیے 

               

ی گروپ ہے۔ (   )اس لیے  
قلٹ ی

 

ت

 

II.  میزانی ضرب کے تحت بندشی خاصیت کو مطمئن کرتا ہے ۔  اب ہم ثابت کریں گے کہ 

(        )  اور     فرض کیجیے کہ   تب   

    (              )                    

 اس لیے

                

 میزانی ضرب کے تحت بندشی خاصیت کو مطمئن کرتا ہے ۔  اس لیے 

III.  فرض کیجیے کہ  (        )   (        )  ہیں۔       اور    

i) اب 

  (   )    (                 ) 

 (  (     )   (     )   (     )) 

 (                             ) 

 (           )  (           ) 

       

ii)  پھر 

(   )  (   )(        ) 

 ((   )   (   )   (   )  ) 

 (                       ) 

 (           )  (           ) 

       

 اس لیے 

(   )        

iii)  (  )   (           ) 

 ( (   )  (   )  (   )) 

 ((  )   (  )   (  )  ) 



8 

 

 (  )(        )  (  )  

iv)     (              )  (        )    

( )  اس لیے بردری فضا کی تعریف میں بعد کی سبھی چار شرائط پوری ہوئیں۔ اس لیے     
 ایک برداری فضا ہے۔  

 سے بھی ظاہر کر تے ہیں۔ ( )  اس برداری فضا کو  نوٹ:

و مثال:

 

وں کے جمع اور عددیہ ضرب، میدان  یلحقیقی ضرب کے ساتھ ایک غیر متعین مت  

 

وں کا سٹ، بہ لحاظ کثیر رک  

 

میں تمام کثیر رک

 پر، ایک برداری فضا ہوتی ہے۔  

( ) *  حل۔ دیا گیا ہے کہ             
اور  کثیر رکنیاں +                        

 ( )            
        

 ، ( )            
        

کے عناصر   برداری فضا  

 ہے۔    اور     ہیں، جہاں 

 ( )   ( )  (     )  (     )    (     )          
          

 

  ( )               
         

 

 ایک برداری فضا ہے۔ ( ) ہمیں ثابت کرنا ہے کہ 

I. (   ):ی گروپ ہے  
قلٹ ی

 

ت

 ایک 

i)  فرض کیجیے کہ کثیر رکنیاں ( )               
 ، ( )               

برداری  

 ہے۔                 اور     کے عناصر ہیں، جہاں   فضا 

 ( )   ( )  (          
        )  (          

        ) 

 (     )  (     )    (     )          
   

 

       [                ] 

  ( )   ( )      ( )  ( )    

ii)  فرض کیجیے کہ ( )            
        

 ، ( )            
        

 

( ) اور             
       

    

 تب

, ( )   ( )-   ( )  ,(     )  (     )  (     ) 
   - 
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 ,(     )    -  ,(     )    -  ,(     )    - 
    

 ,   (     )-  ,   (     )-  ,   (     )- 
    

 (          
   )  ,(     )  (     )   - 

  ( )  , ( )   ( )- 

 اس لیے

, ( )   ( )-   ( )   ( )  , ( )   ( )- 

iii)                     کے لیے ( ) کے تمام   اس طرح وجود رکھتا ہے کہ 

 ( )       ( )   ( ) 

 کی جمعی اکائی ہے۔  ،  اس لیے 

iv)  ہر ( )            
( )  کے لیے        اس طرح سے      (   )     

 ہے کہ 

 ( )  (  ( ))  (  ( ))   ( )    

( )  اس لیے      (   )  (   ) 
( ) کثیر رکنی                 

کا جمعی معکوس     

 ہے۔

v)  فرض کیجیے کہ ( )               
( ) اور                 

کے   برداری فضا  

 عناصر ہیں۔ تب

 ( )   ( )  (          
        )  (          

        ) 

 (     )  (     )    (     )          
   

 

       
 

 (     )  (     )  (     ) 
   ,            - 

 (          
        )  (          

        ) 

  ( )   ( ) 

 اس لیے

 ( )   ( )   ( )   ( )   ( )  ( )    
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ی گروپ ہے۔(   )لہٰذا   
قلٹ ی

 

ت

 ایک 

II.   :بہ لحاظ عددیہ ضرب بندشی خاصیت کو پورا کرتا ہے 

( ) فرض کیجیے کہ             
 ہے۔ اس لیے    اور       

   ( )    (          
   ) 

 (   )  (   )  (   ) 
   ,                 - 

 اس لیے

   ( )      ( )         

 بہ لحاظ عددیہ ضرب بندشی خاصیت کو پورا کرتا ہے۔  اس لیے 

III.  اور       فرض کیجیے کہ ( ) ( ) اور            کے عناصر ہیں۔   برداری فضا           

 تب

i)   , ( )   ( )-    ((     )  (     )  (     ) 
   ) 

  (     )   (     )   (     ) 
    

 (       )  (       )  (       ) 
    

 ,(   )  (   )  (   ) 
   - 

 ,(   )  (   )  (   ) 
   - 

    ( )     ( ) 

 اس لیے

  , ( )   ( )-     ( )     ( ) 

ii) اور 

(   )   ( )  (   )  (          
   ) 

 (   )   (   )    (   )   
    

 ,(       )  (       )  (       ) 
   - 

 ,(   )  (   )  (   ) 
   -

 ,(   )  (   )  (   ) 
   - 
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   (          
   )    (          

   ) 

    ( )     ( ) 

 اس لیے

(   )   ( )     ( )     ( )   ( )           

iii)  اور 

 (   ( ))   *  (          
   )+ 

  *(   )  (   )  (   ) 
   + 

  (   )   (   )   (   ) 
    

 (  )   (  )    (  )   
    

 (  )(          
   ) 

 (  )   ( ) 

 اس لیے

 (   ( ))  (  )   ( )   ( )           

iv)  
   ( )    (          

   ) 

 (    )  (    )  (    ) 
    

           
    

  ( ) 

 ایک برداری فضا ہے۔ ( ) اس طرح برداری فضا کی آخری  چار شرائط پوری ہوتی ہیں۔ لہٰذا 

 (Properties of Vector Space)برداری فضا کی خصوصیات:1.3

 کے لیے      اور       پر ایک برداری فضا ہے۔ تب   میدان   نظریہ: فرض کیجیے کہ 

i)    ̅   ̅   ̅       

ii)      ̅      

iii)  (  )  (  )   (  )           
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iv)   (   )        

v)     ̅        ̅ 

vi)                  

              ̅  کا صفر عنصر ہے۔  کی جمعی اکائی ہے یا   ،     کی جمعی اکائی ہے اور ، ̅ ، جہاں   

 

 (Sub Space)تحت فضاء

پر  Fکو  Wکا غیر خالی تحت سٹ ہے۔ تب  W ‘Vپر ایک سمتی فضاء )برداری فضاء( ہے اور  F میدان  Vفرض کرو کہ  تعریف :

 خود مختارانہ انداز میں ایک سمتی فضاء ہے، یعنی  W (F)( یا تحت فضاء کہتے ہیں۔اگر Vector Subspaceایک سمتی تحت فضاء )

(i) (W,+) ‘(V,+) ( کا تحت گروہی ہےa-b  W   a,b  W) 

(ii) W ( عددیہ ضرب کے تحت بندشی خاصیت رکھتا ہے۔a.α   W   a   α   Wاور ) 

(iii) a. (α+β) = aα+aβ 

(a+b). α = aα + bα 

a (bα) = (ab) α 

1 . α = α 

سٹ س  میں صرف صفر بردار +̅ *کی تحت فضاء ہوگی۔ اسی طرح  Vپر خود  V ‘Fہے۔  V   Vاک سمتی فضاء ہو چونکہ  V(F)نوٹ: اگر 

 کی تحت فضاء ہوگی۔  Vشامل ہے 

 کی تحت فضاء ہے۔ ℝ (ℝ) ‘ℂ(ℝ)مثال: 

 تحت فضاء کی ضروری اور کافی شرط

 کی تحت فضاء ہے اگر اور صرف اگر  W ‘Vتب     ایک برداری فضاء ہے اور  V(F)۔ فرض کرو کہ 1نظریہ 

(i) α - β   W   α    W 

(ii) a.α    W   α  W  &  a F 

 کی تحت فضاء ہونے کی ضروری اور کافی شرائط ہیں۔  Vکو  W)یا( )

(i) α     W    α, β   W 

(ii) a. α   W,    a   F, α   W 

 کی تحت فضاء ہوگی۔ اگر اور صرف اگر  W ‘Vکا ایک غیر خالی تحت سٹ  Vایک برداری فضاء ہے۔  V(F)فرض کرو کہ   2نظریہ۔ 
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aα+bβ   W   α, β   W    a, b   F 

 

Vہوں  p,q F( جہاں (     )بتلاؤ کہ آرڈر ڈٹرایاڈ  مثال : 
3
(F)  کی ایک تحت فضاء ہے۔ 

 ایک میدان ہے۔  Fحل: دیا گیا ہےکہ 

V ایک
3
(F) = *(     )        ⁄ + 

(     )* = Wسمتی فضاء ہے اور       ⁄ + 

Vہمیں بتلانا ہےکہ 
3
(F), W  کی تحت فضاء ہے۔ 

 کےلیے  a,b Fہیں اور  p,q,r,s Fجہاں  x = (p,q,o), y = (r,s,o)  Wفرض کرو کہ 

  ax+by = a(p,q,o)+(b(r,s,o) 

    = (ap,aq,o)+(br,bs,o) 

    = (ap+br, aq+bs,0) W 

(  a,b F, p,q,r,s F   ap+br, aq+bs F) 

  ax+by W    x,y W &   a,b F 

  W(F) ‘V
3
(F)  کی ایک تحت فضاء ہے۔ 

(        )*=Wحقیقی اعداد کا میدان ہے اور  ℝ: اگر لمثا           ⁄ کی تحت فضاء  W ‘V3(ℝ)ہو تب یا +

 ہوگی؟ 

⁄                  *=Wحل: دیا گیا ہے کہ  + 

⁄   ,α=(2اور     √=aاگر ہم   ,5) W لیں 

⁄   ,aα = √  (2تب    ,5) 

= (2√ ,  √ ⁄ , 5√ )∉W 

  a.α∉W, α=(2,   ⁄     √=a اور (5 ,

  W  عددیہ ضرب کے تحت بندشی خاصیت کو پورا نہیں کرتا ہے۔ 

  W(ℝ) تحت فضاء نہیں ہوگی۔ 

 ( ضروری اور کافی شرط1 نظریات :

  3 )      
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  (3 

        

 ہوتا ہے۔نظریہ: دو تحت فضاؤں کا تقاتع پھر سے تحت فضا 

 نوٹ:  دو تحت فضاؤں کا اجماع تحت فضا ہونا ضروری نہیں  ہے۔

 کے تحت فضاؤں کا تقاتع بھی تحت فضا ہے۔  V(F)نظریہ: برداری فضا 

 دو تحت فضاؤں کا خطی جمع

 کی گئی ہے کی تعریف اس       کے دو تحت  فضائیں ہیں۔ تب ان کا خطی جمع   V(F)برداری فضا    اور      فرض کیجیے کہ 

      *                 +  

 کے دو تحت  فضائیں ہیں۔ تب  V(F)برداری فضا     اور     نظریہ:  اگر 

(i)        برداری فضا بھیV(F)   کی تحت فضا  ہوگی اور 

(ii)                   

 ایک تحت فضا دوسرے تحت فضا کا حصہ ہو۔  تحت فضا  ہوگی ایک دو تحت فضاؤں کا اجماع نظریہ:  

 یا

   ہے  کی تحت فضا   V(F)بھی       کے دو تحت  فضائیں ہوں تب   V(F)برداری فضا     اور     اگر 
            

 

 

 

 ئل:عملی مسا 1.3

اور  +        (     )*  پر  ℝ فرض کرو کہ میدان  1.3.1

 اگر         (     ) (     )  

 (     )  (     )  (           ) 

   (     )  ہے۔ (Vector Space)سمتی فضاء  ’+‘ ’.‘بحوالے  ( )  ہو تب یا (     ) 
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قفہ   1.3.2
س
پر بحوالے     ، میدان  Vپر تعریف شدہ حقیقی قدر والے مسلسل تفاعلوں کا سٹ    (open interval) (1 ,0)بتلاؤ کہ کھلے 

 ۔  س  کی تعریف ہے+‘

 (   )( )   ( )   ( ) 

 (𝜆 )( )  𝜆( ( ))𝜆   ایک سمتی فضاء ہے۔ 
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   +    (     )*  بتلاؤ کہ  1.3.3
 کی تحت فضاء ہے۔  

   {(         
          

            
  } 
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    اگر   1.3.4
 کی تحت فضاء ہوگی۔     ہو اور تب بتلاؤ کہ   
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  ذیل کے کونسے سٹس   1.3.5
 کے تحت فضائیں ہیں۔  

(a)   2(     ) 
    
    

3 

(b)   2
     

 
    3 

(c)   2
     

  
       3 
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  (        )*   ثابت کرو کہ 1.3.6
            + 

    
 کی تحت فضاء نہیں ہے۔ 
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اساس اور البعد۔ 3اکائی  

(Basis and Dimension) 

 (Objectives)مقاصد2.0

اس اکائی میں طلبا کی مسئلہ حل صلاحیت کو بہتر بنانے کے لیے برداری فضاء کی اساس اور ابعد کے کئی تعریفات، مثالیں اور بہت سے 

 مسائل دیے گئے ہیں۔

 (Introduction)تمہید2.1

  (Linear Combination &Linear Span)خطی احتماع اور خطی اسپان  

کے لیے                عددیوں              ایک برداری فضاء ہے اور  Vپر،  Fفرض کرو کہ میدان  

 کہتے ہیں۔ (Linear Combination)کا خطی اجتماع           کو                      

- , ہو تب     اور اگر   {                    
           
           

} 

 کا خطی اسپان کہتے ہیں۔  Sکو ہم  

 لامتناہی ہے۔ L[S]متناہی ہو سکتا ہے لیکن   S متناہی ہو یا نا ہو۔ Sلامتناہی ہوگا اگر  L [S]‘ (1 نوٹ :

 (2    , - 

 نظریہ :

 کی تحت فضا ہوگی۔ V ‘L[S]کا خطی اسپان  Sکے تحت سٹ  V(F)برداری فضاء  (1

 تب ، ایک تحت ہے  ( )    فرض کرو کہ  (3

(a) L[S]=S 

(b) L[L[S]]=L[S] 

 ہیں تب ( )       فرض کرو کہ  (2

(a)        ,  -   ,  - 

(b)  ,     -   ,  -   ,  - 

 

ی طور پر غیر تابع اور تابع بردار :: تعریف 
ّ
ط

 

خ
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(Linearly independent and dependent vectors) 

ی طور پر غیرتابع  +         *  کے ایک سٹ  Vایک برداری فضاء ہے۔  Vپر  Fفرض کرو کہ میدان 
ّ
ط

 

خ

 Linearly)کو 

independent)  کے لیے            کہتے ہیں اگر                   

              

ی          بردار 
ّ
ط

 

خ

            ہو کہ طرح   اس   طور پر تابع کہتے ہیں اگر کم از کم ایک غیرصفر کو 

       

 

 نوٹ :

ی طور پر غیرتابع ہوگا۔ ( ) کسی بھی برداری فضاء  + *(   )واحد سٹ  (1
ّ
ط

 

خ

 میں 

 موجود ہو خطی طور پر تابع ہے۔  کا ہر سٹ س  میں  ( ) برداری فضاء  (3

   مثال : بتلاؤ کہ 
ی طور پر تابع سٹ ہے۔ +(     )(     ) (     )*  

ّ
ط

 

خ

 کا 

    اور  +(     )(     ) (     )*  حل : دیا گیا ہے 
 کے لیے         ہے۔ فرض کرو کہ  

 (     )   (     )   (     )  ہے۔  (     )   

       

      

     

 ہے۔      اور       لیں تب      اور      اگر ہم 

ی طور پر تابع سٹ ہے۔ Sصفر نہیں ہیں          چونکہ 
ّ
ط

 

خ

 

ی طور پر غیر تابع ہے؟ وضاحت کریں۔ +(      )(      ) (     )*      مثال : یا 
ّ
ط

 

خ

 میں 

 کے لیے فرض کرو کہ         ، +(      )(      ) (     )*  حل : دیا گیا ہے کہ 

 (     )   (      )   (      )    (     ) 

 (                      )  (     ) 

           

        

           

 س  کی ماترس شکل ہے

(
   
    
    

)4
 
 
 
5  (

 
 
 
)    
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]    جہاں
   
    
   

6  اور    [
 
 
 
7 

⌊ ⌋     یہاں        

 کے صفر قیمتیں ہونگے اس طرح کہ a, b, cکا صرف صفری حل ہوگا یعنی  *نظام   

 (     )   (      )   (      )    

 خطی طور پر غیر تابع سٹ ہے۔    

 

 : (Basis and Dimensions) اساس اور البعد تعریف :

 کہلاتی ہے اگر (basis)کی اساس     کا ایک سٹ   ایک برداری فضاء ہے  ( ) فرض کرو کہ 

(i)  , -  اور ہو     

(ii) S ی طور پر غیر تابع ہے۔
ّ
ط

 

خ

 

کی اساس میں موجود عناصر کی تعداد  Vکی اساس ہے۔ ایک برداری فضاء  +(     ) (     ) (     )*      مثال : 

ہوگا۔ اگر  dim V=nعناصر ہوں تو  ’n‘سے ظاہر کرتے ہیں۔ اگر اساس میں  dim Vکہتے ہیں جسے ہم  (dimension)کی البعد  Vکو 

 کو لامتناہی البعد کی برداری فضاء کہتے ہیں۔ Vاساس میں عناصر کی تعداد متناہی نہ ہو تب 

 :رزلٹس

برداروں کا خطی  nان     برداریں ہیں اگر  nمیں  +         *   ایک برداری فضاء ہے اور  Vفرض کرو کہ  (1

 ایک خطی طور پر تابع سٹ ہوگا۔ +           اجماع ہے تب 

غیرتابع  S ،nمیں  Vیا گیا ہے اگر  (spaned)تکوین برداروں سے  mایک ایسی برداری فضاء ہے س  کو  Vفرض کرو کہ  (3

  کونن برداری فضاء کے دو اساوںں میں عناصر کی تعداد مساوی ہوگی۔۔ لہٰذا ایک متناہی طور پر   برداروں کا سٹ ہے تب 

 ہر متناہی البعد کی برداری فضاء کا ایک اساس ضرور وجود رکھتا ہے۔ (2

 

 نظریات :

خطی طور پر غیرتابع بردار ہیں تب  nکا تحت سٹ ہے س  میں  V`Sالبعد کی ایک برداری فضاء ہے نیز  ’n‘( ) فرض کرو کہ  (1

V ‘S کی اساس ہوگی۔ 

 متناہی البعد کے برداری فضاء کے کسی بھی خطی طور پر غیرتابع تحت سٹ کو اساس پر توسیع دی جاسکتی ہے۔ (3

 کے دو تحت فضائیں ہوں تب ( ) متناہی البعد کی برداری فضاء       اگر  (2
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   (     )     (  )     (  )     (     ) 

 

 : (Quotient Space)خارج قسمت فضاء 

س  کی  ’.‘اور  +بحوالے  +       *    کی تحت فضاء ہے تب سٹ  ( ) ء برداری فضا Wتعریف : اگر 

 تعریف ہے۔

(   )  (   )    (   ) 

 (   )       

 ایک برداری فضاء ہے۔ اسے ہم خارج قسمت فضاء کہتے ہیں۔                   

 

.   اس کی تحت فضاء تب  ایک متناہی البعد کی برداری فضاء ہے اور  ( ) نظریہ : اگر 
 

 
/            

 ہے۔

 

 عملی مسائل2.2 

(     )اگر  :2.2.1     
 کا خطی اجتماع اس طرح ہے۔ (     ) (     ) (     )ہے جو  

(     )   (     )   (     )   (     ) 

 کے قدریں معلوم کرو۔      تب 
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        اور              ،         اگر : 2.3.3
  اور   کو  ہو تب یا  

 کے خطی اجتماع میں ظاہر کرسکتے ہیں وضاحت کرو۔
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  ، +(       ) (        ) (        ) (        )*  بتلاؤ کہ  : .3.22.
خطی طور پر میں  

 غیرتابع ہے۔
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 کا سٹ  ( )   : .3.42.

  2  ⌊
  

   
⌋    ⌊

   
  

⌋    ⌊
   
  

⌋    ⌊
  

   
⌋3 

 خطی طور پر غیرتابع ہے یا خطی طور پر تابع ہے بتلاؤ۔
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 کی اساس ہے۔ ( )  ذیل کا کونسا سٹ  :5.3.3

  *(      ) (      ) (      )+( ) 

  *(       ) (      ) (         )+(  ) 
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 میں ذیل کا کونسا سٹ اساس ہے۔ ( )  :  2.2.6

  *                          +( ) 

  *                 +( ) 

  



29 

 

 بردار  : .3.72.
 

 (      )  
 

 (      )  
 

 (        )  
 

 

(        )  
 

 *کو اسپان کرتے ہیں تب سٹ  ( )  ،  (       ) 
 
  

 
  

 
  

 
  

 
کا تحت  +

 کی اساس ہے۔ ( )  سٹ معلوم کرو جو 
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  ، +(       ) (       ) (       ) (       )*  بتلاؤ کہ  : .3.82.
 کی اساس ہے۔ 
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 خطی تحویل ۔ 3 اکائی

(Linear Transformations) 

 

 (Objectives)مقاصد 2.2

اس اکائی میں طلبہ کی مسئلہ حل کرنے  کی صلاحیت کو بہتر بنانے کے لیے خطی تحویلات کے مواد کو پیش یا گیا  ہے نیز خطی تحویل  

 گئے ہیں۔سے متعلق  مثالیں اور بہت سے مسائل دیے 

 

 (Introduction)تمہید 2.1

کی  اس طرح سے س  کی تعریف       ( Mappingبرداری  فضائیں  ہیں۔ تب نقش) ( ) اور  ( ) فرض کیجیے کہ   تعریف:

 جاتی ہے

i)  (   )   ( )   ( )         

ii)  (  )    ( )             

 کہتے ہیں۔ (Homomorphism)کو ہم مارفک

کو یک   ایک تا ایک اور بر تفاعل ہو تو   کہتے ہیں۔ اگر  (Homomorphic Image)کی ہم مارفی شبیہ  کو   ایک بر تفاعل ہو تو   اگر 

سے ظاہر کرتے ہیں۔     کے یک مارفی ہے اور اس کو   برداری فضا   کہتے ہیں۔ اس طرح ہم کہہ سکتے ہیں کہ  (Isomorphism)مارفیت

 کی تعریف کو سمجھیں گے۔ تحویلاب ہم خطی 

اس طرح ایک تفاعل ہے س  کی تعریف  تحویلخطی        برداری  فضائیں  ہیں۔ تب  ( ) اور  ( ) فرض کیجیے کہ     تعریف:

 کی جاتی ہے سے 

 (     )    ( )    ( )                

 اس کو اس طرح بھی لکھا جا سکتا ہے

 (   )   ( )   ( )         

 (  )    ( )             

 ( بھی کہتے ہیں۔ یہ شرط درجہ ذیل شرط کے معادل ہوتی ہےLinearity Propertyاس شرط کو خطی خاصیت)

 (    )    ( )   ( )              
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 (Algebra of Linear Transformations)ت کا الجبراتحویلاخطی 

  پر   سے    برداری  فضائیں  ہیں اور ( ) اور  ( ) فرض کیجیے کہ     تعریف:
   اور  

دو خطی تحویلات ہیں۔ تب ان کی اجماع  

      
 اس طرح کی جاتی ہے کہ کی تعریف  

(      )( )    ( )     ( )      

  پر   سے    دو برداری  فضائیں  ہیں اور ( ) اور  ( ) فرض کیجیے کہ  ۔1قضیہ 
   اور  

دو خطی تحویلات ہیں۔ تب ان کا اجماع  

      
 خطی تحویل ہے۔ 

خطی    ہو، تب تفاعل     خطی تحویل ہے۔ اگر  پر   سے    دو برداری  فضائیں  ہیں اور ( ) اور  ( ) فرض کیجیے کہ  ۔3قضیہ 

 تحویل ہوتا ہے۔

اور میزانی  (Vector Addition)بہ عمل برداری جمع (   ) خطی تحویلات کا سٹ  سبھیپر   سے برداری فضا   برداری فضا  ۔2قضیہ 

 ایک برداری فضا ہوتا ہے ۔ (Scalar Multiplication)ضرب

 مثالیں 

 پر اس طرح سے متعارف ہوتا ہے    سے  ( جو  Identity Transformationکوئی برداری فضا ہے، تب اکائی تحویل)  اگر  ۔1مثال

 ( )         

 ایک خطی تحویل ہے۔

 پر اس طرح سے متعارف ہوتا ہے    سے  صفر تحویل 

 ( )   ̅      

 ایک خطی تحویل ہے۔

( )    دکھائیے کہ نقش  ۔3مثال  ایک میدان ہے، جو اس طرح سے متعارف ہوتا ہے،   ، جہاں   ( )   

 (        )  (           ) 

 ایک خطی تحویل ہے۔

(        )   (        )  فرض کرو کہ  حل۔  ہو تب      دو بردار ہیں۔ اگر  ( )   

 (     )   , (        )   (        )- 

  (                       ) 

 (                               ) 

 ( (     )   (     )  (     )   (     )) 

  ((     ) (     ))   ((     ) (     )) 
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   (        )   (        ) 

   ( )    ( ) 

 ایک خطی تحویل ہے۔  اس سے ہم کہہ سکتے ہیں کہ دی گئی نقش 

 عملی مسائل 22.

( )    نقش  2.3.1 (     ) کی تعریف اس طرح کی گئی ہے کہ  ( )    تب  (       ) 

ی تحویل ہے۔  بتلاؤ کہ 
ّ
ط

 

خ

 ایک 
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       اگر  2.3.3
(     ) کی تعریف اگر   ی تحویل ہے؟ وضاحت   سے کی گئی ہو تو یا  (     ) 

ّ
ط

 

خ

ایک 

 کیجیے۔
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ی تحویل  3.2.3
ّ
ط

 

       خ
 کی تعریف معلوم کرو جب کہ دیا گیا ہے کہ 

 (   )  (   ) 

 (   )  (   ) 
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       بتلاؤ کہ  3.2.4
(     ) س  کی تعریف   ی تحویل  (         ) 

ّ
ط

 

خ

سے کی گئی ہے ایک 

 ہوگی۔
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 ایک خطی تحویل ہے۔ (Map)ذیل میں دیے گئے تعریفات کی مدد سے معلوم کرو کہ کونسا نقش  3.2.5

(i)        ، ( )  (       ) 

(ii)         ، (   )  (           ) 

(iii)         ، (     )  (       ) 
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       یا  3.2.6
(   ) س  کی تعریف   ی تحویل ہے؟ (           ) 

ّ
ط

 

خ

 ہے ایک 
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       اگر  3.2.7
 ایک خطی تحویل ہے س  کی تعریف  

 (       )  (                        ) 

( )    تب                     ( )  کی جانچ کرو۔(  )    
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ی تحویل  3.2.8
ّ
ط

 

خ

       ایک 
اور  (        )برداروں  (rnage)معلوم کرو س  کی سعت  

 کا اسپان ہے۔ (         )

  



41 

 

ی تحویل  3.2.9
ّ
ط

 

       خ
 ، (   )  (Null Space)کے لیے نل اسپیس  (         ) 

 ٹی  (rank)، ریانک (range)سعت 

ّ

 

 معلوم کرو۔ (Nullity)اور نل
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ی تحویل  3.2.10
ّ
ط

 

       خ
 ، (     )  ٹی  (Rank)کے لیے ریانک  (       ) 

ّ

 

اور نل

(Nullity) معلوم کرو۔ 
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 خطی تحویل کی ماترس فارم۔  4 اکائی  

(Matrix representation of a linear transformation) 

 (Objectivesمقاصد)  4.0 

میں طلبہ کی مسئلہ حل کرنے  کی صلاحیت کو بہتر بنانے کے لیے خطی تحویل کی ماترس سے متعلق تعریفات،   مثالیں اور بہت اس اکائی  

 سے مسائل دیے گئے ہیں۔

 (Introductionتمہید) 4.1

( )   تعریف : اگر      کی اساس ہے اور   ( ) ، +          *   ،   ایک خطی تحویل ہے  ( )  

(  )   (  )  (  )  کی اساس ہو تب( ) ، +          *  اس  طرح ہے۔-  ,   

 (  )                      

 (  )                      

                                                                               

 (  )                      

 اورہیں 

,       -   [

                                

                                

                                          
                                

]

   

  

 کہتے ہیں۔+          *    اور  +          *   بہ حوالہ کی ماترس   Tکو 

 

 عملی مسائل 4.3

ی تحویل  4.2.1
ّ
ط

 

       خ
 ، (     )   کی بحوالے اساس  (            ) 

 ماترس معلوم کرو۔ +(     ) (     ) (     )*
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       اگر  :4.2.2
 ، (     ) ایک خطی تحویل ہے تب بحوالے ذیل کے اساوںں  (        ) 

 کی ماترس معلوم کرو۔  کے 

   *(     ) (     ) (     )+ 

   *(   ) (   )+ 
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 اندرونی ضربی فضائیںاور  مخصوص قیمتیں ،مخصوص بردار ۔ 6بلاک 

(Eigen Values and Eigen Vectors and Inner Product Spaces) 

خصوصی قیمتیں ،خصوصی بردار  اور کواڈریٹک میں ماترس اور خطی تحویلات کے  6اور  5اکائی   شتمل  ہے۔ س  میںپر8 سے 5بلاک اکائی  چھٹا

 درجاندرونی ضربی فضاؤں کے کئی تجرباتی مسائل اور ان کے حل  میں 8اور  7اکائی  ۔ ہیں دیے گئے متعلق کئی تعریفات اور مسائلفارمس   کے 

 ۔ہیں

 

 

 نظریہ –خصوصی قیمتیں اور خصوصی بردار ۔5اکائی

 

ن

 

 ملٹ
ھی

 کیلے 

(Eigen Values and Eigen Vector – Cayley Hamilton Theorem) 

 

 (Objectives)مقاصد 5.0

اس اکائی میں طلبہ کی مسئلہ حل کرنے  کی صلاحیت کو بہتر بنانے کے لیے مربع ماترس کے خصوصی قدریں ، خصوصی بردار اور کیلے  

 نظریہ کے اطلاقاط سے متعلق بہت سے

 

ن

 

 ملٹ
ھی

مسائل دیے گئے ہیں۔ طلبا اس اکائی کے مکمل ہونے پر  مربع ماترس کے خصوصی قدریں ،  

 نظریہ کے استعمال سے دی گئی ماترس کا معکوس بھی معلوم کر سکیں گے۔

 

ن

 

 ملٹ
ھی

 خصوصی بردار معلوم کر سکیں گےنیز  کیلے 

 (Introduction)تمہید 5.1

کا ممیز ماترس  کہتے ہیں اور  Aکوئی عددیہ ہے ماترس  𝜆کو ، جہاں   𝜆  اسی رتبہ کا وحدہ ماترس ہو تب  Iماترس ہے ہو اور      ایک   Aاگر 

 مساوات  

|  𝜆 |  (  ) ,𝜆    𝜆
      𝜆

        -                    ( ) 

 کہتے ہیں۔ کو ممیز مساوات

ہیں اور  کے خصوصی قیمتیں کہتے  Aانہیں ماترس  حاصل ہوں گے  𝜆  𝜆    𝜆کی جو   قدریں مان لیجیے   𝜆( کے حل سے 1نیز مساوات )

]  ایک بردار 

  

  

 
  

] 
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 خصوصی بردار کہلاتا ہے۔  کا 𝜆پورا کرتا ہے خصوصی قیمت  کو    𝜆   جو   

0   ماترس   ۔مثال
    
  

 کی خصوصی قیمتیں اور خصوصی بردار معلوم کرو۔ 1

0   دیا گیا ماترس ہے  حل۔
    
  

1  

 اس کی ممیز مساوات ہے

|  𝜆 |    

 |
   𝜆   

   𝜆
|    

 (𝜆   )(𝜆   )      

 𝜆   𝜆      

 (𝜆   )(𝜆   )    

 𝜆       

 ۔ہیں      کی خصوصی قیمتیں  Aلیے  اس

.  فرض کیجیے کہ 
 
 /  ،𝜆  ۔ہوگا        خصوصی بردار ہے، تبکی   

 (𝜆    )    

 0
      

    
1 0

 
 1  0

 
 
1 

 0
    
  

1 0
 
 1  0

 
 
1 

       
       

 

 
 

 
 

 

  
 

   0
 
 1  0

 
  

1 

𝜆 𝜆)کے لیے      ہے۔    (  
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 0
      

    
1 0

 
 1  0

 
 
1 

 0
    
  

1 0
 
 1  0

 
 
1 

 {
      
        

 

       

 
 

 
 

 

  
 

   0
 
 1  0

 
  

1 

0   اور خصوصی بردار  ہیں      اس طرح دی گئی ماترس کی مخصوص قیمتیں 
 

  
0   اور 1

 
  

 ہیں۔ 1

 (Matrix Polynomialماترس کی کثیر رکنی) تعریف:

( ) ایک عبارت             
              

 والی کہلاتی ہے۔ mماترس ہیں ماترس کی کثیر رکنی درجہ       پر Fمیدان               جہاں  

 کے مساوای قوت والے ارکان کے ضریب مساوی ہوں۔  دو ماترس کے کثیر رکنیاں مساوی ہوں گے اگر 

وں کا حاصل جمع اور حاصل ضرب:  

 

 ماترس کے کثیر رک

( ) فرض کیجیے کہ              
( )  اور                      

       
 

 

 ہو تب حاصل جمع اور حاصل ضرب کی تعریف اس طرح کی گئی ہے      دو ماتروںں کی کثیر رکنیاں ہیں اگر 

 ( )   ( )  (     )  (     )  (     ) 
    (     ) 

 
 

 اور

 ( )   ( )  (    )  (         )    (    ) 
   

 

 

 کا نظریہ

 

ن

 

 ملٹ
ھی

 اپنی ممیز  مساوات کو پورا کرتا ہے یعنی Aمربع  ماترس   : کیلے 

|  𝜆 |  (  ) ,𝜆    𝜆
      𝜆

        -    

 پورا کرتا ہے تب کو
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 عملی مسائل 5.3

]  ماترس  5.3.1
    

     
    

 Eigen)اور خصوصی بردار  (Eigen Values)کے خصوصی قیمتیں  [

Vectors) معلوم کرو۔ 
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]  ماترس  5.3.3
    

     
    

 معلوم کرو۔ بردار خصوصیاور  (Eigen Values)کے خصوصی قیمتیں  [
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ی عامل  5.3.2
ّ
ط

 

خ

 معلوم کرو۔ (Eigen Values)کے خصوصی قیمتیں  (Linear Operator)ذیل کے 

        
 ، (   )  (      )        ) 
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ی عامل   پر  ( )  اگر  5.3.4
ّ
ط

 

خ

 اس طرح ہے کہ (Linear Operator)ایک 

  ( ( ))   ( )  (   ) ( ) ،  ( )  (Eigen Values)کے خصوصی قسمتیں   تب  ( )   

 معلوم کرو۔
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5.3.5        
(   ) س  کی تعریف ہے   ی عامل ہو تب  (          ) 

ّ
ط

 

خ

ایک 

 کے نظریہ کی جانچ کرو۔

 

ن

 

 ملٹ
ھی

 کیلے 
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]  ماترس  : 5.3.6 
   
   

     
 کے نظریہ کی جانچ کرکے  [

 

ن

 

 ملٹ
ھی

   کے لیے کیلے 
 معلوم کرو۔ 
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]  ماترس  : 5.3.7
   
   
    

   (universe)کا معکوس  [
 کے نظریہ کے استعمال  

 

ن

 

 ملٹ
ھی

معلوم کرو کیلے 

 سے۔
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ماترس اور کواڈراٹک فارمس مشابہ۔    6اکائی   

(Similar Matrices & Quadratic Forms) 

 

 (Objectives)مقاصد 6.2

( Diagonalizationڈیاگنولائزیشن ) اس اکائی میں طلبہ کی مسئلہ حل کرنے  کی صلاحیت کو بہتر بنانے کے لیے ماترس کا 

 مسائل دیے گئے ہیں۔  کے اورکواڈریٹک فارمس

 (Introduction)تمہید 6.1

 

یا مقلوبی ماترس ( Non Singular)کو مشابہ ماترس کہا جاتا ہے اگر ایک غیر نادر  اور   دو ماترس   ہیں۔ تب   اور   فرض کیجیے کہ   تعریف:

(Invertible)    اس طرح وجود رکھتا ہو کہ 

        

 (Properties of Similar Matrices)مشابہ ماترس کی خصوصیات

 مشابہ ماترس ہوں۔ تب درجہ ذیل خصوصیات مطمئن ہوتی ہیں:  اور   اگر 

1.  ( )  ماترس کی رینک کو ظاہر کرتا ہے۔  جہاں ، ( )  

3.   ( )  کو ظاہر کرتا ہے۔( Trace)ماترس کی ٹریس   جہاں ، ( )   

(عام Eigenvactors( مساوی ہوتی ہیں لیکن ان کے خصوصی بردار )Eigenvaluesمشابہ ماترس کی خصوصی قدریں) دو .2

 طور پر مختلف ہو سکتے ہیں۔

    مشابہ ہوتا ہے، یعنی  کے( Transpose)پوزکوئی ماترس اپنے ٹرانس  .4
  

 دو مشابہ ماترس میں ایک جیسی خصوصی کثیر رکنی وجود رکھتی ہیں۔ .5

6.  | |  | | 

7.      
 

  کے مشابہ ہوگا۔  ماترس   کے مشابہ ہے تو    ماترس   ۔ ثابت کیجیے کہ اگر 1مثال

 اس طرح وجود رکھتا ہو کہ    (Invertible)کے مشابہ ہے تو ایک مقلوبی ماترس   ماترس   حل۔ اگر 
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     مان لیجیے کہ 
 

 تب ہمیں حاصل ہے ۔ہوگا بھی مقلوبی ماترس  ہے تو   (Invertible)مقلوبی ماترس   چوں کہ 

      (   )      
 

      
 

  (     )   
 

          
 

       

 کے مشابہ ہوگا۔  ماترس   کے مشابہ ہے تو    ماترس   اس لیے ثابت ہوا کہ اگر 

  کے مشابہ گا۔  ماترس   تو  کے مشابہ ہو  ماترس   اور  کے مشابہ ہے  ماترس    ۔ ثابت کیجیے کہ اگر3مثال

 طلبہ کے لیے مشقحل۔ 

 (Diagonalization of Matrices)ماترس کی وتری شکل 

 ( Diagonal Matrix)کہا جاتا ہے اگر ایک وتری ماترس (Diagonalizable Matrix)کو وتری شکل پذیر ماترس  A ماترس مربع تعریف: کسی

D  اور ایک غیر نادر ماترسP  اس طرح وجود رکھتا ہے کہA  اورD  مشابہ ہوں اور 

        

ہوگا  وتری شکل پذیر Aاس لیے ماترس  کہلائگا اگر وہ کسی وتری ماترس کے مشابہ ہو۔وتری شکل پذیر  A ماترس مربع دوسرے الفاظ میں کوئی

 اس طرح وجود رکھتا ہو کہ  Pاگر کوئی مقلوبی ماترس 

        

 کو وتری شکل میں بدل دیتا ہے۔  Aماترس  Pایک وتری ماترس ہے۔ تب ہم کہہ سکتے ہیں کہ ماترس  Dجہاں 

خصوصی بردار وجود  nہے وتری شکل پذیر ہوگا اگر اور صرف اگر اس میں خطی طور پر غیر تابع  nس  کا رتبہ  ماترس مربع کوئی( 1نوٹ:)

 رکھتے ہوں۔

 ( اگر کسی مربع ماترس کی خصوصی قدریں مختلف ہوں تو یہ ہمیشہ کسی وتری ماترس کے مشابہ ہوگا۔3)

0  ماترس  ۔2مثال
  
   

  ۔کو وتری شکل میں تبدیل کیجیے 1

 دیا گیا ماترس ہےحل۔ 

  0
  
   

1 

 اس کے لیے خصوصی مساوات درجہ ذیل ہوگی

|  𝜆  |    

 |
  𝜆  

    𝜆
|    
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 (  𝜆)(   𝜆)    

 𝜆       

 ۔ہیں   ،  کی خصوصی قدریں  Aاس لیے 

0    بردار خصوصی کا Aکے لیے مان لیجیے کہ  1خصوصی قدر 
  

  
 ہے۔ تب 1

0
    

     
1 0

  

  
1  0

 
 
1 

            0
  
   

1 0
  

  
1  0

 
 
1 

                          

 (مان لیجیے)                            

0    لینے پر    
 
 
1 

0    بردار خصوصی کا Aکے لیے مان لیجیے کہ    خصوصی قدر 
  

  
 ہے۔ تب 1

0
    

     
1 0

  

  
1  0

 
 
1 

               0
  
  

1 0
  

  
1  0

 
 
1 

                         

 (مان لیجیے)                                       

0    لینے پر    
 
 
1 

  ہوں۔ اس لیے( Eigenvalues)خصوصی قدریں( Diagonal Elements)اب وتری ماترس یعنی وہ ماترس س  کے وتری عناصر

  0
   
  

1 

 میں ہوں۔  (Column)بردار س  کے کالماور وہ ماترس جو وتری شکل دیتا ہے یعنی خصوصی 

  0
  
  

1 

 اب

    
 

 
0
   
  

1
 
 0

   
  

1 

 اس لیے

        

دوسرے درجے کی کسی متجانس عبارت کو دو درجی شکل کہتے ہیں۔ اس میں موجود متغیرات کی تعداد کو اس کا رتبہ کہتے   تعریف:

درجہ ذیل  متغیرات میں دو درجی  عام شکل   درجہ کی ہونا ضروری ہے۔ہیں۔دوسرے درجہ کی کسی متجانس عبارت میں ہر ایک رکن دوسرے 

 ہوتی ہے

       ∑∑       
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 حقیقی اعداد ہوں تب عبارت حقیقی دو درجی شکل کہلاتی ہے۔ اب     مستقلات ہیں۔ اگر     جہاں

       ∑∑       

 

   

 

   

 

      
                    

                  
              

                            
 

 

      
  (       )      

 (       )     

      
  (       )      

 (       )            
 

 

 اس کی ماترس نمائندگی درجہ ذیل ہوگی

  ∑∑       

 

   

 

   

 

 [

  

  

 
  

] [

      
    

          

                
          

] ,    
   - 

      

]  یہاں

      
    

          

                
          

]  ایک توازنی ماترس ہے اور     [

  

  

 
  

 ہے۔[

     اگر    نوٹ:
                

 
 ایک دو درجی شکل ہو تب اس کو درجہ ذیل طریقہ سے  بھی لکھا جا سکتا ہے 

     
  (       )          

          

 س  کو  ماترس کی شکل میں اس طرح لکھا جاتا ہے

0
  

  
1 0

      

      
1 ,    - 

 میں تین متغیرات موجود ہوں( کا ماترس کی شکل  درجہ ذیل ہوگی اسی طرح تیسرے رتبہ کی دو درجی شکل )یعنی وہ عبارت س 

[

  

  

  

] [

         

         

         

] ,      - 

]  یہاں

         

         

         

]  ایک توازنی ماترس ہے اور     [

  

  

  

 ہے۔[

کسی ماترس کی دو درجی شکل حاصل کرنے کے لیے یہ ضروری ہے کہ اس کو توازنی بنایا جائے)اگر ماترس توازنی نہ ہو( س  کا طریقہ درجہ  نوٹ: 

 ذیل ہے:
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[
 
 
 
 
 
                              

 

 
(       )        

 

 
(       )

 

 
(       )                                       

 

 
(       )

                                                                                    
 

 
(       )        

 

 
(       )                               

]
 
 
 
 
 
 

 

 دو درجی شکل کی رینک اس کی توازنی ماترس کی رینک کے برابر ہوتی ہے۔ نوٹ: 

 اس نوٹ: 

 
 
 

 کے برابر ہوتی ہے۔ دو درجی شکل کا ڈٹرم

 
 
 

 کی توازنی ماترس کے ڈٹرم

اب ہم کچھ مثالات کی مدد سے دی گئی دو درجی شکل کے لیے توازنی ماترس اور اسی طرح دیے گئے توازنی ماترس کے لیے دو درجی 

 شکل حاصل کرن اسیکھیں گے۔

          دو درجی شکل   ۔1 مثال
 معلوم کرو۔ کے لیے توازنی ماترس 

           گئی دو درجی عبارت  ہے دی  حل۔
 

 اس کو درجہ ذیل طریقہ سے لکھا جا سکتا  ہے

               

0  فرض کیجیے کہ 
 
0اور ماترس   -  ,   ۔ تب ہے1 

  
  

 ہے۔ 1

 اب

     ,  - 0
  
  

1 0
 
 1 

                
 

0ماترس  اس لیے  
  
  

 دی گئی دو درجی شکل کے لیے توازنی ماترس ہے۔ 1

 (Normal Form or Canonical Form)نارمل شکل یا کینونکل شکل

کو ذیل میں دی گئی شکل میں       غیر نادر خطی تحویل اس طرح وجود رکھتی ہے  جو ایک     تو حقیقی دو درجی شکل ہو       اگر

  بدل سکے۔

  
    

    
      

      
      

     
 

 



60 

 

 ۔اس شکل کو دی گئی دو درجی شکل کے لیے نارمل شکل یا کینونکل شکل کہتے ہیں

 (Rank of Quadratic Forms)دو درجی شکل کی رینک

کی رینک اس کے رتبہ   (کو  اس کی دو درجی شکل کی رینک کہتے ہیں۔ اگر ماترس  کی رینک )مان لیجیے     حقیقی دو درجی شکل ہو تو        اگر

| |(  یا     سے کم ہو)  نادر ہو تو اب دو درجی شکل کو نادر کہتے ہیں، اگر ایسا نہیں ہے تو دو درجی شکل غیر نادر کہلاتی ہے۔  یا  ماترس     

 (Index of Quadratic Forms)انڈیکسدو درجی شکل کی 

  مان لیجیے کہ  
    

    
      

      
      

     
 

کے لیے نارمل شکل یا       دو درجی شکل  والی   رینک   

میں مثبت ارکان  کے لیے نارمل شکل یا کینونکل شکل     منفی ارکان ہیں۔      مثبت ارکان ہیں جب کہ    ہے ۔ اس میں کینونکل شکل

 کی تعداد کو دو درجی شکل کے لیے انڈیکس کہتے ہیں اور  منفی ارکان کی تعداد پر مثبت ارکا کی تعداد کی زیادتی  کو دو درجی شکل کے لیے

رژ)
چ 
 
ی

 

سگٹ

Signature  رژ
چ 
 
ی

 

سگٹ

 ہوگا ۔ (   )    (کہا جاتا ہے۔ یعنی دو درجی شکل کا 

 (Nature of Quadratic Formsدو درجی شکل کا نیچر)

a.  کا رتبہ   کی  سبھی  خصوصی قدریں مثبت ہوں یا اس کی رینک اور ماترس   مثبت یقینی کہلاتی ہے اگر      کوئی دو درجی شکل

رژ کے برابر ہو۔
چ 
 
ی

 

سگٹ

 مساواری ہو  اور دو درجی شکل کے 

b.  کا رتبہ   ہوں یا اس کی رینک اور ماترس  قدریں منفی کی  سبھی  خصوصی  یقینی کہلاتی ہے اگر  منفی      کوئی دو درجی شکل

رژ اور دو درجی شکل کا مساواری ہو 
چ 
 
ی

 

سگٹ

 ہو۔ صفر 

c.  اور کم از کم ایک صفر ہو  یا اس کی  کی  سبھی  خصوصی قدریں مثبت ہوں  یقینی کہلاتی ہے اگر ادھا مثبت      کوئی دو درجی شکل

رژ اور دو درجی شکل کا  ہو  سے چھوٹی رتبہ  کے  ماترس رینک ، 
چ 
 
ی

 

سگٹ

 کے برابر ہو۔اس کی رینک 

d.  اور کم از کم ایک صفر ہو  یا اس کی  ہوں کی  سبھی  خصوصی قدریں منفی  یقینی کہلاتی ہے اگر ادھا  منفی     کوئی دو درجی شکل

رژ اور دو درجی شکل کا  ہو  سے چھوٹی رتبہ  کے  ماترس رینک،  
چ 
 
ی

 

سگٹ

 ہو۔صفر 

e. وسری شکلوں میں دودرجی شکل غیر یقینی کہلاتی ہے۔باقی د 
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 عملی مسائل 6.2

]   ماترس  : 6.2.1
    
       
    

 حاصل کیجیے۔  (Diagonal Formوتری  شکل) کی  [
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]   ماترس بتلاؤ کہ  : 6.2.2
     
     
    

نیز اس کی تحویلی ماترس ہے۔   (Diagonalizableپذیر ) وتری  شکل [

(Transform Matrix)حاصل کیجیے۔ 
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   دو درجی شکل   : 6.2.3
     

    
 معلوم کرو۔ کا نیچر                    
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]   ماترس  : 6.2.4
    

     
    

 سےمیں تحویل کر کےحاصل کردہ نتیجہ   (Diagonal Formوتری  شکل)  کو [

 ۔کواڈریٹک فارم کی تشریح کرو
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 اندرون ضربی برداری فضائیں۔   7اکائی 

(Inner Product Vector Spaces) 

 

 (Objectives)مقاصد 7.2

صلاحیتوں کو بہتر بنانے کے لیے اندرونی ضربی فضاؤں کے تعریفات، مثالیں اور بہت سے مسائل اس اکائی میں طلبا کی مسئلہ حل  

 دیے گئے ہیں۔

 (Introduction)تمہید 7.1

طف اعداد کا میدان ہے، اور    فرض کیجیے کہ تعریف: 
مل
، کارتیسی ⌍   ⌌ایک تفاعل  اس پر ایک برداری فضا ہے۔    ایک حقیقی یا 

  پر اندرونی ضرب کہلاتا ہے اگر یہ درجہ ذیل شرائط کو مطمئن کرے:  سے میدان     ضرب 

i)  
م
 غیر 

 

فن ت

 

ن
(Non-negativity) :⌌   ⌍ ⌍   ⌌اور                  

ii) مزدوج توازن(Conjugate Symmetry) ہو تب     : اگر⌌   ⌍  ⌌   ⌍̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
⌍   ⌌ہونے پر     اور    ⌌   ⌍ 

iii)   طن
 

خ
⌍       ⌌ :((Linearity Propertyخصوصیت تیاا   ⌌   ⌍         ، جہاں ⌍   ⌌  

طف( اندرونی ضرب ⌍   ⌌اندرونی ضرب  :(Inner Product Space)اندرونی ضرب فضا
مل
طف( برداری فضا کو حقیقی )یا 

مل
کے ساتھ حقیقی )یا 

  یا  فضا  کہتے ہیں۔

 ین ( ) حقیقی اعداد کا سٹ ہے تو   کوئی اندرونی ضرب فضا ہے اور  ( ) اگر 

 

ن ڈ
کل
طف اعداد کا   فضا کہتے ہیں۔ اگر  (Euclidean)کو یو

مل

 فضا کہتے ہیں۔  (Unitary)کو وہدیتی ( ) سٹ ہو تو 

 (Norm)نارم

(         )  ہے اور (  Inner Product Space)ایک اندرونی ضرب فضا  فرض کیجیے کہ  ایک بردار ہو تب    

 کو نارم کہتے ہیں، یعنی (Square Root)سے ظاہر کرتے ہیں اور اندرونی ضرب کے مثبت جزرالمربع ‖ ‖اس بردار کی نارم کو 

‖ ‖  √⌌   ⌍   √  
     

      
 

 

 (Unit Vector)اکائی بردار
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ہو  1اس کا کوئی بردار اس طرح سے ہو کہ اس کی لمبائی  (         )  ایک اندرونی ضرب فضا ہے۔ اگر   مان لیجیے کہ 

‖ ‖یعنی   ہو۔ 1کو اکائی بردار کہتے ہیں۔ اس طرح کسی اندرونی ضرب فضا میں کوئی بردار اکائی بردار کہلاتا ہے اگر  اس کی لمبائی   تب    

 تب      اندرونی ضرب فضا  ہے۔ اگر    فرض کیجیے کہ  )شوارز کی عدم مساوات(:(۔  1) رزلٹس:

|⌌   ⌍|  ‖ ‖  ‖ ‖ 

ل کی عدم مساوات(۔  3)
 س
ی ٹ

(Bessel’s Inequality) : کا کوئی مستقیم عمودی   اندرونی ضرب فضا  +          *  اگر

 ہو تو  (Orthonormal Set)سٹ

∑|⌌    ⌍|
 

 

   

 ‖ ‖       

 ساتھ ہی

∑|⌌    ⌍|
 

 

   

 ‖ ‖            ( ) 

 (Parseval’s Identity)پارسیوال کا ضابطہ(۔ 2)

کے ساتھ ایک اندرونی ضرب فضا  ہے۔ تب سبھی میزانوں +          *  مستقیم عمودی اساس   فرض کیجیے کہ بیان۔ 

 کے لیے            

‖                ‖
  |  |

  |  |
    |  |

 
 

 کے عناصر ہیں، تب ثابت کیجیے کہ  ( )  کی برداری فضا   ابعاد  (          )  اور  (          )  اگر  مثال۔

⌌   ⌍      ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅ ̅ 

 اندرونی ضرب ہے۔

 اس  کے لیے ہم اندرونی ضرب کی تمام  شرائط پر بحث  کریں گے۔ حل۔

i)  
م
 غیر 

 

فن ت

 

ن
(Non-negativity) 

⌌   ⌍      ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅ ̅ 

 |  |
   |  |

     |  |    

 اس کے ساتھ ہی اگر 

⌌   ⌍    

 |  |
   |  |

     |  |    

 ہوں۔ اس لیے ہم کہہ سکتے ہیں کہ     یہ تبھی ممکن ہے جب تمام 

⌍   ⌌ اگر اور صرف اگر        

ii) توازن(Symmetry)  
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 دیا ہے

⌌   ⌍̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅      ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅ ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

   ̅̅ ̅   ̅̅ ̅̅̅̅     ̅̅ ̅   ̅̅ ̅̅̅ ̅       ̅̅ ̅   ̅̅ ̅̅̅ ̅ 

   ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅ ̅    

     ̅̅ ̅      ̅̅ ̅          ̅̅ ̅ 

 ⌌   ⌍ 

iii)   طن
 

خ
  ((Linearity Propertyخصوصیت تیاا

 تب       ( )   اور      فرض کیجیے کہ 

       (          )   (          ) 

 (                          ) 

 اب

⌌       ⌍  (       )  ̅̅̅̅  (       )  ̅̅̅̅    (       )  ̅̅ ̅̅  

 (     ̅̅̅̅       ̅̅̅̅ )  (     ̅̅̅̅       ̅̅̅̅ )   

 (     ̅̅ ̅̅       ̅̅ ̅̅ ) 

 (     ̅̅̅̅       ̅̅̅̅         ̅̅ ̅̅ )

 (     ̅̅̅̅       ̅̅̅̅         ̅̅ ̅̅ ) 

  ⌌   ⌍   ⌌   ⌍ 

 اس لیے

⌌       ⌍   ⌌   ⌍   ⌌   ⌍ 

⌍   ⌌  طرح  اس      ̅̅ ̅       ̅̅ ̅         ̅̅  اندرونی ضرب ہے۔̅

 

 

 

 

 عملی مثائل 7.3

اور  ‖ ‖، ‖ ‖،      کے دو بردار ہیں تب  ( )  ، (       )  فرض کرو کہ  : 7.3.1

 معلوم کرو۔ ‖   ‖
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( ) فضاء میں اگر   7.2.2 :     ، ( )    
معلوم کرو۔ نیز  ‖   ‖اور  ‖ ‖، ‖ ‖،      ہوں تب  

 یسکوارز نامساوات کی جانچ کرو۔کوشی ا
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ی طور پر غیرتابع     کے دو بردار ہیں تب ثابت کرو کہ  ( ) اندرونی ضربی برداری فضاء     فرض کرو کہ   : 7.3.2
ّ
ط

 

خ

 ہونگے۔

|     |  ‖ ‖‖ ‖   
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طف اندرونی ضربی فضاء     اگر  : 7.2.4
 کے دو بردار ہیں تب بتلاؤ کہ ( ) مل

 ⌌   ⌍  ‖   ‖  ‖   ‖   ‖    ‖   ‖    ‖ 
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ائی زیشن ۔ 8اکائی  

 

  آرتھاگن

 

 مڈ
سکی

 گرام ا

(Gram Schimidt Orthogonalization) 

 

 (Objectives)مقاصد 8.2

ائی اس اکائی میں بھی طلبا کی مسئلہ حل صلاحیت کو بہتر بنانے کے لیے آرتھونارمل اساس سے  

 

  آرتھاگن

 

مڈ
 
سکی

متعلق مسائل گرام ا

 زیشن کے ذریعہ پیش کیے گئے ہیں۔

 (Introduction)تمہید 8.1

کہا جائیں گا اگر  (orthogonal)پر عمود  βکو   تب       ایک اندرونی ضربی فضاء ہے اور  ( ) فرض کرو کہ  تعریف:

 ہو۔       

آرتھاگونل  α،  پر عمود ہوگا۔ یا ہم کہتے ہیں  α،                    پر عمود   ، α:  نوٹ

        ہیں   

 ہے۔        کے لیے     نوٹ  :  ہمیں معلوم ہے کہ ہر 

 سے عمود ہوگا۔    پر    

کے لیے     سے عمود تب  α ،γسےعمود  α ،βتین بردار اس طرح ہیں کہ       میں  ( ) ( اگر اندرونی ضربی فجاء 1رزلٹ : 

 پر عمود ہوگا۔      ، αکے لیے       سے عمود ہوگا اور  βبھی    

 ہونگے۔ orthogonal   کے دو بردار ہیں تب  ( ) حقیقی اندرونی ضربی فضاء     اگر  (3

‖α   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖   

کا آرتھاگونل سٹ   کو   کا غیرخالی تحت سٹ، تب   ،  ایک اندرونی ضربی فضاء ہے اور  ( ) آرتھاگونل سٹ : فرض کرو کہ تعریف : 

 ہو۔                           کہا جائیگا اگر 

 سٹ ہے۔ orthogonalکا  ( )  ،  +(     ) (     ) (     )*  مثال : 

 : (Orthonormal Set)تعریف : آرتھونارمل سٹ 

 سٹ کہا جائے گا اگر  orthonormalکو  +         *  کے سٹ  ( ) اندرونی ضربی فضاء  

               ( ) 

  ‖  ‖       (  ) 
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 سٹ ہے۔ orthonormalکا  ( )  ، +(     ) (     ) (     )*  مثال : 

 کسی بھی اندرونی ضربی فضاء کا غیرصفر عناصر والا آرتھاگونل سٹ خطی طو رپر غیرتابع ہے۔( 1نظریہ  )

   (orthonormal basis)( ہر متناہی البعد کی اندرونی ضربی فضاء کا ایک آرتھونارمل اساس 3)

 

مڈ
سک

ہوگی۔ اس اساس کو گرام ا

 کے طریقے سے بناتے ہیں۔ (Gram – Schimidt Orthogonalization)آرتھاگونلائی زیشن 

 : (Orthonormal basis)تعریف : آرتھونارمل اساس 

 آرتھونارمل سٹ بھی۔  کی اساس ہے۔ نیز   ،  کی آرتھونارمل اساس کہلاتی ہے اگر  ( ) اندرونی ضربی فضاء   کوئی بھی اساس 

 کی آرتھونارمل اساس ہے۔ ( )  ، +(   ) (   )*  ( : 1مثال )

 کی آرتھونارمل اساس ہے۔ ( )  ، +(     ) (     ) (     )*  ( 3)

 عملی مثائل 8.2

8.3.1:     
 بناؤ۔ (orthonormal basis)سے آرتھونارمل اساس  +(     ) (     ) (     )*  کی اساس  
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8.3.3   
  سے  +(   ) (    )*  میں  

 ۔ؤبنا orthonormal basisکی ایک  
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  کے طریقے سے  8.3.2

 

مڈ
 
سکی

  گرام ا
سے آرتھونارمل اساس  +(     ) (      ) (     )*  میں سٹ  

 بناؤ۔
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 نمونہ امتحانی پرچہ

 )لیب مینول(الجبراخطی 

BSMM551DSP 

 سمسٹر(  ں اپانچو(-سی بی۔ایس

 25کل نمبر:          Hrs 3وقت: 

5     درج ذیل میں سے کوئی پانچ وںالات کے جواب دیجیے نوٹ: 7 35  

    اگر   .1
 کی تحت فضاء ہوگی۔     ہو اور تب بتلاؤ کہ   

 بردار  .3
 

 (      )  
 

 (      )  
 

 (        )  
 

 (        )  
 

 (       )  ،

 *کو اسپان کرتے ہیں تب سٹ  ( )  
 
  

 
  

 
  

 
  

 
 ۔کی اساس ہے ( )  کا تحت سٹ معلوم کرو جو  +

ی تحویل  .2
ّ
ط

 

خ

       
 ، (     )  ٹی  (Rank)کے لیے ریانک  (       ) 

ّ

 

معلوم  (Nullity)اور نل

 ۔کرو

ی تحویل  .4
ّ
ط

 

خ

       
 ، (     ) کی بحوالے اساس  (            ) 

 ۔ماترس معلوم کرو +(     ) (     ) (     )*  

⌋  ماترس  .5
    

     
    

 ۔ معلوم کرو خصوصی بردار اور  (Eigen Values)کے خصوصی قیمتیں  ⌊

ی عامل  .6
ّ
ط

 

خ

 معلوم کرو۔ (Eigen Values)کے خصوصی قیمتیں  (Linear Operator)ذیل کے 

        
 ، (   )  (      )        ) 

( ) فضاء میں اگر  .7    ، ( )    
معلوم کرو۔ نیز کوشی ایسکوارز  ‖   ‖اور  ‖ ‖، ‖ ‖،      ہوں تب  

 نامساوات کی جانچ کرو۔

8.   
 بناؤ۔ (orthonormal basis)سے آرتھونارمل اساس  +(     ) (     ) (     )*  کی اساس  

 


