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 فہرس

 

 ینٹل مساواتیں، خطی الجبرائی مساواتوں کے نظام۔  Vبلاک  

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 الجبرائی و ٹرا

 ینٹل مساواتیں    الجبرائی اورخطائیں، اقسام،  : 1اکائی  

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 I      4  – ٹرا

(Errors-Types- Algebraic and Transcendental Equations-I)  

 ینٹل مساواتیں   الجبرائی اور  : 2اکائی  

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 II       16  – ٹرا

( Algebraic and Transcendental Equations-II)  

 25    )گاس اسقاط اور گاس جارڈن طریقے(   I  – خطی الجبرائی مساواتوں کے نظام   : 3اکائی  

(System of Linear algebraic equations-I)  

 35   )گاس جاکوب اور گاس سائیڈل طریقے(  II  – خطی الجبرائی مساواتوں کے نظام   : 4اکائی  

(System of Linear algebraic equations-II) 

ل۔   – تحریف   VIبلاک  
م
ک

 

ت

 عددی تفرق اور عددی 

رقیں   –   تحریف  : 5اکائی  

 

ری ف

 

رقیں اور مرک

 

مہ ف
قس

 

من

       50 

(Interpolation – Divided differences and Central differences) 

 59       مساوی اور غیرمساوی وقفوں کی تحریف   : 6اکائی  

(Interpolation with equal and unequal intervals) 

ل  7اکائی  
م
ک

 

ت

 70        : عددی تفرق اور عددی 

(Numerical Differentiation and Numerical Integration) 

 79   کے رنگے کٹا طریقے(   چار معمولی تفرقی مساواتیں اور ان کے حل )آئیلر طریقہ دو اور   : 8اکائی  

(Ordinary Differential Equations-Euler and Runge Kutta Methods) 

 97          نمونہ امتحانی پرچ 
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 نٹل مساواتیں  ۔    5بلاک   

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

خطی الجبرائی مساواتوں کے نظام   – الجبرائی وٹرا  

ا  1ن انچواں بلاک اکائی  

 

 نٹل مساواتوں کے کئی مسائل اور ان کے  4ن

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

    پر مشتمل ہے۔ جس میں خطائیں، اقسام، الجبرائی اور ٹرا

 میں خطی الجبرائی مساواتوں کے نظام اور ان کے حل کے کئی طریقوں کے مسائل 4اور  3میں درج ہیں۔ اکائی  2اور  1حل ہیں جو اکائی 

 درج ہیں۔     

 نٹل اور  الجبرائی ،خطائیں اقسام  1 – اکائی

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 -Iمساواتیں ٹرا

(Error – Types – Algebraic and Transcendental Equations-I) 

 

 ( Objectives)صدمقا 1.0

 کو بہتر بنانے کے لیے خطائیں ان کے  

 

 نٹل مساواتوں کے کئی  اس اکائی میں طلباء کی مسئلہ حل صلاح 

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

اقسام اور الجبرائی اور ٹرا

اور بہت سے مسائل درج ہیں۔  ہوجائیں گے کہ  دیے گئے کوئی بھی    تعریفات مثالیں 
 
اور   اس اکائی کے مکمل ہونے پر آپ اس قاب الجبرائی 

 نٹل

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

 حل درن افت کرسکیں گے۔  کا  مساوات ٹرا

 ( Introduction)تمہید 1.1

ریبی قیمت   (Exact Value)حقیقی قیمت   تعریف:

 

رق کو خطا    (Approximate Value)اور اور ف

 

کے درمیان کے ف

(Error)   ہیں۔ کہتے 

 :  (Types of Errors)خطا کے اقسام 

 :  (Absolute Error)مطلق خطا  

Xاور  (Exact Value)حقیقی قیمت   Xاگر    ریبی قیمت

 

   (Approximate Value)ف

 

AE ہے ت X X = کو   −

 کہتے ہیں۔ (Absolute Error)مطلق خطا  

 : (Relative Error)اضافی خطا 

Xاور   Xاگر      

 

ریبی قیمتیں ہوں ت

 

       حقیقی اور ف
A

R

EX X
E

X X

−
=  اضافی خطا کہتے ہیں۔ اور   کی   Xکو     =

اسے 
R

E   ر کرتے ہیں۔
 
 سے ظاہ

 :   (Percentage Error)فیصدی خطا 

x100
R

=E
P

E کو فیصدی خطا کہتے ہیں۔ 
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ریبی قیمت  3/2: اگر 1مثال 

 

  اضافی خطا معلوم کرو۔ ہو  0.667کی ف

 

 ت

حل: حقیقی قیمت  

2

3
X ریبی قیمت   =

 

0.667X  ہے اور ف     مطلق خطا  =

 

   ت

2
0.667

3
AE X X = − = − 

  اور اضافی خطا

2
0.667

3 1 0.667 3 / 2 0.0005
2

3

R

X X
E

X

−
−

= = = −  = 

625.483X مثال : اگر  ریبی قیمت  =

 

  فیصدی خطا معلوم کرو۔  625کی ف

 

 ہو ت

625.483Xحل: دن ا گیا ہے کہ  625X اور   =    فیصد خطا ہے   =

 

 ت

625.483 625
100 100 0.077

625.483
P

X X
E

X

− −
=  =  = 

 الجبرائی مساواتوں کے حل کا طریقہ :

 :    (Bisection Method)تنصیف کا طریقہ  

) اگر  ) 0f x =    

 

    bاور   aکوئی الجبرائی مساوات ہو ت
 

)کی وہ قیمتیں معلوم کرو ج ) 0f a   اور( ) 0f b    

   

 

)ہو ت ) 0f x رض کرو کہ اس کی تقریبی قدر  b اور    aکا ریشہ   =

 

 کے درمیان ہوگا۔ ف

0
2

a b
x

+
  اگر    ہے=

 

)0ت ) 0f x 0xہو تو  = x=،( ) 0f x   0xکے درمیان ن ا 0xاور    aکا ای  ریشہ ہے ورنہ ریشہ  =

رض کرو کہ وہ ریشہ    bاور 

 

کے درمیان ہوگا۔ ف
0

1
2

x b
x

+
 کسی مطلوبہ   =

 

  ی
 

راتے جائیں گے ج
 
 دہ

 

 ی

 
 

ہے اور اس طریقہ کار کو اس وق

 صحت کا ریشہ حاصل نہ ہوجائے۔ 

  مثال : تنصیف کے طریقے سے مساوات 
3 1 0x x− −  معلوم کرو۔  =

 

 کا ای  ریشہ اعشاری کے دو مقامات ی

حل: دی گئی مساوات ہے  

3 1 0x x− − (1)یہاں  = 1 0f = −    (2)اور 5 0f =  

  رض کرو کہ   2اور  1ریشہ

 

1کے درمیان ہوگا۔ تنصیف کے طریقے سے ف

1 2
1.5

2
x

+
= = 

1( ) (1.5) 0.875 0f x f = =                                                              

  ( ) 0f x رض کرو کہ    کے درمیان ہوگا۔ 1.5اور  1کا ای  ریشہ  =

 

2اس طرح ف

1 1.5
1.25

2
x

+
= = 

2( ) (1.25) 0.297 0f x f = = −  

(1.25) 0f  

 ( ) 0f x  کے درمیان ہوگا۔  1.5اور  1.25کا ای  ریشہ  =

رض کرو کہ 

 

3    ف

1.25 1.5
1.375

2
x

+
= (1.375) اور  = 0.2246 0f =    ( ) 0f x اور   1.25کا ای  ریشہ   =

رض کرو کہ   کے درمیان ہوگا۔ 1.375

 

4ف

1.25 1.375
1.313

2
x

+
= )4اور   = ) (1.313) 0.0494 0f x f= = −  
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( ) 0f x رض کرو کہ   1.375اور  1.313کا ای  ریشہ =

 

5کے درمیان ہوگا۔ف

1.313 1.375
1.344

2
x

+
= =  

 

 ت

5( ) (1.344) 0.0837 0f x f= =  ( ) 0f x  درمیان ہوگا۔کے  1.344اور  1.313کا ای  ریشہ  =

رض کرو کہ  

 

6ف

1.313 1.344
1.329

2
x

+
= )6اور = ) (1.329) 0.0183 0f x f= = ( ) 0f x  131.3کا ای  ریشہ =

7  اور کے درمیان ہوگا   1.329اور 

1.313 1.329
1.321

2
x

+
= =،7( ) (1.321) 0.0158 0f x f= = −  

( ) 0f x 1.32x  کے درمیان ہے، یعنی   1.329اور  1.321کا ای  ریشہ  = =  ،( ) 0f x ریشہ ہے اعشاری کے دو مقامات  کا =

۔

 

 ی

 :    (Regula – Falsi Method)ریگولا فالسی طریقہ 

ر ہے۔ تنصیف کے طریقے کے طرح  راب   ی طریقہ تنصیف کے طریقے کے ب 
0

x   اور 
1

x   0اس طرح معلوم کرو کہ( ) 0f x  

)1اور   ) 0f x ۔ 

( )y f x=  رسیم وقفہ

 

 (کی ب
1

, x
0

(x  میںx –  محور کو قطع کرتی ہے۔ جس کا مطلب ہے کہ نقطہ قطع پر حقیقی ریشہ موجود ہے۔ اگر 

0 0( , ( ))x f x   1اور 1( , ( ))x f x 

   

 

صاات ہوں ت

 

ن

 

خ
م

ر کی مساوات ہے  قو

 

 س وب
0 1 0

0 1 0

( ) ( ) ( )y f x f x f x

x x x x

− −
=

− −
2اگر   2( ,0)x x= ،( ) 0y f x= =   

 

کا ریشہ ہو ت

0 1 0

2 0 1 0

0 ( ) ( ) ( )f x f x f x

x x x x

− −
=

− −
1 0

2 0 0

1 0

( )
( )

( ( ) ( ))

x x
x x f x

f x f x

−
= −

−
  ہم دیکھیں گے کہ  

 

)2ت )f x کیا ہے۔ 

 

کی علام

)2اگر   ) 0f x    
 

2ت 0x x→   2اور اگلا تقربہ معلوم کریں گے اور اگر( ) 0f x     

 

2ہو ت 1x x→  2اور 1( ) ( )f x f x→   

 

ت

 معلوم کریں گے۔

 

 اگلا تقربہ مطلوبہ صحت حاصل ہونے ی

ر تقربہ کا طریقہ  

 

 Iteration Method & Successive Approximation)تکرار کا طریقہ ن ا متواب

 Method)    : 

رض کرو کہ  

 

)ف ) 0y f x= ا ہے۔ اس مساوات کو  =

 

)مساوات کے لیے حقیقی ریشہ معلوم کرن )x x=  ابتدائی  

 

رتیب دیں۔ ت

 

میں ب

 تقربہ 
0

x ا

 

)0اس طرح کہ    لیا جان ) 1x  ا ہے۔ پھر

 

1مطمئن کرن 0( )x x=   ر تقربے

 

ا ہے اور متواب

 

اگلا تقربہ محسوب کیا جان

2 1 3 2 4 3 1( ), ( ), ( )............, ( ),........n nx x x x x x x x    −= = =  کی جاتی ہے کہ  =

 

  ی
 

ہونگے۔ اس طریقے پر تکرار ج

 مطلوبہ صحت کا ریشہ حاصل ہو۔ 

)مساوات      مثال  :  ) = − −  کا ای  حقیقی ریشہ معلوم کرو ریگولا فالسی کے طریقہ پر۔ =

 دن ا گیا ہے کہ حل ۔ 

 ( ) ( )= − −  ہم دیکھتے ہیں کہ   =



7 
 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= − 

= − − = − 

= − − = − 

= − − = 

 

)کے بیچ ای  حقیقی ریشہ ضرور ہوگا۔ چونکہ   3اور  2مختلف علامتیں رکھتے ہیں۔ اس لیے  𝑓(3) اور  𝑓(2) چونکہ   ) = −   

)اور  =اس لیے  ) =   ر تقربہ معلوم کیے  =اس لیے

 

جائیں گے جو درج ذیل ج  ول میں  لیا جائے گا اور پھر متواب

ر کیے گئے ہیں
 
 ظاہ

( ) 

( ) ( )
( ) ( )

−
=

−
 ( )

+
 ( )

−
    

−    −    

−    −    

−    −    

−    −    

 
  −    

ر ہے کہ  5اور  4تقربہ 
 
 صحیح حقیقی ریشہ ہے۔ =سے ظاہ

 

 اعشاری کے دو مقامات ی

+مساوات     مثال  :  −  کے لیے وقفہ   = 
    ریشہ معلوم کرو جس کے لیے تکرار کا طریقہ استعمال کرو۔ میں ای  حقیقی

 اعشاری کے چار مقامات صحیح ہوں۔ 

+دن ا گیا ہے کہ   حل۔  − = 

 ہیں  

 

 اس کو ہم یوں بھی لکھ سکت

( )
( )

( )

+ − =

 + =

 =
+

 = =
+

 

 اب  



8 
 

( )
( )

( )
( )





 = −

+

 = − 

+

 

ا چاہیے۔

 

ا چاہیے اور وقفہ  ایسا   ہون

 

   =بھی دن ا گیا ہے۔ اگر ہم   [1 ,0]ہمیں تلاش کرن

 

 لیں ت

( )
( )

 = = 

+
  

 ا  

 

ہ
ا ہے۔ ل

 

 لیا جاسکتا ہے۔ اور عمومی ضابطہ   =شرط پوری کرن

( )
+

+

=

 = =
+

 

ر کریں گے۔ 
 
 اور تقرن ات کو ذیل کے ج  ول میں ظاہ

+
=

+
 

  

   

   

   

   

   
   

   

   

 ریشہ متدق ہے۔ 4اعشاری کے  =چھٹے اور ساتویں تقربے میں ہم دیکھتے ہیں کہ  

 

 مقامات ی
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 : مسائل  عملی   1.2

1.2.1 1.5 0.0025x =   5پر 46 3y x x=  میں اضافی خطا اور فیصدی خطا معلوم کرو۔  −
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تنصیف کے طریقے سے مساوات 1.2.2

3 5 3 0x x− +  کا ای  حقیقی ریشہ معلوم کرو۔    =
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تنصیف کے طریقے سے مساوات   1.2.3

3 11 0x x− −  کا ای  حقیقی ریشہ معلوم کرو۔ =
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فالسی طریقے سے مساوات   –ریگولا  1.2.4

3 4 0x x− −  کا ای  حقیقی ریشہ معلوم کرو۔=
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sinفالسی طریقے سے مساوات   –ریگولا  1.2.5 1xe x  کا ای  حقیقی ریشہ معلوم کرو۔=
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ر کے طریقہ سے  1.2.6

 

3  تواب cos 1x x=  کو حل کیجیے۔ +
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 ینٹل مساواتیں ۔ 2 اکائی

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

  - IIالجبرائی اور ٹرا

 ( Objectives)مقاصد 2.0

 ینٹل مساواتوں کے  

 

ڈ

 

 ن
سی

 

ن

اور ٹرا  کو بہتر بنانے کے لیے الجبرائی 

 

ریشے معلوم کرنے کے لیے  اس اکائی میں طلباء کی مسئلہ حل صلاح 

 ہوجائیں گے کہ  
 
ر میں بہت سے مسائل دیے گئے ہیں۔ اس اکائی کے مکمل کرلینے کے بعد آپ اس قاب

 

نیوٹن کا طریقہ استعمال کیا گیا ہے۔ آخ

ڈ ینٹل مساوات کے ریشے نیوٹن کے طریقہ سے معلوم کرسکیں گے

 

 ن
سی

 

ن

 ۔ الجبرائی اور ٹرا

 ( Introduction)تمہید 2.1

 کے طریقہ سے ہم   –نیوٹن 

 

ن

س
ف

 را

رض کرو کہ  

 

 ہیں جو پہلی اکائی کے طریقوں سے بھی بہتر ہوں گے۔ ف

 

)مساوات کے ریشہ کی بہتر قدریں معلوم کرسکت ) 0f x = 

 کا ای  تقرب ریشہ 
0

x  رض کرو کہ

 

ہے اور ف
1 0x x h= +    

اس ریشے کی صحیح قدر ہے۔ اس طرح  
1( ) 0f x ہوگا۔=

0( )f x h+    ا ہے۔

 

 کا ٹیلر کے سلسلے میں پھیلاؤ لکھنے سے حاصل ہون

2

0 0 0( ) ( ) ( ) ............. 0
2

h
f x hf x f x + + + =    

اس میں دوسرے اور زائد رتبہ والے مشق کو نظرانداز کرنے سے حاصل ہے
0 0( ) ( ) 0f x hf x+ =0

0

( )

( )

f x
h

f x
= − 


   

 اس طرح 
0

x   سے بہتر تقربہ

0
1 0

0

( )

( )

f x
x x

f x
= −


   اس سے تقرن ات  ہے

1
2 1

1

( )

( )

f x
x x

f x
= −


،

4 3,........., ,nx x x   

1اور   

( )

( )

n
n n

n

f x
x x

f x
+ = −


 کا ،۔ ۔ ۔ ۔ ۔ ۔ ۔ 

 

ن

س
ف

 ضابطہ کہتے ہیں۔ حاصل ہوں گے۔ اسے نیوٹن را

 کے طریقے کی مدد سے مساوات  –مثال : نیوٹن 

 

ن

س
ف

   را

3( ) 3 5 0f x x x= − −  کا ای  ریشہ معلوم کرو۔     =

حل: دی گئی مساوات ہے  

3( ) 3 5 0f x x x= − − = 

(2)ں کہ  چو 3f = (3)اور    − 13f کے درمیان ای  ریشہ موجود ہوگا۔ ہم   3اور  2ہے۔ =
0 3x   نیوٹن  =

 

اگر منتخب کرتے ہوں ت

 کے ضابطہ کی مدد سے –

 

ن

س
ف

    را
1

(3)
3 2.46

(3)

f
x

f
= − =


  اس طرح   ہوگا۔

2

(2.46)
2.46 2.295

(2.46)

f
x

f
= − =


 

  اور
2

3 2

2

( )
2.279

( )

f x
x x

f x
= − =


  اور 

3
4 3

3

( )
2.279

( )

f x
x x

f x
= − =


( ) 0, 2.279f x x=  کا ای  ریشہ ہوگا۔ =
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 عملی مسائل  2.2

 کے طریقہ سے مساوات   –نیوٹن  2.2.1

 

ن

س
ف

3را cos 1x x=  کا ای  حقیقی ریشہ معلوم کرو۔ +
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 کے طریقہ سے مساوات   –نیوٹن  2.2.2

 

ن

س
ف

را

5 5 2 0x x− +  کا ای  حقیقی ریشہ معلوم کرو۔ =
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 کے طریقہ سے مساوات   –نیوٹن  2.2.3

 

ن

س
ف

را

4 13 0x x− −  کا ای  حقیقی ریشہ معلوم کرو۔ =
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3 5 3 0x x− + =  کے طریقہ سے  مساوات    کا  ای  حقیقی ریشہ معلوم کرو۔   

 

ن

س
ف

 2.2.4: نیوٹن – را
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 کے طریقہ سے مساوات  –نیوٹن  2.2.5

 

ن

س
ف

tan  را 4x x=  کا ای  حقیقی ریشہ معلوم کرو۔ 
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  - Iخطی الجبرائی مساواتوں کا نظام  ۔3  اکائی

 )گاس اسقاط اور گاس جارڈن طریقے( 

 

 ( Objectives)صدمقا 3.0

اور     کو بہتر بنانے کے لیے الجبرائی مساواتوں کے نظام کے حل کے لیے گاس اسقاط طریقہ 

 

اس اکائی میں طلباء کی مسئلہ حل صلاح 

 گے۔  سےمسائل کا حل معلوم  کر  سکیں بہت   طلباء  گاس جارڈن طریقہ دن ا گیا ہے۔ ان کی مدد سے

 ( Introduction)تمہید 3.1

( گاس جارڈن کا طریقہ  2کا طریقہ اور )اسقط   ( گاس  1اس اکائی میں خطی الجبرائی مساواتوں کے نظام کو حل کرنے کے لیے دو طریقہ ) 

 دیے گئے ہیں۔

 :   (Gauss Elimination Method)گاس کا اسقاط طریقہ 

ا ہے۔ جس کو حل کرنے   Upper Triangular ی ای  بنیادی اسقاطی طریقہ ہے جس میں مساواتوں کے نظام کو  

 

نظام میں مختصر کیا جان

رض کرو کہ  

 

ا ہے۔ اس طریقہ کو ہم تین متغیر کے مساواتوں کے نظام کے ذریعہ سمجھائیں گے۔ ف

 

ر اندراج استعمال کیا جان

 

 کے لیے مؤخ

( I) ۔ ۔ ۔ ۔ ۔ ۔ ۔ ۔ ۔ ۔ ۔ ۔ ۔ ۔

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + =

+ + =

+ + =

                                                                  

رس بنانے سے حاصل ہے ای  نظام ہے۔ اس سے ا

 

ضافہ شدہ ماب

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

a a a b

a a a b

a a a b

 
 
 
  

   

 

1x     کو کو ساقط کرنے کے لیے پہلی مساوات 
21

11

a

a

−
اس طرح   دوسری مساوات میں جمع کرتے ہیں۔  کر  دے     سے ضرب 

1
x  تیسری کو

مساوات سے ساقط کرنے کے لیے پہلی مساوات کو  

31

11

a

a

−
میں جمع کرتے ہیں۔ جس سے  سے ضرب دے کر حاصل ضرب کو تیسری مساوات   

حاصل ہے    

11 12 13 1

22 23 2

32 33 3

0

0

a a a b

a a b

a a b

 
 
   
 
   
 
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11 12 13 1 11 12 13 1

32

22 23 2 22 23 2
22

32 33 3 33 3

0 0

0 0 0

a a a b a a a b

a
a a b a a b

a

a a b a b

   
   −         
   
       
   

 

 جس کے ذریعہ  
3

, x
2

, x
1

x  کی قیمتیں حاصل کی جاسکتی ہیں۔ 

 جہ ذیل مساواتی نظام کو گاس اسقاط طریقہ سے حل کرو۔ مندمثال :

2 10

3 2 3 18

4 9 16

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

      

 حل: دن ا گیا نظام ہے  

     ( I ) ۔  ۔ ۔ ۔ ۔ ۔ ۔ ۔ ۔

2 10

3 2 3 18

4 9 16

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

    

پہلی مساوات کو  

3

2
اور دوسری کو  −

1

2
 مساوات   ت میں جمع کرنے پر حاصل ہوتے ہیںسے ضرب دے کر تیسری مساوا −

3
3

2 2

7 17
11

2 2

y
z

y z

+ =

+ =

      

رس اس طرح حاصل ہوتی ہے    اضافہ

 

  شدہ ماب

2 1 1 10

0 1/ 2 3 / 2 3

0 7 / 2 17 / 2 11

 
 
 
  

سے ضرب دے کر تیسری میں جمع    -7دوسری مساوات کو   

              کرنے پر حاسل ہے

2 10

/ 2 3 / 2 3

2 10

x y z

y z

z

+ + =

+ =

− = −

            7, 9, 5x y z= = − =   

   نظامI  7    کا حل ہے, 9, 5x y z= = −  ۔=

 گاس جارڈن کا طریقہ : 

  گاس اسقاط کے طریقے میں   
 

22a  ج ،
11a    33  ن اa 

رتیب سے 

 

میں سے کوئی ای  صفر ہو جائے اس صورت میں صفوں کی دون ارہ ب

اکہ محور غیرصفر ہوں۔ یہاں تیسری مساوات میں صرف 

 

رمیم کی جاسکتی ہے ن

 

 طریقے کی ب
2

x   کو ساقط کرنے کے بجائے ہم اس کو پہلے مساوات

 

 

رس ہو   سے ہی حاصل کرسکت

 

اکہ اضافہ شدہ ماب

 

 ہیں۔ ن

1
11 13

22 23 2

33 3

0

0

0 0

ba a

a a b

a b

  
 
   
 
  
 

جس سے ہم  
1 2 3, ,x x x   کی قیمتیں آسانی سے حاصل

 ہیں۔

 

 کرسکت
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2  مثال: گاس جارڈن کے طریقے سے حل کرو 8,2 3 4 20,4 3 2 16x y z x y z x y z+ + = + + = + +  ۔=

 حل:  دے  گی  مساوات ہیں  

2 8 (1)

2 3 4 20 (2)

4 3 2 16 (3)

x y z

x y z

x y z

+ + = −

+ + = −

+ + = −

      

 

  کو ساقط کرنے پر حاصل ہے x میں  3اور   2کی مدد سے مساوات  1مساوات 

2 8 (4)

2 4 (5)

5 2 16 (6)

x y z

y z

y z

+ + = −

− + = −

− − = − −

      

 کو ساقط کرنے سے حاصل ہے   y سے  6اور  4کی مدد سے  5

5 16 (7)

2 4 (8)

12 36 (9)

x z

y z

z

+ = −

− + = −

− = − −

       

 ۔ 12x=12,-6y=-12,-12z=-36ساقط کرنے پر حاصل ہے     z سے  8اور  7

,1۔ 2, 3x y z = = =      

 عملی مسائل  3.2

3 معلوم کرو  گاس اسقاط کے طریقہ سے حل  3.2.1 2 3,2 3 3, 2 4x y z x y z x y z+ + = − − = + +   ۔=
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6اسقاط کے طریقہ سے حل معلوم کرو    گاس 3.2.2 3 2 6,6 4 3 0,20 15 12 0x y z x y z x y z+ + = + + = + +  ۔=
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2  معلوم کروگاس جارڈن کے طریقہ سے حل   3.2.3 8,2 3 4 20,4 3 2 16x y z x y z x y z+ + = + + = + +  ۔=
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9,2جارڈن کے طریقہ سے حل معلوم کرو     گاس 3.2.4 3 4 13,3 4 5 40x y z x y z x y z+ + = − + = + +  ۔ =
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  - IIخطی الجبرائی مساواتوں کے نظام   ۔4اکائی  

 
 ن 
ج

و ب اور گا)گاس 
ک

 سائیڈل طریقے(س  

 ( Objectives)صدمقا 4.0

 ہوجائیں گے۔ دیے گئے کوئی بھی خطی الجبرائی اس اکائی کے مکمل ہونے پر آپ اس  
 
 1 مساواتوں کے نظام کو )قاب

 ن 
ج

و ب اور  ( گاس 
ک

 ( گاس سائیڈل کے طریقے سے استعمال کرکے ان نظام کے حل درن افت کرسکیں گے۔ 2)

 ( Introduction)تمہید 4.1

( گاس جارڈن سے واقف ہوے  2( گاس اسقاط اور )1)پچھلی اکائی میں ہم خطی الجبرائی مساواتوں کے نظام کے حل کے دو طریقوں   

  ہیں اور ان کے استعمال سے بہت سے الجبرائی نظام کے حال حاصل کرسکیں ہیں۔ اس اکائی میں خطی الجبرائی مساواتوں کے نظام کے حل کے اور

 دو طریقوں کے ن ارے میں جانکاری حاصل کریں گے۔ 

 گاس جاکوب کا طریقہ (1)

 گاسائیڈل کا طریقہ( 2) اور 

 
 ن 
ج

و ب کا طریقہ : گاس 
ک

  

و ب کا طریقہ  –ہم زماں خطی مساواتکے نظام کا حل 
 ن ک
ج

  گاس 

 غیرمعلوم متغیرات کا نظام ہے۔ ’n‘ مساوات اور  ’n‘ غور کور کہ  

11 1 12 2 13 3 1 1

21 1 22 2 23 3 2 2

1 1 2 2 3 3

n n

n n

n n n nn n n

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

+ + + − − − =

+ + + − − − =

− − − − − − −

− − − − − − −

+ + + − − − =

 

ری عناصر  

 

جس میں وب
11a  رتیب پر لکھیں گے۔ غیرصفر ہوں۔ اگر ویسا

 

روری ردوبدل کیا جائے گا۔ اب ہم اس نظام کو اس ب

 

  ف

 

 نہیں ہے ت

 

 

 

1 1 12 2 13 3 1

11

2 2 21 1 23 3 2

22

1 1 2 2 1 1

1
.......

1
.......

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1
.......

n n

n n

n n n n nn n

nn

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

− −

= − − −

= − − −

= − − −
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رض کرو کہ ابتدائی تقربہ  

 

ف

(0) (0) (0) (0)

1 2 3, , ,......, nx x x x 

  ان کو استعمال کرتے ہوئے پہلا تقر  

 

ہے، ت

(1) (1) (1) (1)

1 2 3, , ,......, nx x x x 

 میں بتان ا گیا ہے۔معلوم کیا جائے گا۔ جس کو ذیل 

1

(1) (0) (0) (0)

1 12 2 13 3 1

11

(1) (0) (0) (0)

2 2 21 1 23 3 2

22

(1) (0) (0) (0)

1 1 2 2 1 1

1
.......

1
.......

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1
.......

n n

n n

n n n n nn n

nn

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

− −

 = − − − 

 = − − − 

 = − − − 

 

 اس طرح تکرار کر کے اگلے تقربے معلوم کیے جاتے ہیں۔ عمومی تکراری طریقہ یوں بنے گا۔ 

1

( 1) ( ) ( ) ( )

1 12 2 13 3 1

11

( 1) ( ) ( ) ( )

2 2 21 1 23 3 2

22

( 1) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2 1 1

1
.......

1
.......

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1
.......

n n n n

n n

n n n n

n n

n n n n

n n n n nn n

nn

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

+

+

+

− −

 = − − − 

 = − − − 

 = − − − 

 

رس کی شکل میں  

 

X اس نظام کو ماب BX C= لکھا جاسکتا ہے۔ اور  +

( 1) ( )n nX BX C+ = +  

1Bاس کے مستدق ہونے کی شرط    ہوگی۔ 

متغیرات پر بحث   3مساوات اور  3متغیرات طے گی  تھے۔ لیکن عملی میدان میں ہم   ’n‘ مساوات اور   ’n‘ طریقہ کار : مندرجہ ن الا نظری میں 

ری   آسانی ہو اور مرحلہ وار استدقاق سمجھ سکیں۔

 

اکہ سمجھنے میں م

 

 کریں گے۔ ن

 غور کرو  

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + =

+ + =

+ + =

 

   جہاں ارکان  
11 22 33, ,a a a ۔پھر

 
رے ہیں دوسرے ارکان کے مقاب

 

 ب 
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 

 

 

1 1 12 2 13 3

11

2 2 21 1 23 3

22

3 3 31 1 32 2

33

1

1

1

x b a x a x
a

x b a x a x
a

x b a x a x
a

= − −

= − −

= − −

 

ابتدائی تقربہ میں 

(0) (0) (0)

1 2 30, 0, 0x x x= =  لیا جائے گا۔  =

  پہلا تقربہ معلوم کیا جائے  

 

 گا۔ت

1

(1) (0) (0)

1 12 2 13 3

11

(1) (0) (0)

2 2 21 1 23 3

22

(1) (0) (0)

3 3 31 1 32 2

33

1

1

1

x b a x a x
a

x b a x a x
a

x b a x a x
a

 = − − 

 = − − 

 = − − 

 

 پھر دوسرا نقربہ معلوم کیا جائے گا۔ 

1

(2) (1) (1)

1 12 2 13 3

11

(2) (1) (1)

2 2 21 1 23 3

22

(2) (1) (1)

3 3 31 1 32 2

33

1

1

1

x b a x a x
a

x b a x a x
a

x b a x a x
a

 = − − 

 = − − 

 = − − 

 

ر کریں گے۔
 
۔ ان تقربوں کو ای  ج  ول میں ظاہ

 

 تکرار جاری رکھیں گے مطلوبہ صحت کے حصول ی

و ب کے طریقہ سے حل کرو۔
 ن ک
ج

 مثال : دیے گئے نظام مساوات کو گس 

3 3

2 8 5

2 8

x y z

x y z

x y z

+ − =

− + = −

− + =

 

 ہے دن ا گیا نظام حل : 

3 3

2 8 5

2 8

x y z

x y z

x y z

+ − =

− + = −

− + =

 

 اس کو یوں بدل کر لکھیں گے۔ 
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 

 

 

1
3

3

1
5 2

8

1
8 2

9

x y z

y x z

z x z

= − +

= + +

= − +

 

و ب کے مطابق ابتدائی طور پر  
 ن ک
ج

گاس 

(0) (0) (0)

1 2 30, 0, 0x x x= = =    

ا ہے۔ اور 

 

لیا جان
(1) (1) (1), ,x y z  

ا ہے۔ معلوم کیا 

 

 جان

 جس کی وجہ  

 

 

 

(1)

(1)

(1)

1
3 0 0 1

3

1
5 2(0) 0 0.6250

8

1
8 0 2(0) 0.8889

9

x

y

z

= − + =

= + + =

= − + =

 

 اور ان کو استعمال کرکے دوسرا تقربہ  

(2) (1) (1)

(2) (1) (1)

(2) (1) (1)

1
3.

3

1
5 2

8

1
8 2

9

x y z

y x z

z x y

 = + 

 = + + 

 = − + 

 

ر کریں گے۔ 
 
 معلوم کیا جائے گا۔ اب ان کی قیمتیں ہم درج ج  ول میں ظاہ

𝑧(𝑛+1)
 𝑦(𝑛+1)

 𝑥(𝑛+1)
 

Iteration No 

0.8889 

0.9167 

0.9871 

1.0251 

0.9993 

0.9992 

1.0000 

0.6250 

0.9861 

1.0116 

0.9926 

0.9980 

1.0010 

1.0000 

1 

1.0880 

0.9769 

0.9919 

1.0042 

1.0002 

1.0002 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 
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1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

0.9999 

1.0000 

7 

8 

,1ج  ول میں ہمیں  1, 1x y z= =  جمع حل موصول ہوا۔  =

 گاس سائیڈل طریقہ :

 : طریقہ   سیڈل کا گاس  

 غور کرو ای  ہم زماں مساوات کے نظام پر   

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

a x a y a z b

a x a y a z b

a x a y a z b

+ + =

+ + =

+ + =

 

اس نظام میں مان رکھو کہ 
iia  رتیب پر بدلیں گے۔

 

رے ہیں دوسروں کے مقابلے۔ پھر ان مساوات کو اس ب

 

ری عناصر( ب 

 

 عناصر )اولیہ و ب

 

 

 

1 12 13

11

2 21 23

22

3 31 32

33

1

1

1

x b a y a z
a

y b a x a z
a

z b a x a y
a

= − −

= − −

= − −

 

,𝑥(0)اب گاس سیڈل کے طریقہ میں   𝑦(0), 𝑧(0)
و ب کے طریقہ سے قدرے الگ ہے۔ وہ اس طرح ہے۔

 ن ک
ج

 معلوم کرنے کا طریقہ گاس 

(1) (0) (0) (0) (0)

1 12 13

11

1
, 0, 0 = − − = = x b a y a z y z

a
 

(0) 0=z   (1)  اورx ابھی معلوم کی گئی قیمت ہوگی

(1) (0) (0)

2 21 23

22

1
 = − − y b a x a z

a
 

(1)x   (1)  اورy ہیں  معلوم کی گئی قیمتیںاس تقربہ میں  ابھی

(1) (0) (0)

3 31 32

33

1
 = − − z b a x a y

a
 

 ممکن ہو اس طرح 

 

ا ہے جہاں ی

 

رین قیمتوں کو استعمال کیا جان

 

ازہ ب

 

 اگلا تقربہ ی بنے گا۔ نوٹ : یعنی قیمت کے معلوم کرنے میں ن

(2) (1) (1)

1 12 13

11

(2) (2) (1)

2 21 23

22

(2) (2) (2)

3 31 32

33

1

1

1

x b a y a z
a

y b a x a z
a

z b a x a y
a

 = − − 

 = − − 

 = − − 

 

 واں تقربہ ی بنے گا۔  (n+1) اس طرح 
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( 1) ( ) ( )

1 12 13

11

( 1) ( 1) ( )

2 21 23

22

( 1) ( 1) ( 1)

3 31 32

33

1

1

1

n n n

n n n

n n n

x b a y a z
a

y b a x a z
a

z b a x a y
a

+

+ +

+ + +

 = − − 

 = − − 

 = − − 

 

و ب کے طریقہ پر ای  اصلاح / بہتری  
 ن ک
ج

 کی جاسکتی ہے۔ ہم غور کرتے ہیں کہ ی طریقہ گاس 

 

طریقہ کی تکرار مطلوبہ صحت کے حامل ہونے ی

ازہ 

 

و ب کے مقابلے۔ ہے۔ جس میں ن
ن ک  
ج

ا تیز مستدق ہے گاس 

 

گ
ُ
ا ہے۔ بلکہ گاس سیڈل د

 

رین قیمتوں کو استعمال کرتے ہوئے جلد استدقاق ہون

 

 ب

 : گاس سیڈل کے طریقہ پر حل کیجیے  مثال

5 2 12

4 2 15

2 5 20

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

رائے استدقاق    حل : ہم دیکھتے ہیں کہ تکراری طریقہ کے اطلاق کی شرائط ب 

11 12 13a a a +  

22 21 23a a a +  

32    اور   31 32a a a + 

 پوری ہوتی ہیں۔ 

 چنانچہ اطلاق کے پیش رفت میں دیے گئے مساوات سے  

 

 

 

1
12 2

5

1
15 2

4

1
20 2

5

x y z

y x z

z x y

= − −

= − −

= − −

 

 اب پہلے تقربہ کا عمل اس طرح ہوگا۔

(1) (0) (0) (0) (0)1
12 2 , 0, 0

5

2.40

x y z y z = − − = = 

=

 

 اور  

(1) (1) (0) (1) (0)1
15 2 , 2.4, 0

4
y x z x z = − − = = 

 

 (1) 1
15 2.4 0 3.15

4
y = − − = 
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 اور پھر  

(1) (1) (1) (1) (1)1
20 2 , 2.4, 3.15

5
z x y x y = − − = = 

 

 (1) 1
20 2.4 2(3.15) 2.26

5
z = − − = 

 دوسرا تقربہ یوں بنے گا  

(2) (1) (1)

(2) (2) (1)

(2) (2) (2)

1
12 2

5

1
15 2

4

1
20 2

5

x y z

y x z

z x y

 = − − 

 = − − 

 = − − 

 

ر کریں گے۔ 
 
 اس طرح پیش رفت ہوگی ان کی قیمتوں کو ج  ول میں ظاہ

𝑧(𝑛+1)
 𝑦(𝑛+1)

 𝑥(𝑛+1)
 

n 

2.26 

2.8832 

2.9922 

3.0022 

3.0010 

3.0002 

3.0002 

3.0000 

3.0000 

3.15 

2.448 

2.0973 

2.0132 

2.0003 

1.9996 

1.9997 

1.9999 

2.0000 

2.4 

0.688 

0.8441 

0.9626 

0.9942 

0.9997 

1.0001 

1.0000 

1.0000 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

ر ہے کہ طریقہ 
 
,1ج  ول سے ظاہ 2, 3x y z= =  پر مستدق ہے۔ =

 

 

 

 

 



42 
 

    عملی مسائل4.2

    خطی مساواتوں کے نظام  4.2.1

8 8

2 4 4

3 3 5

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

و ب کے طریقہ سے حل کرو۔    
 ن ک
ج

 کو گاس 
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     خطی مساواتوں کے نظام  4.2.2

2 4

2 4

2 4

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

      
 ن 
ج

و ب کے طریقہ سے حل کرو۔ کو گاس 
ک

 

  



45 
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     خطی مساواتوں کے نظام  4.2.3

30 2 3 75

2 2 18 30

17 2 48

x y z

x y z

x y z

− + =

+ + =

+ − =

 کو گاس سائیڈل کے طریقہ سے حل کرو۔     
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    خطی مساواتوں کے نظام  4.2.4

10 6

10 6

10 6

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

 کو گاس سائیڈل کے طریقہ سے حل کرو۔ 
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ل  –تحریف  6 –بلاک 
م
ک

 

ت

 عددی تفرق اور عددی 

(Interpolation – Numerical Differentiation & Numerical Integration) 

اکائی    اکائی    8سے    5چھٹا بلاک  اور غیرمساوی    6اور    5پر مشتمل ہے۔ جس میں  رقیں، مساوی 

 

ری ف

 

رقیں، مرک

 

مہ ف
قس

 

من

میں تحریف، 

ل اور معمو  8اور    7اکائی  وقفوں کی تحریف کے ن ارے میں معلومات درج ہیں۔  
م
ک

 

ت

 لی تفرقی مساواتیں اور ان کے حل میں عددی تفرق، عددی 

  کئی مسائل دیے گئے ہیں۔سے متعلق

 

  5 اکائی

رقیں   – تحریف  

 

ری ف

 

رقیں اور مرک

 

مہ ف
قس

 

من

 

(Interpolation – Divided differences and Central differences) 

 ( Objectives)صدمقا 5.0

 ہوجائیں گے کہ تحریف  
 
رقوں   (Interpolation)اس اکائی کے مکمل ہونے پر آپ اس قاب

 

ری ف

 

مہ اور مرک
قس

 

من

 ، 

(Divided and Central Differences)  معلومات حاصل کرکے ان کے استعمال سے کئی مسائل کو حل کرسکیں گے۔ کی 

 ( Introduction)تمہید 5.1

ا ہے تو اس تفاعل کی قیمتوں کو محسوب کرنے کے عمل کو تحریف  گر اگر کسی تفاعل کا

 

 میں سے گزرن

 

 اف دیے گئے نقطوں کے س

(Interpolation)    ا ہے۔ ی وہ تکنیک ہے جہاں پر ج  ولی تفاعل کو غیرج  ولی قیمتوں کی تخمین اس مفروضہ کے تحت کی جاتی ہے

 

کہا جان

  تحریفی تفاعل 
 

 ممکن ہوگا ج

 
 

 ج  ولی نقطوں کے درمیان ہموار ہے۔ ی اس وق

 

 Interpolation) کہ تفاعل کا گراف کافی حد ی

Function)   ں سے تقارب کیا جائے۔  

 

 کا نچلے درجے کی کثیر رک

رقی :   تعریف

 

   (Forward Difference Operator) عامل   مقدم ف

رض کرو کہ ای  تفاعل 

 

)کی تفاعلی قیمتوں   fف ), ( ), ( 2 ),.....................f a f a h f a h+ + 

ابع متغیر  

 

,کا ج  ول غیرن , 2 ,...........x a a h a h= + +   

 

 پر بنان ا گیا ہو ت

( ) ( ) ( )f x f x h f x = + −      

) کہتےہیں پہلے درجے کا مقدم   first forward differenceکو ہم  )f x رق اس طرح ہے۔

 

 کا دوسرے درجے کا ف

2 ( ) ( ( )) ( ( ) ( )) ( ) ( )f x f x f x h f x f x h f x =   =  + − =  + − 

( 2 ) ( ) ( ( ) ( )) ( 2 ) 2 ( ) ( )f x h f x h f x h f x f x h f x h f x= + − + − + − = + − + + 
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رق    f(x) ویں درجے کا    n عمومی طور پر 

 

 ہے  کا ف

1 1 1( ( )) ( ( ( )) ( ( )) ( ( )n n n nf x f x f x h f x− − − =   =  + − 

رق 

 

ر ف

 

 :    (Backward difference)مؤخ

( ( )) ( ) ( )f x f x f x h = − )اور   − ( )) ( ) ( )f x h f x h f x + = + −،( )f x  اور ( )f x h+   رق کہلاتے

 

ر ف

 

کے مؤخ

ہیں۔ اس طرح  
2( ( )) ( ( )) ( ( ) ( )) ( ) 2 ( ) ( 2 )f x f x f x f x h f x f x h f x h =  = − − = − − + − 

 ( )f x  ا ہے۔

 

رق کہلان

 

ر ف

 

 کا دوسرا مؤخ

 :   (Shift Operator) تعریف  :  متبدل عامل 

)جس کی تعریف ہے    Eعامل  ( )) ( )E f x f x h= ) کو+ )f x  کا متبدل عامل(Shift Operator)   کہتے ہیں۔ 

رقیں 

 

مہ ف
قس

 

من

 :   (Divided differences) تعریف  :  

رض کرو کہ 

 

کی واضح قیمتوں    xف
0 1 2 3, , , ,...... nx x x x x کے لیے تفاعل( )f x  معلوم ہے اور تفاعلی قدریں

0 1 2 3( ), ( ), ( ), ( ),...... ( )nf x f x f x f x f x  ہیں، جہاں
1 0 2 1 3 2 1, , ,...... n nx x x x x x x x −− − − ن ہیں۔ −

 
فی
ق

 غیرمساوی و

رق کی تعریف ہے

 

مہ ف
قس

 

من

      پہلے 

 

 
رق اس طرح مصرف ہے جس کی کتات

 

 ہے۔ ⏃منقسم ف

⏃ ( )
( ) ( )

( ) 

𝑖 جہاں  = 0,1,2, ⋯ , 𝑛 

 تو پھر  

⏃  

⏃  

⋮                   ⋮                   ⋮ 

⏃  

رق اس طرح ہوگا۔ 

 

 دوسرے درجہ کا منقسم ف

⏃  

 چنانچہ 

⏃  

 اس لیے 
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, ⋯ , 𝑥𝑛 ⏃
, ⋯ , 𝑥𝑛 , ⋯ , 𝑥𝑛−1

 

رقوں کو استعمال کیا گیا ہے۔  

 

رق کو محسوب کرنے کے لیے اس کے نیچے درجہ کے منقسم ف

 

ذیل ی ن ات غور کی گئی ہوگی کہ اونچے درجہ کا منقسم ف

رقوں کا ج  ول کہتے ہیں۔ 

 

رقوں کے ج  ول کی تشکیل کو سمجھان ا گیا ہے۔ اسے نیوٹن کا منقسم ف

 

 میں منقسم ف

⏃  ⏃  ⏃  ⏃ ( )  𝑥𝑖 

⏃ ⏃
 

⏃ ⏃
 

⏃ ⏃
 

⏃ ⏃
 

⏃ ⏃
 

⏃ ⏃
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥0 

𝑥1 

𝑥2 

𝑥3 

𝑥4 

 محسوب کیجیے۔⏃    ۔ مثال   

 ہم جانتے ہیں   حل ۔  

⏃

⏃

 محسوب کیجیے۔⏃    مثال  ۔ 

   حل ۔  

⏃
⏃ ⏃
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رقیں 

 

ری ف

 

 (Central Differences)مرک

رقوں کا عامل   

 

ری ف

 

ا ہے۔ مرک

 

ا مفید ہون

 

ا ہے استعمال کرن

 

رقیں کہا جان

 

ری ف

 

رقیں جنہیں مرک

 

اس 𝛿 بعض صورتوں میں ای  رقم کی ف

 طرح مصرف ہے۔ 

 

 

⋮         ⋮         ⋮ 
 

 وغیرہ

 

 

=  

 وغیرہ۔

ا ہے۔

 

 کرن

 

ری   وضاج

 

رقوں کی م

 

ری ف

 

 مندرجہ ذیل ج  ول مرک

       

 

 

 

=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  

رق کو ضابطہ کے طور پر یوں بتان ا جاسکتا ہے۔

 

ری ف

 

 مرک

𝛿𝑓(𝑥) = 𝑓 (𝑥 +
ℎ

2
) − 𝑓 (𝑥 −

ℎ

2
) 

 اور غور کریں 

𝛿𝑓(𝑥) = 𝐸1/2𝑓(𝑥) − 𝐸−1/2𝑓(𝑥) 
= (𝐸1/2 − 𝐸−1/2)𝑓(𝑥) 

 ا 

 

ہ
𝛿 ل = 𝐸1/2 − 𝐸−1/2

 

𝜹  ری   خصوصیات اور عوامل سے رشت

 

 کی م

(i)  𝛿 = ∆𝐸−1/2 = 𝐸−1/2∆ 

 چونکہ   ثبوت : 

𝛿𝑓(𝑥) = 𝑓 (𝑥 +
ℎ

2
) − 𝑓 (𝑥 −

ℎ

2
) 

= ∆𝑓 (𝑥 −
ℎ

2
) 

= ∆𝐸−1/2𝑓(𝑥) 

= 𝐸−1/2∆𝑓(𝑥) 
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⇒ 𝛿 = ∆𝐸−1/2 = 𝐸−1/2∆ 

(ii)  𝛿 = ∇𝐸1/2 = 𝐸1/2∇ 

 چونکہ تعریف کے مطابق   ثبوت : 

𝛿𝑓(𝑥) = 𝑓 (𝑥 +
ℎ

2
) − 𝑓 (𝑥 −

ℎ

2
) 

= ∇𝑓 (𝑥 +
ℎ

2
) 

= ∇𝐸1/2𝑓(𝑥) 

= 𝐸1/2∇𝑓(𝑥) 

⇒ 𝛿 = ∇𝐸1/2 = 𝐸1/2∇ 

(iii)  𝛿𝑛𝑓(𝑥) = ∆𝑛𝑓 (𝑥 −
𝑛ℎ

2
) = ∇𝑛𝑓 (𝑥 +

𝑛ℎ

2
) 

 چونکہ ہم جانتے ہیں کہ   ثبوت : 

𝛿𝑓(𝑥) = ∆𝐸−1/2𝑓(𝑥) 

⇒ 𝛿𝑛𝑓(𝑥) = ∆𝑛𝐸−𝑛/2𝑓(𝑥) 

= ∆𝑛𝑓 (𝑥 −
𝑛ℎ

2
) 

 اور  

𝛿𝑓(𝑥) = ∇𝐸
1

2𝑓(𝑥) 

⇒ 𝛿𝑛𝑓(𝑥) = ∇𝑛𝐸
𝑛

2𝑓(𝑥) 

= ∇𝑛𝑓 (𝑥 +
𝑛ℎ

2
) 

  𝝁(Average Operator 𝜇)تعریف : اوسط عامل  

 ہے۔ ℎ پر جہاں وقفہ کا طول   𝑓(𝑥)کی تعریف یوں ہے کسی تفاعل    𝜇اوسط عامل  

𝜇𝑓(𝑥) =
1

2
[𝑓 (𝑥 +

ℎ

2
) + 𝑓 (𝑥 −

ℎ

2
)] 

=
1

2
[𝐸

1

2𝑓(𝑥) + 𝐸−
1

2𝑓(𝑥)] 

=
1

2
(𝐸

1

2 + 𝐸−
1

2) 𝑓(𝑥) 

⇒ 𝜇 =
1

2
(𝐸

1

2 + 𝐸−
1

2) 

    :حل کیجیے ۔ مثال   

∇3𝑥3

δ2𝑥2 

 حل ۔  

∇3𝑥3

δ2𝑥2
=

(∆E−1)3𝑥3

(∆𝐸−1/2)2𝑥2
 

=
∆3E−3𝑥3

∆2𝐸−1𝑥2
 

=
∆3(𝑥 − 3)3

∆2(𝑥 − 1)2
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=
∆3(𝑥3 − 9𝑥2 + 27𝑥 − 27)

∆2(𝑥2 − 2𝑥 + 1)
 

n𝑥𝑚∆چوں کہ   = 𝑛 جبکہ   0 > 𝑚اس لیے 

=
∆3𝑥3

∆2𝑥2
 

[∵ ∆n𝑥𝑛 = 𝑛!] ⇒
3!

2!
=

6

2
= 3 

 

 عملی مسائل5.2

⏃محسوب کیجیے    ۔   5.2.1 
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۔ کو معلوم کیجیے   ∆[𝑒2𝑥 log 3𝑥]    5.2.2 
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رق معلوم کیجیے۔  

 

کا چوتھا ف 𝑦
𝑥

= (3𝑥 + 1)(3𝑥 + 4) ⋯ (3𝑥 + 22)5.2.3 
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رقوں کا ج  ول بنائیے۔  5.2.4 

 

 دیے گئے ج  ول کے لیے منقسم ف

13 11 10 7 5 4 𝑥
2028 1210 900 294 100 48 𝑓(𝑥) 
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 مساوی اور غیرمساوی وقفوں کی تحریف۔   6اکائی 

(Interpolation with equal and unequal intervals) 

 

 (Objectives)صدمقا6.0 

 ہوجائیں گے کہ   
 
 آپ اس قاب

 

 اس اکائی کے ختم کرنے ی

     تحریفی ضابطہنیوٹن کے مقدم   
 
ت ر

 

 کے آغاز کے ف

 

کی قدروں کو تحریف کرکے    yکا استعمال کرتے ہوئے ج  ول شدہ قدروں کے  س

 ۔  تفاعل کی قدر تلاش کرسکیں

ر   

 

     تحریفی ضابطہنیوٹن کے مئوف
 
ت ر

 

ری قدر  کے ف

 

 کے آخ

 

کی قدروں کو تحریف    yکا استعمال کرتے ہوئے ج  ول شدہ قدروں کے س

 مہ تفریق کا  ضابطہ   کی دی گئی قیمت کے لیے تفاعل کی قدر  کا اندازہ کرنے کے لیے  کرکے تفاعل کی قدر تلاش کرسکیں۔ 
سی
ق

 

من

نیوٹن کے 

 کرسکیں۔  کا اطلاق 

𝑥  ۔  کرسکیں کی دی گئی قیمت کے لیے تفاعل کی قدر  کا اندازہ کرنے کے لیے لیگرانج کے تحریفی   ضابطہ  کا اطلاق  

 ( Introduction)تمہید 6.1

 تحریفی ضابطہ مقدم  مساوی وقفوں کے لیے کا گریگوری -نیوٹن  

 یفی ضابطہ درجہ ذیل ہے گریگوری کا مساوی وقفوں کے لیے مقدمتح -نیوٹن   

2 3

0 0 0 0 0

( 1) ( 1)( 2)
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2! 3!

u u u u u
f x hu f x u f x f x f x

− − −
+ = +  +  +  +

0

( 1)( 2) { ( 1) h}
( ),

3!

nu u u u n
f x

− − − −
+  

جہاں  
0x x

u
h

−
 ہے۔  =

ا سے ای  تفاعل کی شکل حاصل کیجیے مثال۔

 

 دیے گئے ڈان

                                      : 0 1 2 3 4

( ) :3 6

  

                  11 18    27  

x

f x
 

رقی ج  ول اس طرح ہوگا  حل۔

 

 ف
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3 ( )f x 
2 ( )f x ( )f x ( )f x  x 

0

0
 

2

2

2

 

3

5

7

9

 

3

6

11

18

27

 

0

1

2

3

4

 

,0یہاں   1,
x a

a h u
h

−
= =  ہیں۔ =

 اس طرح دن ا گیا ہے ضابطہگریگوری کا -نیوٹن اس کے لیے 

2 3( 1) ( 1)( 2)
( ) (0) (0) (0) (0)

2! 3!

x x x x x
f x f x f f f

− − −
= +  +  +  

( 1)
3 3 (2) 0

2

x x
x

−
= +  + + 

23 3x x x= + + − 

2 2 3x x= + + 

2( ) 2 3f x x x = + + 

 کی قدر حاصل کیجیے  sin52دیے گئے ج  ول سے  مثال۔

                                 : 45 50 55 60

( ) : 0 7071 0 76

       

60 0 8192 0 8660f x



   
 

رقی ج  ول اس طرح ہوگا  حل۔

 

 ف

3 ( )f  
2 ( )f  ( )f  ( ) sinf  =   

0.0007− 

0.0057

0.0064−

−
 

0.0589

0.0532

0.0468

 

0.7760

0.8192

0.7071

0.8660

 

45

50

55

60

 

 سے ہمیں حاصل  ہے  ضابطہ مقدم تحریفی  گریگوری کے-نیوٹن 

2 3

0 0 0 0 0

( 1) ( 1)( 2)
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ___________(1)

2! 3!

u u u u u
f x hu f x u f x f x f x

− − −
+ = +  +  +  +

0یہاں   0

52 45 7
45 , 52 , 5 , 1.4

5 5
x x uh h u

−
= + = = = =  ہیں۔ =

2 31.4(1.4 1) 1.4(1.4 1)(1.4 2)
(52 ) (45 ) 1.4 (45 ) (45 ) (45 )

2! 3!
f f f f f

− − −
= +  +  +  

1.4(0.4) 1.4(0.4)(0.6)
0.7071 1.4 0.0589 0.0057 0.0007

2 6
= +  −  + 

0.7071 0.08246 0.001596 0.0000392= + − + 



61 
 

0.7880032= 

 اس لیے   

sin52 0.7880032= 

ر  گریگوری کا مساوی وقفوں کے لیے مو-نیوٹن ۔  2قضیہ
ّ

 

 تحریفی ضابطہ درجہ ذیل ہےخ

2( 1)
( ) ( ) ( ) ( )

2!

u u
f a nh hu f a nh u f a nh f a nh

+
+ + = + +  + +  + +

 

ا سے  مثال۔

 

2.65xدرجہ ذیل ڈان  کی قیمت محسوب کیجیے  yپر =

3 2 1 0  x 

3 12 15 6  
y 

2.65xچوں کہ    حل۔      ہے اس لیے ہم درجہ ذیل      ج  ول=
 
ت ر

 

ری قدر کے خ

 

رگریگوری کا مساوی وقفوں کے لیے   -نیوٹن    کی آخ

 

تحریفی موخ

 کا استعمال کریں گے۔ ضابطہ

2 3 4

3 4

( 1) ( 1)( 2) ( 1)( 2)( 4)

2! 3! 4!
u n n n

u u u u u u u u u
y y u y y y y

+ + + + + +
= +  +  +  +  + 

,2.65یہاں 3, 1,nx x h= =  اس لیے =

2.65 3
0.35

1

nx x
u

h

− −
= = = − 

2,n ny y ر تفریقی ج  ول بناتے ہیں  وغیرہ

 

 کو حاصل کرنے کے لیے موخ

4 y 3 y 2 y y y x 

0 
 
 

 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

3 

1−0 

1 
2 
3 

( )( )
( )( )

( )
( )( )( )

( )
0.35 0.35 1 0.35 0.35 1 0.35 2

3 0.35 9 6 6
2! 3!

6.4571

y
− − + − − + − +

= + − − + − +

=

 

مہ کا    ٹن نیو 
قس

 

من

 ضابطہ  کا تحریفی   یق تفر  

(Newton’s Divided Difference Interpolation Formula ) 

رض کیجیے کہ    

 

)ف )y f x=1کی 2 3, , , , nx x x x1کے متعلق مقداریں 2 3( ), ( ), ( ), , ( )nf x f x f x f x   ہیں۔ اب 

⏃
 

⏃
 

⏃
 



62 
 

 دو بارہ 

⏃2
⏃ ⏃

 

⏃ ⏃ ⏃2

 

 اسی طرح 

⏃2 ⏃2 ⏃3

 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

⏃𝑛 ⏃𝑛
⏃𝑛+1

 

  مساوات

 

ا ہے 2اور )   (1)ت

 

 ( سے ہمیں حاصل ہون

⏃ ⏃2

 

⏃ ⏃2

 

( سے 3مساوات ) 
⏃2

 کی قیمت درج کرنے پر ہمیں حاصل ہوتا ہے   

⏃ ⏃2

⏃3

 

⏃ ⏃2

⏃3

 

رھنے اور    طرز پر اس

 

آگے ب 

⏃𝑛

 م درج کرنے قدر کو  کی
ہ
اں ی سے 

 

و ن
ہ
 ہے  

⏃ ⏃2

⏃𝑛

⏃𝑛+1

 

⏃ ⏃2

⏃𝑛

 

جہاں   
⏃𝑛+1

 ہے۔  

 درجہ کی کثیر رکنی ہے ، اس لیے  nایک  چوں کہ  

⏃𝑛+1

 

 

 اب  ہمیں ملتا ہے
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⏃ ⏃2

⏃𝑛
 

رریق کا  ی ضابطہ نیوٹن 
ف

 

مہن
قس

 

من

ا ہے۔ کا  

 

اابطہ کہلان

 

 ص
ن فن
 تحر

رریق کے ج  ول کی مدد سے  لکھا جا سکتا ہے: رمارک: 
ف

 

مہن
قس

 

من

 اس ضابطہ کو 

a)   ج  ول  سے𝑓(𝑥) کی کسی ای   قیمت کو لے کر ابتدا کیجیے۔ 

b)  ر ای  اوپر ن ا نیچے کی سمت میں ہو سکتا ہے۔
 
 پہنچیں، جن میں سے ہ

 

ررق  ی
ف
ہ
علن 
 مرحلہ بہ مرحلہ ا

c)  کسی بھی مرحلے پر متعارف کران ا گیا𝑥𝑖    اگلی اصطلاح کے عوامل کا تعین کرے گا، یعنی اگلی اصطلاح میں ای  اور عنصر𝑥 − 𝑥𝑖 

امل ہوگا۔ 

 

 ش

رض کریں کہ ہم تفاعل کی قدر  

 

ف رقوں کی طرف    𝑓(𝑥3)مندرجہ ذیل ج  ول میں، 

 

ف اعلیہ  ار 

 

لگان اور  کے ساتھ شروع کرتے ہیں 

 منتقل کرتے ہیں جیسا کہ تیروں کے ذریعے دکھان ا گیا ہے 

 

⏃𝟒
 

 

⏃𝟑
 

 

⏃3
 

⏃2
 

 

⏃𝟐
 

 

⏃2
 

⏃  

 

⏃  

 

⏃  

 

⏃  

 

 

 

 

 

 

رقیں     𝒇(𝒙𝟑)یہاں ہم   

 

⏃لیتے ہیں اور ف
𝒙𝟑

𝒇(𝒙𝟐)    ،⏃𝟐

𝒙𝟑,𝒙𝟒

𝒇(𝒙𝟐)   ،⏃𝟑

𝒙𝟐,𝒙𝟑,𝒙𝟒

𝒇(𝒙𝟏)    𝟒⏃اور

𝒙𝟐,⋯,𝒙𝟓

𝒇(𝒙𝟏) لیتے

 ہیں۔

تیسرے  ، ضرب  .……دوسرے  رو 

 

 
خ کے  ارکان  اور ، ،،   ن انچوے 

 ہیں۔ اب    

⏃ ⏃2

⏃3

⏃4
 

کو ٹیڑھا  نیوٹن   اس  طریقے  کو لکھنے کے  اابطہ 

 

 ص
ن فن
تحر رریق کے 

ف

 

مہن
قس

 

من

ن ا شیفرڈ)Zig-Zagمیڑھا)-کے  قاعدہ   )Sheppard )

 قاعدہ کہتے ہیں۔
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تحریفی  نیوٹن  تو    ہو  اگر  مثال۔ کے  تفریق  مہ 
قس

 

من

کے 

طہ 
ن 
 کی قدر حاصل کیجیے۔  کاا استعمال کر کے  ضا

 ۔ حل

 

مہن
قس

 

من

رر
ف

 کی تشکیل اس طرح ہوگی    ج  ول  کی یق 

⏃4𝑓(𝑥) ⏃3𝑓(𝑥) ⏃2𝑓(𝑥) ⏃𝑓(𝑥)   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 

31 

223 

1011 

1343 

1 

3 

6 

10 

11 

  نیوٹن کا

 

مہن
قس

 

من

رر
ف

اابطہ کا  یق

 

 ص
ن فن
 درجہ ذیل ہے تحر

⏃ ⏃2 ⏃3
 

 درج کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا   کی قیمت اور تفریق ،   

 

 

 

ا سے مثال۔

 

طہ نیوٹن دی گئی ج  ول  کے ڈان
ن 
مہ تفریق کے ضا

قس

 

من

 کی قدر حاصل کیجیے۔   کاا استعمال کر کے  کے 

17 13 11 7  x 

5202 2366 1452 392   

 ۔ حل

 

مہن
قس

 

من

رر
ف

 کی تشکیل اس طرح ہوگی    ج  ول  کی یق 

⏃4𝑓(𝑥) ⏃3𝑓(𝑥) ⏃2𝑓(𝑥) ⏃𝑓(𝑥)   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

150 

 

392 

 

1452 

 

2366 

 

5202 

5 

 

7 

 

11 

 

13 

 

17 

 

 

مہن
قس

 

من

رریوٹن کا 
ف

اابطہ درجہ ذیل ہے  یق

 

 ص
ن فن
 کا تحر
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⏃ ⏃2

⏃3
 

 

 

 

مہ۔  مثال 
قس

 

من

 کی قدر حاصل کیجیے اور     کا استعمال کر کے   ضابطہ کا تحریفی یقتفر نیوٹن کا 

13 11 10 7 
 

4 x 

2028 1210 900 294 
 

48 
 

 ، جواب۔       خود حل کریں۔ حل۔ 

 مثال۔

 

مہن
قس

 

من

ررنیوٹن کا 
ف

اابطہ  یق

 

 ص
ن فن
 کی قدر حاصل کیجیےاور     کا استعمال کر کے    کا تحر

5 2 0 
 

-4 x 

1335 9 5 
 

1245 
 

 خود حل کریں۔ حل۔ 

⏃4𝑓(𝑥) ⏃3𝑓(𝑥) ⏃2𝑓(𝑥) ⏃𝑓(𝑥)   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

مہن
قس

 

من

ررنیوٹن کا 
ف

اابطہ  یق

 

 ص
ن فن
 سے ہمیں حاصل  ہے   کا تحر

 

 

 

 (Lagrange’s Interpolation Formula)تحریفی ضابطہ لیگرانج کا  

رض کیجیے کہ  

 

)ف )f x0کی 1 2, , , , nx x x x 0مقداریں+کے متعلق 1 2( ), ( ), ( ), , ( )nf x f x f x f x     

 

)ہیں۔ ت )f x کو

n  درجہ کی کثیر رکنی کی طرح اس طرح لکھا جا سکتا ہے۔ 
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 کو لیگرانج کا تحریفی ضابطہ کہتے ہیں۔اس 

ہے   مثال۔ ،  ہےدن ا  طہ تو     
ن 
ضا کر کے  لیگرانج کے تحریفی  استعمال  قدر حاصل     کاا  کی 

 کیجیے۔

 حاصل کرنا  ہے ۔ ہیں۔ ہمیں   اور       یہاں   ۔حل

 لیگرانج کا تحریفی ضابطہ درجہ ذیل ہے 

 

 

 

 

 

 عملی مسائل  6.2

   y استعمال کرتے ہوے ذیل کے ج  ول سے  تحریفی ضابطہلیگرانج کا  6.2.1
 

 ہے x=10کی قدر معلوم کرو ج

11 9 6 5 X 

16 14 13 12 Y 
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ا سے  تحریفی ضابطہلیگرانج کا  6.2.2

 

)استعمال کرتے ہوے ذیل کے ڈان )f x معلوم کرو 

X 0 2 3 6 

f(x) 648 704 729 792 
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ا سے  کثیر رکنی تحریفی ضابطہلیگرانج کا  6.2.3

 

)استعمال کرتے ہوے ذیل کے ڈان )f x معلوم کرو 

5 2 0 -1 -4 x 

1335 9 5 33 1245 y 
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  7 اکائی

ل 
م
ک

 

ت

 عددی تفرق اور عددی 

(Numerical Differentiation and Numerical Integration) 

 ( Objectives)صدمقا 7.0

ا چاہیے کہ:  

 

 ہوجان
 
 اس اکائی  کے مطالعہ کے بعد طلبا کو اس قاب

ر  

 

تحریفی ضابطوں کی مدد سے مشتقات کی پہلے ، دوسرے اور تیسرے درجہ کی قدر معلوم کر   وہ کسی دیے گئے نقطہ پر  نیوٹن کے مقدم اور موف

 سکیں ۔

 کے

 

ن

 س
می
س

روڈل ، 

 

   ٹرب 

1

3
 کے  

 

ن

 س
می
س

   اور 

3

8
ل حاصل کر سکیں۔   

م
ک

 

ت

 قاعدوں کا استعمال کر کے دی گئی حدود کے اندر 

ل کو محسوب کر سکیں۔ 
م
ک

 

ت

 بولے کے قاعدے کے استعمال سے دیے گئے 

 ( Introduction)تمہید 7.1

  ( Numerical Differentiation) عددی تفرق    

رض کیجیے کہ  تفاعل       (:Formulae for Derivatives)مشتقات کے لیے ضابط 

 

𝑦ف = 𝑓(𝑥)    جس کی قیمتیں𝑥𝑖 = 𝑥0 + 𝑖ℎ ، 

 𝑖 = 0,1,2, ⋯ , 𝑛 دی گئی ہیں۔    ج  ول میں کے لیے 

ا ہے نیوٹن کا  مقدم تحریفی ضابطہ اس طرح سے 

 

 دن ا جان

2 3

0 0 0 0

( 1) ( 1)( 2)
(1)

2! 3!

− − −
= +  +  +  +

u u u u u
y y u y y y 

𝑢جہاں   =
𝑥−𝑥0

ℎ
 ہے۔   

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہے  𝑢( کو بہ لحاظ  1مساوات )

− − +
=  +  +  + 

 اب 

 اس  لیے

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

ℎ
[∆𝑦0 +

2𝑢 − 1

2!
∆2𝑦0 +

3𝑢2 − 6𝑢 + 2

3!
∆3𝑦0 +

4𝑢3 − 18𝑢2 + 22𝑢 − 6

4!
∆4𝑦0 + ⋯ ] … (2)  

𝑥جیسا کہ ہمیں معلوم ہے   = 𝑥0, 𝑢 = 0 
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𝑢 ( میں2اس لیے  مساوات ) =  درج کرنے پر ہمیں حاصل ہے   0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

ℎ
[∆𝑦0 −

1

2!
∆2𝑦0 +

2

3
∆3𝑦0 −

1

4
∆4𝑦0 + ⋯ ] ⋯ (3)  

ا ہے 𝑥( کو بہ لحاظ  2مساوات )

 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہون

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 

1

ℎ2
[∆2𝑦0 + (𝑢 − 1)∆3𝑦0 +

6𝑢2 − 18𝑢 + 11

12
∆4𝑦0 + ⋯ ] … (4)  

𝑢 ( میں2مساوات ) =  درج کرنے پر ہمیں حاصل ہے   0

[
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
]

𝑥=𝑥0

=
1

ℎ2
[∆2𝑦0 − ∆3𝑦0 +

11

12
∆4𝑦0 + ⋯ ] 

 اس طرح 

[
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
]

𝑥=𝑥0

=
1

ℎ3
[∆3𝑦0 −

3

2
∆4𝑦0 + ⋯ ] 

ر تفریقی ضابطہ سے مشتقات

 

 ( Derivatives using Backward Difference Formula) موف

رض کیجیے کہ نیوٹن  

 

ر تفریقی ضابطہاب ف

 

 درجہ ذیل ہے  کا   موف

2 3 4

3 4

( 1) ( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3)
....(1)

2! 3! 4!

+ + + + + +
= +  +  +  +  +n n n

u u u u u u u u u
y y u y y y y 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہے  𝑥( کو بہ لحاظ  1مساوات )

𝑥ہمیں معلوم ہے   = 𝑥𝑛   پر 𝑢 =  ۔ اس لیے ہے  0

 اس طرح 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
 

 :حاصل کیجیے  اور کی قیمتوں کی درجہ ذیل ج  ول سے    𝑦  اور 𝑥 ۔ مثال 

4.0 3.5 3.0 2.5 2.0 1.5 x 

59.0 38.875 24.0 13.625 7.0 3.375 
y 

 کریں گے۔ س  سے پہلے ہم تفریقی ج  ول کی تشکیل   حل ۔  
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∆  ∆  ∆  ∆  ∆    

0 
0 
0 

0.75 

0.75 

0.75 

3 
3.75 

4.5 

5.25 

3.625 
6.625 
10.375 
14.875 

20.125 

3.375 
7.0 
13.625 
24.0 
38.875 

59.0 

1.5 
2.0 
2.5 
3.0 
3.5 

4.0 

یہاں  
0 01.5, 3.375, 0.5x y h= =  ہیں۔ =

 سے ہمیں حاصل  ہے  ضابطہ  مقدمتفریق کے لیے  تحریفی کے -نیوٹن 

 

 اور 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 

=
2.25

0.25
= 9 

 (Newton-Cotes Quadrature Formula)کواڈریچر  ضابطہ    کوٹ -نیوٹن  

رض کیجیے کہ  

 

𝐼ف = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
,𝑦0قیمتیں    کے لیے  کی، مقداروں     𝑓(𝑥)ہے، جہاں      𝑦1, 𝑦2, ⋯ 𝑦𝑛    

,𝑎]ہیں۔ اب ہم وقفہ   𝑏]   کوℎ   لمبائی کے𝑛  تے ہیں کہ تحت وقفوں میں اس طرح سے 

 
 

 ن ات

𝑥0 = 𝑎, 𝑥1 = 𝑥0 + ℎ, 𝑥2 = 𝑥0 + 2ℎ, ⋯ , 𝑥𝑛 = 𝑥0 + 𝑛ℎ = 𝑏 

 

 

 

 

 

 

 

𝑦 = 𝑓(𝑥) 

𝑥0 𝑥0 + ℎ 𝑥0 + 2ℎ 𝑥0 + 𝑛ℎ 
𝑥 

𝑦 

O 



73 
 

،  

 

 ت

𝑥0 + 𝑢ℎ     اور𝑑𝑥 = ℎ𝑑𝑢  درج کرنے پر 𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥0+𝑛ℎ

𝑥0
= ℎ ∫ 𝑓(𝑥0 + 𝑢ℎ)𝑑𝑢

𝑛

0
  

ا ہے 

 

ر تحریفی ضابطہ سے ہمیں حاصل ہون

 

 نیوٹن کے موف

− − − − − −
= +  +  +  +  + 

 اب 

− − −
= +  +  +  + 

ا ہے 

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہون
م
ک

 

ت

 رکن بہ رکن 

+ − −
= +  +  +  

  
+ − + − 
 

 

  
+ − + − + + 
 

 

 اس ضابطہ میں درج کرکےہم درجہ ذیل اہم ضابط حاصل کریں گے۔   =کوٹ کواڈریچر ضابطہ کہتے ہیں۔   -اس کو نیوٹن

روڈل قاعدہ 

 

 (Trapezoidal Rule)ٹرب 

)درج کرکے اور منحنی کو نقطوں   =( میں  1مساوات ) )اور   ( کے درمیان ای  خط   کی طرح لے کر ، یعنی ، ای  پہلے رتبہ    (

  ہمیں حاصل ہے 

 

رق  صفر ہو جائیں۔ ت

 

 کی کثری رکنی  اس طرح لیتے ہیں کہ ای  سے زن ادہ  رتبوں کے ف

( )
+  

 = +  = +  = −   
 

 

 اس طرح 

( )

( )

+

+

+

− − −+ −

 
= +  = + 

 

 
= +  = + 

 





 

ملات کو جمع کرنے پر  ہمیں حاصل ہے
ک

 

ت

 ان 

( ) ( )
+

−
 = + + + + +
  

روڈل ضابطہ کہتے ہیں۔

 

 
 
 اس کو ٹری
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  منحنی 

 

ا ہے۔ ت

 

ر ای  پٹی کا رقبہ منفرد طور پر حاصل کیا جان
 
صاات      کے  نیچے ہ

 

ن

 

خ
م

ٹراپیزیم کے رقبوں کی جمع    𝑛کے درمیانی   رقبہ   اور    اور 

ا ہے۔   

 

 کے تقریباً مساوی ہون

 کا   

 

ن

 س
می
𝟏س

𝟑
 Simpson’s)قاعدہ  

𝟏

𝟑
 Rule) 

)درج کرکے اور منحنی کو نقطوں   =( میں  1من درجہ ن الا مساوات ) )  ،( )اور    ( کے درمیان ای  مکافی   کی    (

  ہمیں حاصل  

 

رق  صفر ہو جائیں۔ ت

 

طرح لے کر ، یعنی ، ای  دوسرے رتبہ کی کثری رکنی  اس طرح لیتے ہیں کہ دو سرے سے  زن ادہ  رتبے کے ف

 ہے

( )
+  

= +  +  = + + 
 

 

 اس طرح 

( )
+

+
= + +

 

𝑛 پر جفت ہونے    ( )
+

− −+ −
= + + 

  کہ   
 

ملات کو جمع کرنے پر  ، ج
ک

 

ت

ا ہے  ہے،جفت 𝑛ان تمام  

 

 ہمیں حاصل ہون

( ) ( ) ( )
+

− −
 = + + + + + + + + +
  

 کا   اس کو 

 

ن

 س
می
1س

3
 کہتے ہیں۔ قاعدہ  

 کا   

 

ن

 س
می
𝟑س

𝟖
 Simpson’s)قاعدہ  

𝟑

𝟖
 Rule) 

)درج کرکے اور منحنی کو نقطوں   =( میں  1من درجہ ن الا مساوات ) پر ای  تیسرے رتبہ کی کثری رکنی   =،جہاں  (

  ہمیں حاصل ہے 

 

رق صفر ہو جائیں۔ ت

 

 اس طرح لیتے ہیں کہ تیسرے  رتبے سے زن ادہ کے ف

( )
+  

= +  +  +  = + + + 
 

 

 اس طرح 

( )
+

+
= + + +

 

    +سے
 

  کہ    ی
 

ملات کو جمع کرنے پر  ، ج
ک

 

ت

  3ای   𝑛کے   تمام  
 
ا ہے   ہے، کا ضرت

 

 ہمیں حاصل ہون

( ) ( ) ( )
+

− −
 = + + + + + + + + + + +
  
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 کا   اس کو 

 

ن

 س
می
3س

8
 کہتے ہیں۔ قاعدہ  

ل  ۔  مثال 
م
ک

 

ت

    روڈل کے قاعدے سے محسوب کیجیے۔  5کو

 

 
 
 تحت وقفوں کے ساتھ ٹری

 یہاں   حل۔ 

= = = =

− −
 = = =

 

𝑥   اور𝑦  کی قیمتیں درجہ ذیل ج  ول میں دی گئیں ہیں 

 

روڈل کے قاعدے سے 

 

 
 
 ٹری

( ) ( ) = + + + +
  

( ) ( )

( ) ( )

 = + + + +
 

=

=

=



 

 (سے گھرے  ہوئے حصہ کا رقبہ محسوب کیجیے۔ =اور =محور  )    𝑥درجہ ذیل ج  ول سے منحنی اور    مثال۔ 

=
 

=یہاں  حل۔  =  

روڈل کے قاعدے سے

 

 
 
 مطلوبہ رقبہ ہے ٹری

( ) ( ) = + + + +
  

( ) ( )

( )

 = + + + + +
 

= +

=


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 ئل عملی مثا  7.2

ل    7.2.1
م
ک

 

1ت

20 1

dx

x+   روڈل کے قاعدے سے محسوب کیجیے۔   4کو

 

 
 
 تحت وقفوں کے ساتھ ٹری
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  کے 7.2.2

 

ن

 س
می
3س

8
قاعدہ کی مدم سے  

6

0 1

dx

x+ ر کرو۔

 
 

 اخ
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  کے    7.2.3

 

ن

 س
می
1س

3
کے لیے    n=6قاعدہ کی مدت سے 

0

sin x dx

x



 کی قدر معلوم کرو۔ 
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 اور چار کے رنگے کٹا طریقے( معمولی تفرقی مساواتیں اور ان کے حل )آئیلر طریقہ دو  ۔8  اکائی

(Ordinary Differential Equations-Euler and Runge Kutta Methods) 

 

 (Objectives) صدمقا 8.0 

 ہو جائیں گے کہ:  
 
 اس اکائی کے مکمل ہونے پر طلبہ کو   اس قاب

ارڈ کے طریقہ  ٹیلر سلسلہ کے طریقہ  اور
ک
سے  ( Picard’s Method of Successive Approximation)دیگر تخمینہ لگانے کے  پ 

 پہلے رتبے کی تفرقی مساوات کا عددی حل حاصل کر سکیں ۔ 

رمیم شدہ یولر کے طریقہ  سے حاصل کسی تفرقی مساوات کا موازنہ  کر سکیں 

 

 یولر کے طریقہ  اور ب

 ہو جائیں گے کہ پہلے رتبے اور پہلے درجے کی تفرقی مساوات کو  
 
ا   کے طریقوں  سے حل کر  -رنگےاس اکائی کے مکمل ہونے پر  طلبا   اس قاب

ّ

 

ک

 ۔سکیں

 ( Introduction)تمہید 8.1

 ( by Taylor’s Series  Solution    ٹیلر سلسلہ کے طریقہ سے حل)    

رض کریں کہ

 

 کے ساتھ ای  تفرقی مساوات ہے۔  اب =شرط   =ف

= 

ا ہے 𝑥(  کو  بہ لحاظ  1مساوات )

 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہون

 
= +

 

  = +

 

درج کرنے پر ہمیں =اور  =وغیرہ مشتقات  حاصل ہوتے ہیں۔  یکے بعد دیگر تفرق کرنے پر ہمیں       

 حاصل ہوتے ہیں۔ 

ا ہے=کا    

 

 کے  گرکد ٹیلر سلسلہ کا پھیلاؤ   اس طرح سے دن ا جان

−
 = + − + +

−
 = + − + +
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    (  3حاصل کرتے ہیں جس کے لیے مساوات )کی تمام قیمتوں کے لیے   کی قیمتیں درج کرنے پر ہم

=مان لیں کہ   ہے۔ (Convergent)مستدق  اور  +

 = = + + + 

(  کے استعمال سے  تمام 2( اور )1معلوم ہوجائے  ،تو ہم مساوات ) ای  ن ار        

 

 ہیں۔ ت

 

کو ٹیلر کے کا حساب لگا سکت

 پھیلان ا جا سکتا ہے اور ہمیں حاصل ہے   کے  گرکد=سلسلہ میں

 + = = = + + + 

 کا حل حاصل کر لیتے  ہیں۔ اس طرز عمل کے ساتھ ہم  

 ( کو اس طرح بھی لکھا جا سکتا ہے4مساوات )

 = + + + 

ر کیا گیا ہے۔کی تیسری اور اعظم قوتوں والے تمام ارکان  کو   جہاں
 
 سے ظاہ

رر کی اعلی قوتوں والے تمام ارکان  کو  چھوڑتے ہوئے  اور   اگر ہم    راش اب 

 

ہوگا  (   Truncation Error)کی قدر محسوب کرتے ہیں  تو  ب

ا ہے۔ k، جہاں 

 

اظر ٹیلر کا سلسلہ دوسرے رتبے کا کہلان

 
 

 ای  مستقل ہے اور اس کے م

ٹیلر کے سلسلہ  کے پھیلاؤ میں سے  عام طور پر ، اگر  

+
رر     اور    کی اعلی قوتوں والے تمام ارکان  کو  ہٹا  دن ا جائے  تو  اب 

+
اس  ہوگا اور    

 
 

کے م

 ہوگا۔ 𝑛اس طرح حاصل ٹیلر کے سلسلہ  کا  رتبہ  

 ہیں تو،ٹیلر سلسلہ کا طریقہ س  سے بہتر ہے جس میں صرف ای  ہی  مرحلہ ہے 

 

۔ اگر   نوٹ: اگر ہم یکے بعد دیگر مشتقات ن ا آ سانی حاصل کر سکت

ا  میں 

 

ن  ہوں تو  اعلی مشتقات حاصل کرن
 
کلی

 

ش

اکام رہتا ہے۔ اس   بہت تھکا دینے والا کام ہوگا  اور اس لیے  پیچیدہ الجبرائی 

 

ی طریقہ ن

 لیے ہم اور بھی بہتر طریقوں کے ن ارے میں پڑھیں گے ، جیسے یولر اور رنگے کٹا کے طریقے۔

=ٹیلر  سلسلہ کے طریقہ کا استعمال کرکے مساوات  ۔  مثال    کہ دن ا گیا ہے کہ  =کو    +
 

کے لیے حل کیجیے، ج

=  = 

 حل۔ دی گئی مساوات ہے 

 = 

=جہاں    ہے۔ +

ا ہے 𝑥( کو بہ لحاظ  1مساوات )

 

 ن ار ن ار تفرق کرتے ہیں جس سے   ہمیں حاصل ہون

 = = +  



81 
 

( )  = + + 

  =  + 

 

،ہے، یعنی   =پر  =  = = = = 

  ٹیلر کا سلسلہ اس طرح =
 
ت ر

 

ا ہےکے خ

 

 ہون

  = + + + + 

=)اعلی رتبے کے ارکان کو چھوڑ کر(  + 

= 

 اس لیے 

= = 

ا 
ک
 ( by Picard’s Method)  Solution    رڈ کے طریقہ سے حل پ 

رض کریں کہ

 

 ف

= 

  کہ  =ابتدائی شرط  
 

 کے ساتھ پہلے رتبے کی تفرقی مساوات ہے۔   =ج

ا ہے   (1)مساوات 

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہون
م
ک

 

ت

 کو انتہاؤں کے درمیان 

=

 = +

 


 

امعلوم متغیر   

 

ان کے تحت  ن

 
 

ل کے ن
م
ک

 

ت

ی مساوات ہے جس میں 

مل
ک

 

ت

 ہے۔ ی ای  

ا ہے2حاصل کرتے ہیں اور مساوات )  درج کرکے پہلی تقریبی قدر =میں      حل کے لیے

 

 ( سے ہمیں حاصل ہون

= +  

ا ہے2درج  کرتے ہیں اور مساوات ) =میں     کے لیے     اس طرح دوسری تقریبی قدر  

 

 ( سے ہمیں حاصل ہون

= +  

 اس طرز عمل پر ہم حاصل کرتے ہیں 

−
= +  
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ا ہے۔ 

 

ارڈ کا  تکراری ضابطہ کہلان
ک
 ی پ 

ارڈ کے طریقہ سے تقریبی قدروں
ک
ر    (Approximation Values)نوٹ: پ 

 

ا ہےکا ای  تواب

 

ر ای    حاصل ہون
 
جس میں سے ہ

ل)
م
ک

 

ت

  کہ یکے بعد دیگر 
 

 استعمال کیا جا سکتا ہے ج

 
 

ا ہے۔ لیکن ی طریقہ اس وق

 

راہم کرن

 

 Successiveاپنے سے پہلے کے مقابلے بہتر نتیجہ ف

Integrationا آسان ہو۔

 

 ( حاصل کرن

ارڈ کے طریقے سے تفرقی  مساوات   ۔   مثال 
ک
پ  =   =کا یکے بعد دیگر تقریبی حل محسوب کیجیے  اس طرح کہ    +

 
 ہے۔   =ج

ارڈ کا  تکراری ضابطہ نیچے لکھا گیا  ہے  حل۔ 
ک
 پ 

−
= +  

 =جہاں  

 درج کرتے ہیں   =میں+پہلی تقریبی قدر کے لیے  

= + + = + + 

دوسری تقریبی قدر کے لیے   = =میں+ +  درج کرتے ہیں   +

 
= + + + + 

 

= + + +


 

ا ہے کو اس طرح   

 

 اس طرح حاصل کیا جان

 
= + + + + + 

 

= + + + +


 

 ( by Euler’s Method)  Solution   یولر کے طریقہ سے حل 

ارد کے طریقہ سے کسی تفرقی مساوات کا حل  قوتی سلسلہ کی 
ک
ا  گزشتہ حصہ میں  ہم نے دیکھا کہ ٹیلر سلسلہ کا طریقہ اور پ 

 

شکل میں حاصل ہون

راہم کرتے ہیں۔

 

 کو ج  ول کی  شکل میں حل ف

 

 کریں گے جو اقدار کے س

 

 ہے۔ اب ہم ان طریقوں کی وضاج

رض کریں کہ

 

 ف

= 

 کے ساتھ ای  تفرقی مساوات ہے۔   =

=نقاط   کے لیے کو    (1)مان لیجیے کہ مساوات  ا چاہتے ہیں۔   =،   +

 

 پرحل کرن
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ا ہے اور   کو انتہاؤں    (1)مساوات 

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہون
م
ک

 

ت

 کے درمیان  

=

 = +

 


 

رض کریں کہ

 

ف      ا ہے  ہے۔ =میں

 

 اس سے ہمیں حاصل ہون

( )= + − 

اس طرح اگر      ہو  

 

ا ہےہمیں حاصل   ت

 

 ہون

= +  

 رکھنے پر ہم حاصل کرتے ہیں  کی جگہ   

= + 

ا ہے

 

 اس طرز پر ہمیں درجہ ذیل  عام ضابطہ حاصل ہون

+
= + = 

ا ہے۔ 

 

 ی یولر کا  ضابطہ کہلان

ل کی تقریبی قدر حاصل کرنے کے لیے  کو   میں  (  2)مساوات  
م
ک

 

ت

کے ذریعے تقریبی قدر حاصل کرنے کی بجائے، اب ہم 

ا ہے

 

روڈل کے قاعدے کو  استعمال کررتے  ہیں، جس سے ہمیں حاصل ہون

 

 
 
 ٹری

 = + +  

 کے لیے  تکراری ضابطہ حاصل کرتے ہیں   =اس طرح اب ہم 

( )+  = + +
  

 

جہاں

( )
 ویں تقریبی قدر ہے۔𝑛−کے لیے    ، 

( کی ابتدا   ،یولر ضابطہ سے  3تکراری ضابطہ )

( )
 کو منتخب کرکے،کی جا سکتی ہے۔ 

( )
= + 

رمیم شدہ  طریقہاس کو یولر کا  

 

ا ہے۔ (Euler’s Modified Method)ب

 

 کہا جان

=یولر کے طریقے سے تفرقی  مساوات    ۔ مثال )کا    + ) )کے ساتھ حل کیجیے۔ نیز= ) ( ) ( کو    (

رمیم شدہ طریقہ سےبھی قیمتیں حاصل کریں۔ 

 

 حاصل کریں ۔  یولر کے ب

 کے عددی حل کے لیے   ضابطہ نیچے لکھا گیا  ہے =یولر  کاتفرقی مساوات    حل۔ 

+
= + = 
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=دن ا ہے  + = = = 

ا ہے  =( میں   1مساوات )

 

 درج کرنے پر ہمیں حاصل ہون

( )
( )
( ) ( )

= = +

= +

= + +

=

 

=اب   + = + =  

ا ہے  =( میں   1مساوات )

 

 درج کرنے پر ہمیں حاصل ہون

( )
( )

( ) ( ) ( )

= = +

= + +

 = + +
 

=

 

=دون ارہ   + = + =  

ا ہے  =( میں   1مساوات )

 

 درج کرنے پر ہمیں حاصل ہون

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= = +

= + +

 = + +
 

=

 = = =

 

رمیم شدہ طریقہ 

 

 سے حل:  یولر کے ب

 کے لیے ابتدائی قدر  =

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

 = + +
 

 = + + +
 

=

 = + +
  

 = + + +
 

=
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ا ہے 

 

 اس طرز پر عمل کرتے ہوئے ہمیں حاصل ہون

( )

( )

=

=
 

 ہے۔ کی فائنل قیمت  اس لیے 

 ابتدائی قدر     اب  

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )  ( ) ( ) 

= + +

 = + +
 

=

 = + + + +
 

 = + + + +
 

=

 

ا ہے 

 

 اس طرز پر عمل کرتے ہوئے ہمیں حاصل ہون

( ) ( )
= =

 =
 

 ابتدائی قدر     اب  

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= + +

 = + +
 

=

 = + + + +
 

 

( ) ( )  ( ) ( )  = + + + +
 

=

 

ا ہے 

 

 اس طرز پر عمل کرتے ہوئے ہمیں حاصل ہون

( ) ( ) ( )
= = =

 =

 = = =

 

ا کا طریقہ- رنگے پہلے رتبے کا  
ّ

 

 ( First Order Runge-Kutta Method)     ک

 ہم جانتے ہیں کہ یولر کا طریقے  
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( ) = + = + =
 

 

 کی توسیع کرنے پر( L.H.S)ٹیلر کے سلسلہ کی مدد سے ن ائیں  ہاتھ کی طرف

  = + = + + + + 

ا ہے۔-اس لیے یولر کا طریقہ  پہلے رتبے کا رنگے 

 

ا کا طریقہ ہون
ّ

 

 ک

ا کا طریقہ- ے رتبے کا رنگے دوسر 
ّ

 

 ( Second Order Runge-Kutta Method)    ک

رمیم شدہ یولر کے ضابطہ  ہمیں دیتا ہے

 

 ب

( )
= + 

( ) ( ) ( )( )

( )

 = + +
  

 = + + + +
 

 

)جہاں    ہے۔  =(

)اور   =اب اگر ہم   )= +  ( تبدیل ہو جائے گی 1مساوات ) درج کریں تو  +

 = + +  

ا کا ضابطہ ہے۔ -جو  دوسرے رتبے کا رنگے
ّ

 

 ک

ا کا طریقہ- ے رتبے کا رنگے تیسر 
ّ

 

 ( Third Order Runge-Kutta Method)    ک

ا کا طریقہ-ے رتبے کا رنگےیسرت
ّ

 

ا ہے    ک

 

ر کیا جان
 
 درجہ ذیل مساوات سے ظاہ

 = + + +  

 جہاں

( )

( )

=

 
= + +  

 

= + + −

 

ا کا طریقہ-  رتبے کا رنگے چوتھے 
ّ

 

 ( Fourth Order Runge-Kutta Method)    ک

)کا استعمال  تفرقی مساوات   طریقہ عام طور پر  اس   ) ( )= اہے=

 

  ۔کو حل کرنے کے لیے کیا جان

 یہاں ہم  
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( )

( )

=

 
= + +  

 

 
= + +  

 

= + +

 

   

 

 کو محسوب کرتے ہیں۔ ت

( )  = + = + + + +  

( رانے پر  ہمیں   (
 
)سے ابتدہ کرتے ہوئے اور اس عمل کو ن ار ن ار دوہ ا ہے۔ (

 

 وغیرہ حاصل ہون

=تفرقی مساوات  ۔ مثال  + = ا کے طریقے کے دو مرحلوں کو  -کے لیے دوسرے رتبے کے رنگے      =
ّ

 

ک

 لکھو۔

 دی گئی تفرقی مساوات ہے  حل۔ 

= + = = = 

 =پہلا مرحلہ:  

( )

( )

( ) ( ) ( )

=

= +

 =  +
  

=

    

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

= + +

 = +
  

 = + 

=

 = + + 

 = + + 

=

 

 =دوسرا  مرحلہ:  
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( )

( )

( ) ( ) ( )

=

= +

 =  +
  

=

    

( )

( ) ( ) ( ) ( )

= + +

 = +
  

=

 = + + 

 = + + 

=

 

 

 ئل عملی مثا  8.2

ٹیلر کے سلسلےکے طریقے سے مساوات   8.2.1
2, (0) 1y x y y = − ,(0.1)کو حل کرو نیز= (0.2)y y کے قدریں معلوم کرو۔ 
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90 
 

  أئیلرکے طریقے سے 8.2.2
 

0.1hج ,ہومساوات کا  = (0) 1y x y y = + ر کرو۔ y(0.3)کا حل معلوم کرو نیز  =

 
 

 کی قدر اخ
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 8.2.3   
 

ہ دو رتبی طریقے سے ج

 

ن
ک
0.25hرنگے  ,مساوات  = (2) 2

dy x y
y

dx x

+
= کی قدر معلوم  y(2.5)کا حل درن افت کرو نیز =

 کرو۔ 
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ہ چار رتبی طریقے سے مساوات   8.2.4

 

ن
ک
رنگے 

2 , (0) 1
dy

x y y
dx

= − ,(0.1)سے = (0.2)y y۔ معلوم کرو 
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,مساوات   8.2.5 (0) 1
y x

y y
y x

−
 = =

+
   
 

0.2hسے ج  کی قدر معلوم کرو۔ y(0.2)ہو =
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 نمونہ امتحانی پرچ 

 رن اضیات)لیب مینول( 

BSMM651DSP 
ی

سس
ن 

 سمسٹر(   چھٹا     (-ب۔ا

 :

 
 

 35کل نمبر:           Hrs 3وق

5    درج ذیل میں سے کوئی ن انچ سوالات کے جواب دیجی  نوٹ:  7 35 = 

sinفالسی طریقے سے مساوات   –ریگولا   .1 1xe x  کا ای  حقیقی ریشہ معلوم کرو۔=

 کے طریقہ سے مساوات   –نیوٹن  .2

 

ن

س
ف

را

5 5 2 0x x− +  ریشہ معلوم کرو۔کا ای  حقیقی  =

3گاس اسقاط کے طریقہ سے حل معلوم کرو   .3 2 3,2 3 3, 2 4x y z x y z x y z+ + = − − = + +  ۔=

    خطی مساواتوں کے نظام  .4

8 8

2 4 4

3 3 5

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

و ب کے طریقہ سے حل کرو۔    
 ن ک
ج

 کو گاس 

رقوں کا ج  ول بنائیے۔  .5

 

 دیے گئے ج  ول کے لیے منقسم ف

13 11 10 7 5 4 𝑥
2028 1210 900 294 100 48 𝑓(𝑥) 

ا سے لیگرانج کا   .6

 

)تحریفی ضابطہ استعمال کرتے ہوے ذیل کے ڈان )f x معلوم کرو 

𝑥 
0 2 3 6 

𝑓(𝑥) 
648 704 729 792 

  کے  .7

 

ن

 س
می
3س

8
قاعدہ کی مدم سے   

6

0 1

dx

x+ر کرو۔

 
 

 اخ

8.    
 

ہ دو رتبی طریقے سے ج

 

ن
ک
0.25hرنگے  ,مساوات  = (2) 2

dy x y
y

dx x

+
= کی قدر  y(2.5)کا حل درن افت کرو نیز =

 معلوم کرو۔ 

 


