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ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی، حیدرآن اد

 

 فاصلاتی تعلیم، مولان

ت

 نظام

 

Editorial Board مجلس ادارت 

Dr. Khaja Moinuddin 

Assistant Professor, 

Department of Mathematics, MANUU, 

Hyderabad 

 خواجہ معین الدینڈاکٹر

 شعبہ رن اضیپروفیسر، اسسٹنٹ 

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی، حیدرآن ادمو

 

 لان
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محمد امین الدینڈاکٹر  

 پروفیسراسوسیصدر اور 

 

 
رڈ) ان اب 

 

 گرلس، گورنمنٹ ڈگری کالج فور،(رن

ڈا،  حیدرآن اد

  

 گوؽ کون

Dr. Kashif Khan 

Mathematics, 

DDE, MANUU, Hyderabad 

 ڈاکٹر کاشف خاؿ

 رن اضی،

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی، حیدرآن اد 

 

 فاصلاتی تعلیم، مولان

ت

 نظام

 



 

 کورس کوآرڈی نیٹر

 خواجہ معین الدینڈاکٹر

 شعبہ رن اضیپروفیسر، اسسٹنٹ 

و ؾ،  
عل
رائے سائنسی  ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی، حیدرآن اداسکوؽ ب 

 

 مولان

 

 

 

ن
 
فی

 

صن
م

 اکائی نمبر           

 پروفیسراسوسی ،محمد امین الدینڈاکٹر 

 
 

رڈ) ان اب 

 

ا 1اکائی    گرلس، گورنمنٹ ڈگری کالج فور،(رن

ت

  12ن

ڈا،  حیدرآن اد

  

 گوؽ کون

 13 اکائی      مانو، حیدرآن اد رن اضی، ڈی ڈی ای، ،ڈاکٹر کاشف خاؿ  

 روز

 

 پروفیسر،شعبہ رن اضی، مانو، حیدرآن ادسی،اسوڈاکٹراف

 
 

  14 اکائی      ان

 15،16 اکائی    ، اسسٹنٹ پروفیسر،شعبہ رن اضی، مانو، حیدرآن ادڈاکٹر خواجہ معین الدین 

 لیب مینوؽ

 ا  17 اکائی    ،  اسسٹنٹ پروفیسر،شعبہ رن اضی، مانو، حیدرآن ادڈاکٹر خواجہ معین الدین

ت

 20 ن

  ا  21 اکائی    سید وسیم راجا،  گیسٹ فیکلٹی )رن اضی(،شعبہ رن اضی، مانو، حیدرآن ادڈاکٹر

ت

 24 ن

 (Translators)مترجمین

 14، 1،2 اکائی       حیدرآن ادمانو،  رن اضی،  ڈی ڈی ای، ، ڈاکٹر کاشف خاؿ 

 

  

ڈرس:

 

 پروػ رن 

 ڈاکٹر کاشف خاؿ :  اوؽ

روز :  دوؾ

 

 ڈاکٹر اف

 ڈاکٹر خواجہ معین الدین :  فائنل

 

 



 

 

ت

 فہرس

 

 

 7      وائس چانسلر   پیغاؾ 

رکٹرڈا   پیغاؾ

 

 8       ب

 9      کوآرڈی نیٹرکورس   کورس کا تعارػ

 Iبلاک 

 11       گروپس   1اکائی 

 30      تحت گروپس   2اکائی 

 44    ہم سٹس ، لگرانج کا قضیہ اور اس کے نتائج   3اکائی 

ارمل تحت گروپس اور خارج قسمت گروپس   4اکائی 

 

 61   ن

 IIبلاک 

ی گروپس   5اکائی 

کل

 

ئ

 84    مبادلہ گروپس اور سا

 109     ہم مارفیتکی  گروپس   6اکائی 

 128     کی ی  مارفیت گروپس   7اکائی 

 150     خودمارفیتکی  گروپس    8اکائی 

 IIIبلاک 

    9اکائی 

 

 اور تحت رن

 

 173      رن

رؽ دامنے اورمیداؿ   10اکائی 

ت  

 198     ان

    11اکائی 

 

 222     ائٓدن اؽ اورخارج قسمت رن

 247    رنگوں کی ہم مارفیت ،کرنل اور ی  مارفیت   12اکائی 

 IVبلاک 

    13اکائی

 

 275      کثیر رکنی رن



 

 گوسی صحیح اعداد    14اکائی

 

 287     کا رن

و  کثیر رکنیاں اور اؿ کی خصوصیات   51اکائی 

 

 ن
 می
ی

 298    پر

ر کثیر رکنیاں   16اکائی  ڈب 

 

ڈؿ اسٹین کی کسوٹی اور غیر تحویل ن 

  

 308   انٓ

 318          نمونہ امتحانی پرچہ

 

 320          لیب مینوؽ

 Vبلاک 

 323   بنیادی خصوصیات اور تحت گروپ –گروپس    17اکائی 

ارمل تحت گروپس اور خارج قسمت گروپس –ہم سٹس    18اکائی 

 

 339  ن

ی گروپس   19اکائی 

کل

 

ئ

 348    مبادلہ گروپس اور سا

 358    مارفیت گروپ کی ہم مارفیت اور ی     20اکائی

 VIبلاک 

راؽ دامنہ اور فیلڈز   21اکائی

ت  

، ان

 

 365     رن

 اور ہم مارفیت   22اکائی

 

ڈن اؽ، خارج قسمت رن ، ان 

 

 373   تحت رن

 و  کثیر رکنیاں   23اکائی
ن

 

 می
ی

 اور پر

 

  ں کا رن

 

 384    کثیر رک

رؿ ا   24اکائی

 
 

رآب ڈب 

 

 392   کثیر رکنیاں سٹین کی کسوٹی اور غیر تحویل ن 

    

 397          نمونہ امتحانی پرچہ

  



 

 پیغام
 

ا ازٓاد نیشنل اُردو 

 

ر کی ن ارلیمنٹ کے  میں 1998 یونیورسٹیمولان

 

۔  چار کاتتی ینڈیٹس  ہ  یںکے ساقائم کی گئی۔ یکٹ کے تحتاوطنِ عزب 

رقی)1)

ت

رویج و ب

ت

راہمی)2(اردو زن اؿ کی ب

 

راہمی 3(اردو میڈیم میں پیشہ ورانہ اور تکنیکی تعلیم کی ف

 

(روایتی اور فاصلاتی تدریس سے تعلیم کی ف

ری جامعات سے منفرد یں تہ  وہ بنیادی کات توجہ۔ (تعلیم نسواں پر خصوصی4اور)

 

ری یونیورسٹی کو دیگر مرک

 

س مرک
ِ
اور ممتازبناتے جو ا

راہمی پر کافی زور دن ا گیا ہے۔ 2020یں۔قومی تعلیمی ن الیسی 

 

 میں بھی مادری اور علاقائی زن انوں میں تعلیم کی ف

روغ دینے کاواحد مقصد و منشا اُ  

 

و ؾ کو ف
عل
ا ہے۔ ای  طویل عرصے سے اُردو اُردو کے ذریعے 

 

و ؾ کو پہنچان
عل
 عصری 

ت

ردو داں طبقے ی

رہ رہا کادامن علمی مواد سے لگ بھگ خالی 

 
 

روش کی الماریوں کا سرسری جاب

 

تصدیق کردیتا ہے کہ  اس ن ات کیہے۔ کسی بھی کتب خانے ن ا کتب ف

 محدود رہ گئی ہے۔ یہی کیفیت ‘‘ ادبی’’اُردو زن اؿ سمٹ کر چند 

ت

رسائل و اخبارات میں دیکھنے کو ملتی ہے۔اُردو قاری اور اُردو سماج اکثراصناػ ی

رین علمی موضوعات حاضردور

ت

ابلد یں۔ کے اہم ب

 

سے،ن ا مشینی ن ا معاشی اور تجارتی نظاؾ  ںکی صحت و بقا سےمتعلق ہو اؿ خود ہ   چاہے سے ن

ا ا آلات ہوں  ، کے گرد و پیش ماحوؽ کے مسائل ہوںؿ ن 
ِ
و ؾ عصری ؿ شعبہ جات سےمتعلق اردو میں مواد کی عدؾ دستیابی نے عوامی سطح پر ا

عل

ا ہے۔ نصابی مواد کی صورت حاؽ بھی چیلنجزیہی وہ ۔کے تئیں ای  عدؾ دلچسپی کی فضا پیدا کردی ہے 

 

یں جن سے اُردو یونیورسٹی کو نبرد آزما ہون

سکولی سطح 
ِ
ر بحث آتے یں۔ چوں کہ اُردو یونیورسٹی اُردو کتب کی عدؾ دستیابی کے  پرکچھ مختلف نہیں ہے۔ ا ر تعلیمی ساؽ کے شروع میں زب 

 
چرچے ہ

و ؾ کے لیے نصابی کتابوں کی عصری  ذریعہ تعلیم  اُردو ہے اور اس میں  کا
عل
ؿ تماؾ 

ِ
ڈا ا

 

ٰ
و ؾ کے تقریباً سبھی اہم شعبہ جات کے کورسز موجود یں ل

عل

رین ذمہ

ت

س یونیورسٹی کی اہم ب
ِ
 داری ہے۔  تیاری ا

س ن ات کی بے حد خوشی ہے کہ  مجھے
ِ
ڈہ کراؾ کی انتھک محنت اور  کے ذمہ یونیورسٹیا

ت 

رین علم داراؿ بشموؽ اسان
 
 کے بھرپور تعاوؿ کیماہ

 کا سلسلہ بنا پر

ت

اع

 

رےپیمانے پر کتب کی اش

 

اسیس کی  ہے۔ چکاشروع ہو ب 

ت

اری یونیورسٹی اپنی ن
 
  کہ ہ

 
 میں ج

ت
ت

ویں سالگرہ 25ای  ایسے وق

ِ فاصلاتی تعلیم از سر نو اپنی کارکردگی

ت

 کے منارہی ہے، مجھے اس ن ات کا انکشاػ کرتے ہوئے بہت خوشی محسوس ہورہی ہے کہ یونیورسٹی کا نظام

ِ فاصلاتی تعلیم کی

ت

رویج میں بھی یزیی پیدا ہوئی ہے۔ یز نئے سنگِ میل کی طرػ رواں دواں ہے اور نظام

ت

 اور ب

ت

اع

 

  سے کتابوں کی اش

 

 جان

رسوں کے دوراؿ  ملک کے کونے کونے میں موجود تشنگاؿِ علم فاصلاتی تعلیم کے مختلف پروگراموں سے فیضیاب ہورہے یں۔ گرچہ گزشتہ دو ب 

رسیل

ت

 انتظامی امور اور ب

 

اہم یونیورسٹی نے اپنی حتی المقدور  ابلاغ کے و کووڈ کی تباہ کن صورتِ حاؽ کے ن اع

ت

مراحل بھی کافی دشوار کن رہے ن

ِ فاصلاتی تعلیم کے پروگراموں کو کامیابی کے ساتھ روبہ عمل کیا ہے۔ میں یونیورسٹی سے وابستہ تما

ت

روئے کار لاتے ہوئے نظام ؾ کوششوں کو ب 

ا ہوں کہ اؿ کی علمی تشنگی کو پورا  طلبا کو یونیورسٹی سے جڑنے کے لیے صمیم قلب کے ساتھ مبارک ن اد پیش

ت

کرتے ہوئے اس یقین کا اظہار کرن

ر لمحہ اؿ کے لیے راستے ہموار کرےگا۔ 
 
ا آزاد اردو یونیورسٹی کا تعلیمی مشن ہ

 

 کرنے کے لیے مولان

 سید عین الحسنپروفیسر

 ائس چانسلرو



 

 پیغام

ری تعداد فاصلاتی طریقۂ  تعلیم پوری دنیا میں ای  انتہائی کارگر اور 

 

مفید طریقۂ تعلیم کی حیثیت سے تسلیم کیا جاچکا ہے اور اس طریقۂ تعلیم سے ب 

ی سے اردو آن ادی کی تعلیمی صورت حاؽ کو محسوس  میں لوگ مستفید

ہ

ا ازٓاد نیشنل اُردو یونیورسٹی نے بھی اپنے قیاؾ کے ابتدائی دنوں

 

ہورہے یں ۔ مولان

س طرزِ تعلیم کو اختیار
ِ
ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی کا آغاز کرتے ہوئے ا

 

رؿ سے ہوا 1998کیا ۔ مولان

 

 ڈِوب 

 

ن

 

 ش
سلی

 

ئ

ِ فاصلاتی تعلیم اور ٹرا

ت

اام

 

ظ

 

اوراس می ںن

عدڈد روایتی تدریس کے شعبہ جات قائم کیے گئے ۔ نو قائم کردہ شعبہ جات اور اور بعد ازاں میں ن اقاعدہ روایتی طرز تعلیم کا آغاز ہوا2004 کے بعد

ت

من

 

 

 ش
سلی

 

ئ

رجمے ٹرا

ت

ر و ب  کے ارن اب مِجازکے بھر پور تعاوؿ سے مناس  تعداد میں خود مطالعاتی مواد تحرب 

ت
ت

رؿ میں تقررن اں عمل میں ائٓیں۔ اس وق

 

 ڈوِب 

 

کے ن

 ذریعے تیار کرائے گئے۔

رسوں سے یو جی سی۔ ڈی ای   تعلیم کے نصان ات اوUGC-DEB بیگز شتہ کئی ب 
ِ
ر نظامات کو اس ن ات پر زور دیتارہا ہے کہ فاصلاتی نظاؾ

ِ فاصلاتی تعلیم کے طلبا کے معیار کو بلند کیاجائے۔ چوںکہ

ت

م آہنگ کر کے نظام

قہہ
ح

ا آزاد نیشنل اردو  روایتی نظاؾ ِتعلیم کے نصان ات اور نظامات سے کما 

 

مولان

ڈا اس مقصد کے حصوؽ کے لیے یوجی سی ۔ڈی 

 

ٰ
ِ یونیورسٹی فاصلاتی اور روایتی طرزِ تعلیم کی جامعہ ہے ،ل

ت

ای بی کے رہنمان انہ اصولوں کے مطابق نظام

 تعلیم کے نصان ات کو ہم اہٓنگ اور معیار بلند
ِ
از سرِ نون الترتیب یو جی اور پی جی طلبا کے لیے چھ SLM کر کے خود اکتسابی موادفاصلاتی تعلیم اور روایتی نظاؾ

 پرتیار کرائے جارہے یں۔بلاک چوبیس اکائیوں اور چار بلاک سولہ اکائیوں پر مشتمل نئے طرز کی سا

ت
 

 ج

 ِ فاصلاتی تعلیم یوجی

ت

ڈ ‘پی جی‘نظام

 

ڈپلوما اور سر  ٹیفکیٹ کورسز پر مشتمل جملہ پندرہ کورسز چلارہا ہے ۔ بہت جلد تکنیکی ہنر پر مبنی کورسزبھی ‘بی ان 

 کے لیے

ت

 کی سہول

 

ن
 
می
عل

ت

من

ربنگلورو، بھون اؽ، دربھنگہ، 9شروع کیے جائیں گے۔ 

 

ا، ممبئی، پٹنہ، رانچی اور سری نگرعلاقائی مراک

ت

ذیلی 6اور دہلی، کولکان

رحیدرآن اد، لکھنؤ، جموں ، نوح 

 

ر کے تحت سرِ ،وارانسی علاقائی مراک

 

 ورک تیار کیا ہے ۔اؿ مراک

 

 

 

را ن

 

 اور امراوتی کاای  بہت ب 

ت

م امدادی   144 دس

عل

ت

من

ر 

 

کاؾ کر رہے یں، جو طلبا کو تعلیمی (Programme Centres)پروگراؾ سنٹرس  20یز(Learner Support Centres)مراک

راہم کرتے یں۔

 

 فاصلاتی تعلیماور انتظامی مدد ف

ت

نے اپنی تعلیمی اور انتظامی سرگرمیوں میں آئی سی ٹی کا استعماؽ شروع کردن ا ہے،یز اپنے تماؾ  نظام

 پروگراموں میں داخلے صرػ آؿ لائن طریقے ہی سے دے رہا ہے۔

ِ فاصلاتی      

ت

راہم کی جا رہی یںنظام

 

 کو خود اکتسابی مواد کی ساٹ  کاپیاں بھی ف

 

ن
 
می
عل

ت

من

 پر 

 
 

  سان
 

 ، یزجلد  تعلیم کی ون

 

ڈیو ریکارڈن

 

ہی آڈیو ۔ون 

راہم کیلنک کا

 

 ف

ت

 کے درمیاؿ رابطے کے لیے ایس ایم ایس کی سہول

 

ن
 
می
عل

ت

من

راہم کیا جائے گا۔ اس کے علاوہ 

 

 پر ف

 
 

  سان
 

،جس کے  جارہی ہےبھی ون

 ں یسے  کورس کے رجسٹرشن،، فوضاتذریعے

 

 کو پروگراؾ کے مختلف ہلوئو

 

ن
 
می
عل

ت

من

اہے۔ ، 

ت

ات وغیرہ کے ن ارے میں مطلع کیا جان

 

گ ،امتحان

 

ن
سل

 

ئ
 کو

 ِ فاصلاتی تعلیم کا بھی نمان اں     

ت

ری دھارے میں لانے میں نظام

 

 روؽ ہو گا۔ امید ہے کہ ملک کی تعلیمی اورمعاشی حیثیت سے پچھڑی اردو آن ادی کو مرک

 اللہ خاؿ ء محمد راپروفیسر 

 فاصلاتی تعلیم

ت

رکٹر، نظام

 

            ڈاب

 



 

 کورس کا تعارػ

ر نظر کتاب الجبرا کے موضوعات سے متعلق ہے اور ہ   ا اذٓاد نیشنل اردو یونیورسٹیزب 

 

کے بی ایس سی کورس کے تیسرے سمسٹر کے نصاب پر مشتمل  مولان

راکٹ الجبرا سادہ رن اضیاتی عددی نظامی کے بجائے

 
 

راکٹ  کانسپٹ )تصورات (سے متعلق ہے۔گروپ ہے۔اب

 
 

گروپس، رنگس اور ویکٹرس کے اب

راکٹ الجبرا یوٹر ٹر سائنس،عیات ات اور یات مت میں دد اد اقاتقات  تھیو

 
 

راکٹ اا کا کے دو اہم  ہی یں۔ اب

 
 

 تھیوری اب

 

ا ری اور رن

ت

ش کرن

اکہ طلبا اپنے

ت

مضموؿ کو از  ہے۔اس کتاب کی نمان اں خصوصیت ہ  ہے کہ اس میں موا د کو سہل طریقے سے آساؿ زن اؿ میں مثالوں کے ساتھ سمجھان اگیا ہے ن

ل پرحصہ اکتاب کو دو حصوں میں تقسیم کیا گیا ہے۔جس میں پہلا حصہ نظرن ات)تھیوری( پر مبنی ہے اور دوسر ۔خود سمجھ سکیں
ک

 

ی کن

)تجربوں(پر 

ا  1اکائی  ۔ ( اکائیوں پرمشتمل ہے16پہلا حصہ سولہ)ہے۔منحصر 

ت

ت اور لگرانج میں گروپس، تحت گروپس، ہم سٹس کا تعارػ، چند مثالیں ، نظرن ا 3ن

ا  4کا قضیہ  اور اس کے نتائج دیے گئے یں۔ اکائی 

ت

ی گروپ کے مسائل اور نظرن ات دیے  8ن

ن کل

 

ئ

ارمل تحت گروج، خارج قسمت  گروپ،مبادلہ اور سا

 

میں ن

ا 9گئے یں۔ یز گروپ کے ہم معرفیت ، ی  معرفیت اور آٹو معرفزؾ کے ن ارے میں تفصیلی جاکاتری دی گئی ہے۔ اکائی 

ت

 تھیور پر مشتمل ہے  16 ن

 

رن

ا   9جس میں اکائی 

ت

راؽ دامنہ،، فیلڈ پر کئی مسائل اور نظرن ات پیش کیے گئے یں۔ اکائی  11ن

ت  

 ہم معرفیت اور ی   12میں رنگس ،تحت رنگس، ان

 

میں رن

ا  13معرفیت پر کئی مسائل اور نظرن ات دیے گئے یں۔ اکائی 

ت

 پر مشتمل ہے جس میں کئی16ن

 

  نظرن ات، اؿ کے متعلق مسائل درج یں۔کثیر رکنی رن

ررن اتی مینوؽ میں دیے گئے مسائل کو حل کرنے کی
ج 

ت

ت

ررکت کریں اور کونسلر کی رہنمائی می ں

 

ش
مہارت  طلبہ سے توقع کی جاتی ہے کہ وہ عملی کلاسوں می ں

 کو  بہتر  بنانے کے لیے اس مینوؽ میں  اکائی 

ت

 تجرن اتی حصہ دن ا گیا ہے۔ طلبہ کی طرػ سے کیے  24سے  17حاصل کریں۔ طلبہ کی مسئلہ حل صلاح 

ت

ی

 جمع کریں ۔  

ت
ت

 گئے  کاؾ کا ریکارڈ  وہ عملی امتحاؿ کے وق

ا ہوں۔کتاب کو معیاری  او

ت

 ، مترجمین ، تدریسی و غیر تدریسی و انتظامی  عملے کے تعاوؿ کا شکرہ  ادا کرن

 

ن
 
فی

 

صن
م

 اس کتاب کی تدوین میں 
 
ر قاب

رین  طلبا کی آراو مشوروں عمل و فہم بنانے کی 
 
رہ  اکراؾ ، ماہ

 
ت

اہم کوئی بھی کوشش اپنے اپٓ میں مکمل نہیں ہوتی۔ اس ضمن میں اساب

ت

کا ممکن کوشش کی گئی ہے، ن

 خیر مقدؾ کیا جائے گا۔

 ڈاکٹر خواجہ معین الدین

 کورس کو آرڈی نیٹر

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 الجبرا

(Algebra) 
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 گروپس۔ 1اکائی 

(Groups) 

زا

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   1.1

 مقاصد   1.1

 گروپس   1.1

 اور مثالیں تتعریفا  11.1. 

 اکتسابی نتائج    1.3

 کلیدی الفاظ   1.4

 نمونہ امتحانی سوالات   1.5

 معروضی جواب ات کے حامل سوالات  1.5.1 

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات  1.5.1 

 جواب ات کے حامل سوالاتطویل   1.5.3 

ز کردہ کتابیں   1.6 

 

د مطالعے کے لیے تجوی  زی 

 

 م
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 (Introduction)تمہید 1.0

زمن انیسویں  
 
ز میں ای  ج

 

جارج (Mathematician) رب اضی داں (German)صدی کے آج

رز)

 

ٹ

 

 ن
کی

George Cantor) اخ کو

 

 نظریہ ر  کرواب ا سے  عد  میں متا نے رب اضی کی ای  نئی ش

 

ام دب ا  (Set Theory)س

 

کا ب

 گیلوا

 

زانسیسی رب اضی داں ایوارس

 

تحقیق کا میدان  نے  اس مضمون پر تحقیقی کام کرکے  (Everiste Galois) گیا۔عد  میں ای  ف

رزک آبیل) ہموار کیا۔

 

ن ٹ  
ہ

س 

ن ل

 

ن

امعلوم نے(Neils Henrik Abel, 1802-1829ای  اور مشہور رب اضی داں 

 

اہی ب

 
ت

م

س )اشیا کی 

ی 

 

 ن
ی

 

ٹ

ل 
م

 

ئ

پر کام کیا۔عد  ( Permutationsان کے مبادلات ) حلوں اور  کے ( خطی مساواتSimultaneousسا

ام دب ا گیا۔از میں ازاں آبیل کے اعز

 

 گروپ کا ب

 

ن
 
 ن لی
ن

ا ہے ، کو آ

ت

ی اصول کی تکمیل کرب  
قلی ب

ت

ت

 ای  گروپ جو 

 

 

  Gای  تفاعل ہے جو  (Binary Operation) عمل ثنائیکے لیے Gکسی س

ت

ز ای  مرت
 
 Ordered)جوڑےکے ہ

Pair)  کوG  کے دوسرے عنصر(Element)  ا ہے۔سے

ت

 جوڑب

 کو بہ لحاظ 

 

 Existence of)اکائی کے وجود (Associative)تلازمی( Axioms)عمل تین اور اصولوں ثنائیکسی س

Identity )اور معکوس کے وجود(Existence of Identity ) ا ہے۔ اگر

ت

رز  کے لیے جانچا جاب
ع

ت

مت
وں اصول 

 

 

ت

ہو  یہ ت

  

ت

ا ہے۔ جاتے ہیں ت

ت

 گروپ کہلاب

 

 وہ س

ا ہےاس اکائی میں ہم گروپ کی کچھ خصوصیات پر بھی 

ت

ز ہوب
 
معمول وہ  کہ  بحث کریں گے۔  نیز  کچھ مثالوں کو حل کیا گیا ہے جس سے یہ ظاہ

 Special)( اور کچھ خاص عوامل             کے تحت) (Usual Operationsعمل )کے 

Operations) گروپ بناتے ہیں 

 

ن
 
 ن لی
ن

ا آ  ۔کے تحت گروپ ب 

 (Objectives)مقاصد 1.1

 ہو جائیں
 
 : گے کہاس اکائی کے مکمل ہونے پر آپ اس قاب

 بند ) ثنائی 

 

کی تکمیل   (Closure Property)ہوگا اگر وہ بندشی خاصیت  (Closedعمل کیا ہے اور کوئی س

ا ہے۔

ت

 کرب

 ( د

  

ی ، نصف گروپ (Quasi Group گروپ)ضیاکو(ب ا Groupoidآپ اس اکائی میں گروب ا

(Semigroupا

 

د(، موب

  

 ہو جائیں گے۔ متعار ( اور گروپ سے Monoid)ی

 ( گروپ 

 

ن
 
 ن لی
ن

یAbelian Groupآ  
قلی ب

ت

ت

ا   گروپ کو سمجھ سکیں گے۔  (Commutative Group)(ب 

  کسی عملآپ یہ جانچ  کرسکیں گے کہ 

 

 گروپ ہوگا۔ وپ کے تحت  خ خصوصیات کی و س سے گرکوئی س

 

ن
 
 ن لی
ن

 اور آ

 (کسی گروپ کے اور اس کےعنصرElement(  کےرتبے )Orderکو  سمجھ سکیں گے۔) 

 (اہی

 
ت

اہی اور لام

 
ت

 گروپس کی تعریف کر سکیں گے۔ (Finite and Infiniteم

 کسی گروپ کے عنصر کے رتبے کو حاصل کر سکیں گے۔ 
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 (Groups)گروپس 1.1

 (Definitions and Examples)اور مثالیں تتعریفا 11.1.

 

 

ز ای  جوڑے کو   ای  تفاعل ہے جو      ئی عملپر ثنا  کسی س
 
  ہ

ت

ا ہے۔   کے ارکان کے مرت

ت

کے دوسرے ر خ سے جوڑب

               دوسرے الفاظ میں اگر 

ت

ا  ہے۔ ئی عملای  ثنا  پر   ہے، ت

ت

 کہلاب

  (Integersصحیح اعداد ) ۔1مثال

 

 عمل ہے۔ ثنائی ای  کا عمل( )پر جمع   کے س

ا       کے لیے       سبھی  چوں کہ

ت

 پر جمع یعنی دو صحیح اعداد کی جمع ای  صحیح عدد ہوب

 

 کا عمل ہے۔ اس لیے صحیح اعداد کے س

 عمل ہے۔ ثنائیای  

 پرضرب ۔1مثال

 

ا ہے۔ عمل ہے۔ ثنائی  بھی ای  کا عمل( )صحیح اعداد کے س

ت

 کیوں کہ دو صحیح اعداد کا حاصل ضرب صحیح عدد ہوب

 پر  ۔3مثال

 

یصحیح اعداد کے س

ف

 

مت
م

اہے۔ ثنائی ای  کا عمل( )

ت

 عمل  ہوب

ای  صحیح عدد ہوتی ہے۔ اس لیے صحیح اعداد  کا حاصل بھی  منفییعنی دو صحیح اعداد کی       کے لیے       سبھی  چوں کہ

 پر 

 

یکے س

ف

 

مت
م

 عمل ہے۔ ثنائی ای  کا عمل 

 پر (Natural Numbers)اعداد  طبیعی ۔4مثال

 

اہے۔ نہیںعمل  ثنائیکا عمال ای  ( )منفیکے س

ت

 ہوب

 پر اعداد طبیعیاس لیے ،         کے لیے         چوں کہ

 

 ہے۔نہیں  عمل  ثنائی ای  کا عمل منفیکے س

ا ہے۔جیسے  عوامل کے ساتھ کوئی ثنائینوٹ: ای  ب ا زب ادہ 

ت

 اسٹرکچر  کہلاب

 

 الجبرای

 

  (   )،(   )،(     )س

 

الجبرای

 اسٹرکچرس ہیں۔

    اپنے عناصر پر معرفہ عمل  گروپ کی تعریف: 

 

ا ہے اگر  کے ساتھ ای  غیر خالی س

ت

در س ذیل یہ  گروپ کہلاب

ا ہے:موضوعات کی تکمیل 

ت

 کرب

:G1  ثنائی (موضوعClosure axiom :)                   

:G2  موضوع تلازمی (Associative axiom :)                (   )  (   )   

:G3  اکائی موضوع (Identity axiom:)                                   

:G4  موضوع معکوس (Inverse axiom:)     ز ای
 
                         کے لیے       ہ

 نوٹ:

ی گروپ کوئی اگر .1  
قلی ب

ت

ت

کی بھی تکمیل                   (Commutative Axiomموضوع) 

ا ہو، 

ت

 گروپ تو یہ کرب

 

ن
 
 ن لی
ن

ی گروپ Abelian Group)گروپ آ  
قلی ب

ت

ت

ا  ا ہے۔ ( ب 

ت

 کہلاب

 اگر کوئی  .1

 

ا ہے تو یہ    اور    ،    موضوعات س

ت

د کی تکمیل کرب

  

ی ا

 

ا ہے ۔ (Monoid)موب

ت

 کہلاب

 اگر کوئی  .3

 

ا ہے تو یہ نصف گروپ)    اور  موضوعات  س

ت

ا ہے ۔ (Semi-Groupکو پورا  کرب

ت

 کہلاب
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 موضوع  .4

 

ا ہے تو یہ    اگر کوئی س

ت

د) (Quasi-Group گروپ)ضیاکوکی تکمیل کرب

  

ی  (Groupoidب ا گروب ا

ا ہے ۔

ت

 کہلاب

ا ہے جو کہ  (Elementکسی گروپ میں کم از کم ای  ر خ ) .5

ت

 ہوگا۔ ( اکائی )ضرور ہوب

ا ہے۔ (Uniqueکسی گروپ میں اکائی عنصر یکتا) .6

ت

 ہوب

ز ای  عنصر کا معکوس  .7
 
ا ہے۔ (Inverse)کسی گروپ میں ہ

ت

 یکتا ہوب

 مثالیں:

 کرو کہ  ۔1مثال

ت

 
ات

 

 ب

 

–   *ضرب کے عمل کے تحت س     – ا گروپ +  

ت

 ہے۔ کی تشکیل کرب

زض کرو کہ    حل۔

 

–  *    ف     –    √   جہاں ،+ 

دول در س ذیل  پر غور کریں  (Table)ج 

    –     –   
    –     –   
–   –     –     
    –   –     
–   –       –   

     

:G1  ثنائی (موضوعClosure axiom) دول سے ہم دیکھتے ہیں کہ ثنائی موضوع کی تکمیل ہوتی ہے کیوں  : ج 

                   کہ

:G2  موضوع تلازمی (Associative axiom دول سے ہم دیکھتے ہیں کہ کی تکمیل ہوتی ہے کیوں  موضوع تلازمی(: ج 

(   )                کہ  (   )    

e.g. 

  (  ( –  ))      (   ) ( –  ) 

                                                                                ( –  )  
                                                                                 

:G3  اکائی موضوع (Identity axiom :)                                   دول   سے ج 

ت

 
ات

 

ب

 ۔ای  اکائی ہے      ہے کہ 

:G4  موضوع معکوس (Inverse axiom:)   ز ای
 
ا ہے کہ         کے لیے      ہ

ت

     اس طرح وجود رکھ

          

 ہمیں حاصل ہے

   کا معکوس 1

    کا معکوس   

    کا معکوس  
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   کا معکوس   

  (Elementsصر)عنا سبھی گئےاوپر  دیے 

 

  اس لیے میں موجود ہیں۔  Gس

 

–   *ضرب کے عمل کے تحت س     –   + 

ا ہے۔

ت

 گروپ کی تشکیل کرب

 کرو کہ ضرب کے عمل کے تحت  ۔2مثال

ت

 
ات

 

عب  ) ب
مک
ل

در ا

 

 کا  (Cube Roots of Unityاکائی کےج 

 

 +      *س

ی  
قلی ب

ت

ت

ا ہے۔ 

ت

 گروپ کی تشکیل کرب

زض کرو کہ    حل۔

 

         جہاں ،+      *    ف

دول) در س ذیل  (  پر غور کریںTableج 

· 1 w w
2
 

1 1 w w
2
 

w w w
2
 1 

w
2
 w

2
 1 w 

:G1  موضوع) ثنائیClosure axiomدول سے ہم دیکھتے ہیں کہ ثنائی موضوع  کی تکمیل ہوتی ہے کیوں کہ ز ای  حاصل  (: ج 
 
ہ

                   کا ای  عنصر ہے یعنی    کردہ عنصر

:G2  موضوع تلازمی (Associative axiom دول سے ہم دیکھتے ہیں کہ کی تکمیل ہوتی ہے کیوں  موضوع تلازمی(: ج 

(   )                کہ  (   )    

e.g. 

  (    )  (   )     

                                                                            ,         - 
                                                                         

:G3  اکائی موضوع (Identity axiom :)                                    اس لیے     

 ۔اکائی ہےکی    ،

:G4  موضوع معکوس (Inverse axiom :)                  کے لیے               

 ہمیں حاصل ہے

   کا معکوس 1

    کا معکوس  

   کا معکوس  

:G5 ی  
قلی ب

ت

                     (: Commutative axiom) موضوع ت

e.g.                 

                                                              

ا ہے، اس لیے   چوں کہ

ت

ی گروپ کے سبھی موضوعات کی تکمیل  کرب  
قلی ب

ت

ت

ی گروپ     
قلی ب

ت

ت

 ہے۔ای  
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 کرو کہ ۔3مثال

ت

 
ات

 

ا  (Addition Modulo 5) 5س مقیاجمع بہ  ب   کے عمل کے تحت   ب 

 

 +         *س

ا ہے۔

ت

 گروپ کی تشکیل کرب

زض کرو کہ    حل۔

 

 5     +         *    ف

دول) در س ذیل  (  پر غور کریںTableج 

             
            
            
            
            
            

:G1  موضوع) ثنائیClosure axiom ز ای  حاصل
 
دول سے ہم دیکھتے ہیں کہ ثنائی موضوع  کی تکمیل ہوتی ہے کیوں کہ ہ (: ج 

 بندشی ہے۔(    ) ، اس لیے                  کا ای  عنصر ہے یعنی   کردہ عنصر 

:G2  موضوع تلازمی (Associative axiom دول سے ہم دیکھتے ہیں کہ  کی تکمیل ہوتی ہے کیوں کہ موضوع تلازمی(: ج 

                  (    )      (     )      
e.g.    (    )      (    )     

                                                                                     

                                                                                  

:G3  اکائی موضوع (Identity axiom :)                                    دول  ج 

 ۔اکائی ہےکی    ،     سے 

:G4  موضوع معکوس (Inverse axiom :)                  کے لیے               

 ہمیں حاصل ہے

   کا معکوس   

   کا معکوس   

   کا معکوس  

   کا معکوس  

   کا معکوس  

 Elementsصر)سبھی عنا گئےاوپر  دیے 

 

ا  5جمع بہ مقیاس  میں موجود ہیں۔ اس لیے  G( س   کے عمل کے تحت   ب 

 

س

ا ہے۔گروپ کی  +         *

ت

 تشکیل کرب

 کرو کہ ۔4مثال

ت

 
ات

 

ا  (Multiplication Modulo 5) 5بہ مقیاس  ضرب ب   کے عمل کے تحت   ب 

 

س

ا ہے۔ +       *

ت

 گروپ کی تشکیل کرب

زض کرو کہ   حل۔

 

 ف

    *        +     5 
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دول) در س ذیل  پر غور کریں ( Tableج 

 

           
          
          
          
          

:G1  موضوع) ثنائیClosure axiom دول سے ہم دیکھتے ہیں کہ ثنائی موضوع  کی تکمیل ہوتی ہے کیوں کہ کے عمل   (: ج 

ز ای  عنصرسے حاصل کردہ  
 
 بندشی ہے۔(    ) لیے، اس                   کا ای  عنصر ہے یعنی    ،ہ

:G2  موضوع تلازمی (Associative axiomدول سے ہم دیکھتے ہیں کہ  موضوع تلازمی کے تحت 5ضرب بہ مقیاس  (: ج 

 کی تکمیل ہوتی ہے کیوں کہ

                                           (   )      (   )     
e.g.    (    )      (    )     

                                                                                     

                                                                                  

:G3  اکائی موضوع (Identity axiom :)                                    دول  ج 

 ۔اکائی ہے     سے 

:G4  موضوع معکوس (Inverse axiom :)  ز ای
 
ا ہے کہ        کے لیے      ہ

ت

  اس طرح وجود رکھ

              

 ہمیں حاصل ہے

   کا معکوس   

   کا معکوس   

   کا معکوس  

   کا معکوس  

 Elementsصر)سبھی عنا گئےاوپر  دیے 

 

ا  5بہ مقیاس  ضرب میں موجود ہیں۔ اس لیے  G( س   کے عمل کے تحت   ب 

 

س

ا ہے۔ +       *

ت

 گروپ کی تشکیل کرب

  کے عمل کے تحت  (Multiplication Modulo 6)  ضرب بہ مقیاس  کیا کرو کہ جانچ ۔5مثال

 

س

ا ہے +5        *

ت

 ؟گروپ کی تشکیل کرب

زض کرو کہ   حل۔

 

 ف

    *         5+       

دول) در س ذیل  (  پر غور کریںTableج 

           5 



18 

 

          5 
            
            
            
5 5         

:G1  موضوع) ثنائیClosure axiomدول سے ہم دیکھتے ہیں کہ ثنائی موضوع  کی تکمیل کے   ہوتی ہے کیوں کہ  نہیں  (: ج 

  ہیںمیں موجود نہیں    ،صرعنا سبھی عمل سے حاصل کردہ

e.g.             

ا ۔اس لیے 

ت

 گروپ کی تشکیل نہیں کرب

 

  دب ا گیا س

 کرو کہ  ۔6مثال

ت

 
ات

 

ف اعداد  کے عمل کے تحت جمعب

ت

  (Complex Numbers) ملت

 

  کا س

 

ن
 
 ن لی
ن

گروپ کی تشکیل ای  آ

ا ہے۔

ت

 کرب

زض کرو کہ    حل۔

 

 +             *  ف

:G1  ثنائی (موضوعClosure axiom ہم دیکھتے ہیں کہ :) 

(      )    (      )    (     )    (     )      

 ۔اس لیے ثنائی موضوع  کی تکمیل ہوتی ہے

:G2  موضوع تلازمی (Associative axiom ہم دیکھتے ہیں کہ :) 

(      )   *(      )  (      )+   (      )   *(     )    (     )  + 
                                                                              *   (     )+   *   (     )+   
                                                                              *(     )    +   *(     )    +  
                                                                              *(     )  (     ) +   (      ) 
                                                                              *(      )    (      )+   (      ) 

 کی تکمیل ہوتی ہے۔ موضوع تلازمیاس لیے

:G3  اکائی موضوع (Identity axiom :)         اکائی                    لیے کے

 ۔ہے

:G4  موضوع معکوس (Inverse axiom :)  (    )        *   (  ) +     اس طرح سے کہ 

(    )  *   (  ) +    

س نمبر کا معکوس موجود  اس لیے  

ن ک
ن ل
م

ز ای  کو
 
 ۔ہے میں ہ

:G5 ی  
قلی ب

ت

  ہم دیکھتے ہیں کہ  (:Commutative axiom) موضوع ت

                           (      )    (      )    (     )    (     )   
   (     )   (     )   

  (      )   (      )  

ا ہے، اس لیے   چوں کہ

ت

ی گروپ کے سبھی موضوعات کی تکمیل  کرب  
قلی ب

ت

ت

ی گروپ ہے۔ (   )  
قلی ب

ت

ت

 ای  

 کرو کہ  ۔7مثال

ت

 
ات

 

س نمبر غیر صفریکے عمل کے تحت  ضربب

ن ک
ن ل
م

 (Non Zero Complex Numbers) اتکو

 

 

ن
 
 ن لی
ن

  ای  آ

 

ا ہے۔کا س

ت

 گروپ کی تشکیل کرب
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زض کرو کہ    حل۔

 

               *   ف
      + 

:G1  ثنائی (موضوعClosure axiom ہم دیکھتے ہیں کہ :) 

(      )    (      )    (           )    (           )       

 ۔اس لیے ثنائی موضوع  کی تکمیل ہوتی ہے

:G2  موضوع تلازمی (Associative axiom ہم :)ضرب کے عمل کے تحت  ہیں کہ جانتے 

 

س نمبرات کا س

ن ک
ن ل
م

 تلازمیکو

اکی تکمیل  موضوع

ت

 یعنی ہے۔کرب

(      )   *(      )  (      )+   *(      )    (      )+   (      ) 

:G3  اکائی موضوع (Identity axiom :)         اکائی                    ، لیے کے

 ۔ہے

:G4  موضوع معکوس (Inverse axiom :)زض کرو کہ

 

 ف

(      )        

                                                                                   
 

      
 
     

     
  

 
 

     
 

  

     
          

       

ز ای    اس لیے  
 
س نمبر کا معکوس موجودکا غیر صفری میں ہ

ن ک
ن ل
م

 ۔ہے 

:G5 ی  
قلی ب

ت

 (: ہم دیکھتے ہیں کہ  Commutative axiom) موضوع ت

(      )    (      )    (         )    (         )   
  (         )    (         )  
  (      )   (      )  

ا ہے، اس لیے    چوں کہ

ت

ی گروپ کے سبھی موضوعات کی تکمیل  کرب  
قلی ب

ت

ت

ی گر (    )  
قلی ب

ت

ت

 وپ ہے۔ای  

 کرو کہ  ۔8مثال

ت

 
ات

 

زس حقیقی       سبھی کے عمل کے تحت  جمعب

ت

  (Real Matrices)مای

 

ن
 
 ن لی
ن

  ای  آ

 

گروپ کا س

ا

ت

 ہے۔بناب

زض کرو کہ    حل۔

 

  20  ف
  

1             3 

:G1  ثنائی (موضوعClosure axiom ہم دیکھتے ہیں کہ :) 

[
    
    

]  [
    
    

]   [
          
          

]    

 ۔اس لیے ثنائی موضوع  کی تکمیل ہوتی ہے

:G2  موضوع تلازمی (Associative axiom :)ہمیں معلوم ہے کہ 

                [
    
    

]  {[
    
    

]  [
    
    

]}  [
    
    

]  [
          
          

] 

 [
   (     )    (     )

   (     )    (     )
] 

 [
(     )    (     )    
(     )    (     )    

] 
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 [
          
          

]  [
    
    

] 

 {[
    
    

]  [
    
    

]}  [
    
    

] 

زس حقیقی       اس لیے جمع کے عمل کے تحت سبھی 

ت

  مای

 

اہے۔  موضوع تلازمیکا س

ت

 کی تکمیل کرب

:G3  اکائی موضوع (Identity axiom :)                 لیے کے 

0
  
  

1  0
  
  

1    

زس کے لیے جمع کے عمل کے تحت

ت

 ۔اکائی ہے  مای

:G4  موضوع معکوس (Inverse axiom :)0
  
  

 ہمیں معلوم ہے کہ کے لیے    1

 0
    
    

1          0  
  

1  0
    
    

1  0
  
  

1 

ز ای   اس لیے  
 
زس   میں ہ

ت

 ۔ہے کا معکوس موجود مای

:G5 ی  
قلی ب

ت

 (: ہم دیکھتے ہیں کہ  Commutative axiom) موضوع ت


















22

22

11

11

dc

ba

dc

ba
  =  













2121

2121

ddcc

bbaa
 

=   












1212

1212

ddcc

bbaa
 

=  








22

22

dc

ba
 + 









11

11

dc

ba

 

ا ہے، اس لیے   چوں کہ

ت

ی گروپ کے سبھی موضوعات کی تکمیل  کرب  
قلی ب

ت

ت

ی گروپ ہے۔ (   )  
قلی ب

ت

ت

 ای  

 کرو کہ ضرب کے عمل کے تحت سبھی  ۔9مثال

ت

 
ات

 

ادر کے        ب

 

زس)غیر ب

ت

   (Non Singular Matricesمای

 

کا س

  غیر ای  

 

ن
 
 ن لی
ن

اگروپ  (Non Abelian)آ

ت

 ہے۔بناب

زض کرو کہ    حل۔

 

20   ف
  
  

1                   3 

:G1  ثنائی (موضوعClosure axiom ہم دیکھتے ہیں کہ :) 

اگر 

1 1 2 2

0

1 1 2 2

a b a b
M

c d c d

   
    

   
   

ت

 ت














21212121

21212121

ddbccdac

dbbacbaa1 1 2 2

1 1 2 2

a b a b

c d c d

   
    

   
 

 ۔اس لیے ثنائی موضوع  کی تکمیل ہوتی ہے

:G2  موضوع تلازمی (Associative axiom :)زس       کے عمل کے تحت سبھی  ضرب  ہمیں معلوم ہے کہ

ت

  مای

 

کا س

اہے۔  موضوع تلازمی

ت

 یعنی کی تکمیل کرب

  (   )      (   )   

:G3  اکائی موضوع (Identity axiom :)                 لیے کے 
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0
  
  

1  0
  
  

1     

زس کے لیے 

ت

 ۔ای  اکائی ہےکے عمل کے تحت ضرب مای

:G4  موضوع معکوس (Inverse axiom :)0
  
  

 کے لیے ہمیں معلوم ہے کہ     1

0
  
  

1
  

 
 

     
0
   
   

1                      

ز ای    اس لیے  
 
زس  کا معکوس موجود  میں ہ

ت

زس       ضرب  کے عمل کے تحت سبھی  اس لیے۔ہے مای

ت

  مای

 

 موضوع معکوسکا س

اہے۔

ت

 کی تکمیل کرب

:G5 ی  
قلی ب

ت

 (: ہم دیکھتے ہیں کہ  Commutative axiom) موضوع ت


















22

22

11

11

dc

ba

dc

ba
 = 

















11

11

22

22

dc

ba

dc

ba
 














21212121

21212121

ddbccdac

dbbacbaa
    













12121212

12121212

ddbccdac

dbbacbaa

 

ی   چوں کہ  
قلی ب

ت

ت

ا ہے، اس لیے نہیں تکمیل   موضوع  کی 

ت

ی گروپ  (    )کرب  
قلی ب

ت

ت

ا ای  

ت

ی  ہے۔کی تشکیل نہیں کرب  
قلی ب

ت

ت

اس لیے غیر 

 گروپ ہے۔

زسی ضرب کے عمل کے تحت سبھی  ۔11مثال

ت

 کرو کہ مای

ت

 
ات

 

0   ب
         
        

1   ای       

 

اوپ گرکا س

ت

 ۔ہےبناب

زض کرو کہ    حل۔

 

 +      *  ف

:G1  ثنائی (موضوعClosure axiom :) کہ  مان لو 








 







 







cossin

sincos

cosαsinα

sinαcosα
AAα.  

   












coscosαsinsinsincoscossinα

sinsinsinαcossinsincoscosα
 

   












)α(cos)α(sin

)α(sin)α(cos
 

 GA .α    

 ۔اس لیے ثنائی موضوع  کی تکمیل ہوتی ہے

:G2  موضوع تلازمی (Associative axiom :)زس

ت

  ہمیں معلوم ہے کہ ضرب  کے عمل کے تحت سبھی مای

 

 تلازمیکا س

اہے۔  یعنی موضوع

ت

 کی تکمیل کرب

  (     )             

                                                                                     (  ) 

                                                                                    ( )   

                                                                                         

                                                                                   (   )     



22 

 

:G3  اکائی موضوع (Identity axiom :) 0    ہم جانتے ہیں کہ
         
        

1  0
  
  

1    

0اس  لیےضرب  کے عمل کے تحت 
         
        

 ۔اکائی ہے  1

:G4  موضوع معکوس (Inverse axiom :)0
  
  

 کے لیے ہمیں معلوم ہے کہ     1


































cossin

sincos

sincos

1

cossin

sincos
A

22

1
1

 

=  ( )

( ) ( )1

( ) ( )1

cos sin
A G

sin cos


 

 


   
   

  
 

ز ای   اس لیے  
 
زس  کا معکوس موجود  میں ہ

ت

 ہیں کہ۔ہے مای

ت

زس اس سے ہم کہہ سکت

ت

   ضرب  کے عمل کے تحت مای

 

 معکوس کا س

اہے۔ موضوع

ت

  کی تکمیل کرب

ا ہے، اس لیے   چوں کہ

ت

ا ای  گروپ  (   )گروپ کے سبھی  موضوعات کی تکمیل کرب

ت

 ہے۔کی تشکیل کرب

 کرو کہ ۔11مثال

ت

 
ات

 

   کے عمل کے تحت سبھی  ب

 

اوپ گرای    صحیح اعداد کا س

ت

  کہہےبناب
 

 ، ج

                 

  (   )کہ  دب ا گیا ہے حل۔

:G1  ثنائی (موضوعClosure axiom :) کہ،                       ہمیں جانچ کرنی ہے کہ  
 

 دب ا گیا ہے ج

                 

 ۔اس لیے ثنائی موضوع  کی تکمیل ہوتی ہے

:G2  موضوع تلازمی (Associative axiom:) 

                    (   )    (   )   

                                       (     )  (     )    

                                                      

                                                          

:G3  اکائی موضوع (Identity axiom:) 

                    

s.t.       

         

                    –       

–    لیے اس   ۔اکائی ہے  

:G4  موضوع معکوس (Inverse axiom:) 

                 

 s.t.       –   

                                               –   

                                                          –   –         
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ز ای   اس لیے  
 
 ہیں کہ۔ہے کا معکوس موجود   عنصر میں ہ

ت

  کے عمل کے تحت صحیح اعداد    اس سے ہم کہہ سکت

 

 موضوع معکوسکا س

اہے۔

ت

  کی تکمیل کرب

ا ہے، اس لیے موضوعات  گروپ کے سبھی   چوں کہ

ت

ا ای  گروپ  (   )کی تکمیل کرب

ت

 ہے۔کی تشکیل کرب

 کرو کہ  ۔11مثال

ت

 
ات

 

   سبھیکے عمل کے تحت  ب

 

اوپ گرای    صحیح اعداد کا س

ت

  کہہےبناب
 

 ، ج

                 

  (   )کہ  دب ا ہے  حل۔

:G1  ثنائی (موضوعClosure axiom :) دب ا گیا ہےہمیں                        ہمیں جانچ کرنی ہے کہ 

                 

 ۔اس لیے ثنائی موضوع  کی تکمیل ہوتی ہے

:G2  موضوع تلازمی (Associative axiom:) 

                                                   (   )    (   )    

                                              (     )  (     )    

                                                           

                                                               

:G3  اکائی موضوع (Identity axiom:) 

                    

s.t       

                                                                      

                                                                                       

 ۔اکائی ہے      اس  لیے

:G4  موضوع معکوس (Inverse axiom:) 

                 

  s.t.         

                                                              

                                                                          –         

ز ای   اس لیے  
 
 ہیں کہ۔ہے عنصر   کا معکوس موجود میں ہ

ت

  کے عمل کے تحت صحیح اعداد    اس سے ہم کہہ سکت

 

کی  موضوع معکوسکا س

اہے۔

ت

 تکمیل کرب

ا ہے، اس لیے   چوں کہ

ت

ا ای  گروپ  (   )گروپ کے سبھی  موضوعات کی تکمیل کرب

ت

 ہے۔کی تشکیل کرب

 کرو کہ  ۔13مثال

ت

 
ات

 

اطق  کے عمل کے تحت سبھی ب

 

کا  (Non Zero Rational Numbers)اعداد غیر صفری ب

 

 

اوپ گرای     س

ت

  کہہےبناب
 

 ر  ہےطرح سے متعااس     ، ج

     
  

 
            

  (    )دب ا ہے  کہ    حل۔
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:G1  ثنائی (موضوعClosure axiom :) ہمیں جانچ کرنی ہے کہ                          

 ہےحاصل ہمیں 

    
  

 
         

 ۔اس لیے ثنائی موضوع  کی تکمیل ہوتی ہے

:G2  موضوع تلازمی (Associative axiom:) 

                                                 (   )    (   )    

                                                             (
  

 
)  (

  

 
)    

                                                                 
 .
  

 
/

 
 
.
  

 
/ 

 
 

                                                                    
   

  
 
   

  
 

 موضوع کی تکمیل ہوتی ہے۔  تلازمی اس لیے 

:G3  اکائی موضوع (Identity axiom:) 

                     

s.t.       

                                                                            
  

 
   

                                                                                        

 ۔اکائی ہے      اس  لیے

:G4  موضوع معکوس (Inverse axiom:) 

                   

  s.t.         

                                                               
  

 
   

                                                                   
  

 
                      

ز ای    اس لیے  
 
 ہیں کہ۔ہے عنصر   کا معکوس موجود میں ہ

ت

اطق اعدادکے عمل کے تحت    اس سے ہم کہہ سکت

 

  غیر صفری ب

 

کا س

اہے۔ موضوع معکوس

ت

 کی تکمیل کرب

ا ہے، اس لیے    چوں کہ

ت

ا ای  گروپ  (    )گروپ کے سبھی  موضوعات کی تکمیل کرب

ت

 ہے۔کی تشکیل کرب

 کرو کہ  ۔14مثال

ت

 
ات

 

  حقیقی  سبھیکو چھوڑکر     کے عمل کے تحت ب

 

  ای      اعداد کا س

 

ن
 
 ن لی
ن

ا  وپ گرآ

ت

، ہےکی تشکیل کرب

  کہ
 

 ج

                    

  (     )دب ا ہے  کہ    حل۔

:G1  ثنائی (موضوعClosure axiom :) ہمیں جانچ کرنی ہے کہ                           

 دب ا گیا ہےہمیں 
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 ۔اس لیے ثنائی موضوع  کی تکمیل ہوتی ہے

:G2  موضوع تلازمی (Associative axiom:) 

                    (   )    (   )   

   (      )  (      )    

            (      )           (      )  

                                       

 موضوع کی تکمیل ہو جاتی ہے۔ تلازمیسے  اس 

:G3  اکائی موضوع (Identity axiom:) 

                        

s.t.       

                                                                     

                                                                                          

 ۔اکائی ہے     اس  لیے

:G4  موضوع معکوس (Inverse axiom:) 

                     
  s.t.         

                                                              

                                                                           
– 

   
                    

ز ای     اس لیے  
 
 ہیں کہ۔ہے عنصر   کا معکوس موجود میں ہ

ت

   کے تحت صحیح اعداد کے عمل   اس سے ہم کہہ سکت

 

 معکوسکا س

اہے۔ موضوع

ت

 کی تکمیل کرب

:G5  ی  
قلی ب

ت

ت

 (:Commutative axiom) موضوع 

                           

                                                                                                       

                                                                                                    

     چوں کہ

 

ن
 
 ن لی
ن

ا ہے، اس لیے آ

ت

 ای   (     )گروپ کے سبھی  موضوعات کی تکمیل کرب

 

ن
 
 ن لی
ن

 گروپ ہے۔آ

 کرو کہ ۔15مثال

ت

 
ات

 

  ضرب عام  ب

 

  +          –   –   –   *    کے عمل کے تحت س

 

ن
 
 ن لی
ن

ای   آ

 ۔ہے وپ گر

 +        *    دب ا گیا ہے کہ     حل۔

:G1  ثنائی (موضوعClosure axiom :) کہ  مان لیجیے                                   

 ۔اس لیے ثنائی موضوع  کی تکمیل ہوتی ہے

:G2  موضوع تلازمی (Associative axiom:) 

                                    (     )             

                                                                                            (   ) 
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                                                                                          (   )   
                                                                                                 
                                                                                         (     )     

 موضوع کی تکمیل ہو جاتی ہے۔ تلازمیسے  اس

:G3   موضوعاکائی (Identity axiom:)  ہمیں دب ا گیا ہے 

              

 ۔اکائی ہے      اس  لیے

:G4  موضوع معکوس (Inverse axiom:) ہمیں دب ا گیا ہے 

                                            

 ہیں کہ

ت

  اس سے ہم کہہ سکت

 

اہے۔ موضوع معکوس  س

ت

 کی تکمیل کرب

:G5  ی  
قلی ب

ت

ت

 مان لیجیے  کہ (:Inverse axiom) موضوع 

                
                                                                                              
                                                                                               

  کہچوں 

 

ا ہے، اس لیے  دب ا گیا س

ت

 گروپ کے سبھی  موضوعات کی تکمیل کرب

 

ن
 
 ن لی
ن

 ای    آ

 

ن
 
 ن لی
ن

 گروپ ہے۔آ

کو اس گروپ کا رتبہ کہتے ہیں۔  میں موجود عناصر کی تعداد  (   )کسی گروپ :(Order of a Groupکسی گروپ کا رتبہ)

ا  ( ) گروپ کے رتبے کو  ز کرتے ہیں | |ب 
 
 ۔ جیسےسے ظاہ

1.   *  –     – ( ) کا رتبہ  ہے جس  گروپضرب کے عمل کے تحت ای  +   ہے۔    

( ) ضرب کے عمل کے تحت ای  گروپ ہے جس  کا رتبہ +      *   .1  ہے۔    

3.   * –  – ( ) کے عمل کے تحت ای  گروپ ہے جس  کا رتبہ  جمع+           ہے۔    

زض کرو کہ  : (Order of an Elementکسی عنصر کا رتبہ)

 

  ای  گروپ ہے ۔ (   )ف

ت

ای   اگر کے لیے      ت

زین مثبت نمبر  

ت

ا ہو وجود اس طرح   ادنیٰ ی

ت

       کہ رکھ

ت

 یعنی ہوگا۔   کا رتبہ   ، ت

 ( )      

ا ہو تو  اگر

ت

 ایسا کوئی نمبر وجود نہ رکھ

( ) صفر    

1.   *  –     –  ۔ضرب کے عمل کے تحت ای  گروپ ہے + 

    ( )                                   ( )     
(  )  –  (  )         (–  )     

     ( )                     ( )    –                ( )   –         ( )          ( )     
 (  )       (  )    –   (  )   –      (  )       (  )     

    کو چھوڑکر حقیقی اعداد کا صفر .1

 

 کے تحت گروپ ہے۔ ضرب کے عمل  س

ا  ہے۔جیسے1) کسی بھی عنصر کا رتبہکو چھوڑکر  1

ت

 (صفر ہوب

 ( )    
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          ( )      

 کوئی  غیر صفری قیمت نہیں ہے جس کی کوئی قوت لینے پر اکائی حاصل ہوتی ہو۔ ایسی 

زین مثبت نمبر    کی صورت میں کسی (   )نوٹ:

ت

ا ہے کہ    کے لیے اگر ای  ادنی ی

ت

      اس طرح وجود رکھ

  

ت

( ) ت  ہوگا۔   

ا ہے اس طرح   میں کوئی عنصر    ’G‘اگر کسی گروپ 1:(Theoremقضیہ)

ت

( )  کہ وجودرکھ      

ت

 ت

 /m n

ma e iff  ا ہے   تقسیم  یعنی

ت

  ۔کو کرب

زض کرو کہ  ثبوت:

 

n/ف

m ا ہے کہ

 

 کرب

ت

 
ات

 

        ، اب ہمیں ب

/ . .n

m q s t m nq   

  

ت

 ت

             (  )        
,   ( )              - 

                    

 ہوا

ت

 
ات

 

 ۔یہ ب

ی القوارزم، اب ہمیں        (: مان لیجیے کہ  Conversely)ب العکس

 م
سب
ق

ت

ت

(lgorithmAivision D)  کی مدد سے 

ت

 
ات

 

ب

ا ہے کہ

 

n/ کرب

m    

                                                 
       

                                                                     
                                                                   
                                                   (  )          
                                                                    
                                                                     
                                                                        

 جو کہ بے معنی ہے کیوں کہ

 ( )                 

  
 

      یہ تبھی ممکن ہے ج

                                                                                    

/n

m   

 ہوا۔قضیہ

ت

 
ات

 

  ب

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  1.3

 اس اکائی میں ہم نے پڑھا: 

  اگر چار موضوعات: بندشی، تلازای   غیر  خالی  

 

  می، اکائیس

 

ا ہے تو یہ س

ت

کی موجودگی اور معکوس کی موجودگی کو پورا کرب

ی موضوع کی بھی تکمیل کر  
قلی ب

ت

ت

ا ہے۔ ان چار موضوعات کے علاوہ اگر یہ 

ت

ی گروپ کہلاب  
قلی ب

ت

ت

 

 

  یہ س

ت

)ب ا ے ت
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)

 

ن
 
 ن لی
ن

 گروپ کہلایےگا۔آ

 ا ہے۔ کسی گروپ  کسی گروپ میں ای  عنصر ضرور ہوگا جو کہ اکائی

ت

 میں اکائی یکتا ہوتی ہے۔ ہوب

 ا ہے۔

ت

ز ای  عنصر کا ای  یکتا معکوس وجود رکھ
 
 کسی گروپ میں موجود ہ

  عب  ) ضرب کے عمل کے تحت
مک
ل

در ا

 

  (Cube Roots of Unityاکائی کےج 

 

اوراکائی کے  +      *کا س

زر)

 

 
 Forth Roots of Unityچہار ج

 

ا ہے۔ ( کا س

ت

 گروپ کی تشکیل کرب

   س اعداد)جمع کے عمل کے

ن ک
ن ل
م

 گروپ ہے  (Complex Numbersتحت کو

 

ن
 
 ن لی
ن

 ای  آ

 

 ۔کا س

   

 

س اعداد کا س

ن ک
ن ل
م

ا ہے کے عمل کے  تحت ضرب بھی غیر صفری کو

ت

 گروپ کی تشکیل کرب

 

ن
 
 ن لی
ن

 ۔آ

 کسی گروپ اور اسکے کسی عنصر کا رتبہ۔ 

 (Key Words)کلیدی الفاظ 1.4

د، تلازمیبندشی، 

  

د،  گروب ای

  

ی ا

 

، موب

 

ن
 
 ن لی
ن

ی، آ  
قلی ب

ت

ت

 نصف گروپ،یکتا، معکوس، معکوس، 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 1.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 1.5.1

 گروپ کی تعریف کرو۔ .1

 ۔ رتبے سے آپ کیا مجھتے  ہوکےکے کسی عنصر گروپ  .1

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات 1.5.1

–   *    گروپضرب کے عمل کے تحت  .1     – ز ای   عنصر + 
 
 و۔کرحاصل   رتبہ کاکےہ

 (Long Answer Type Questions)طویل جواب ات کے حامل سوالات 1.5.3

زس  جمع کے عمل کے تحت سبھی  .1

ت

 کرو کہ مای

ت

 
ات

 

زس) حقیقی       ب

ت

  (Real Matricesمای

 

ن
 
 ن لی
ن

  ای  آ

 

کا س

اگروپ 

ت

 ہے۔بناب

 کو چھوڑکر   کے عمل کےتحت  .2

 

 گروپ حقیقی اعداد کا س

 

ن
 
 ن لی
ن

ا ای  آ

ت

  کہہےبناب
 

 ۔ ج

                              –  

س اعداد)کہ  دکھاؤ .3

ن ک
ن ل
م

 گروپ  کی Complex Numbersجمع کے عمل کے  تحت کو

 

ن
 
 ن لی
ن

 آ

 

ا ہے ۔( کا س

ت

 تشکیل کرب

 کرو کہ  .4

ت

 
ات

 

  کے عمل کے  تحت  ب

 

ا ہے۔ 5     +       * ، س

ت

 گروپ بناب

اطقکو چھوڑکر  کے عمل کےتحت  .5

 

  (Rational Numbers)اعداد ب

 

ا ہے۔  کا س

ت

 گروپ بناب

 

ن
 
 ن لی
ن

  ای  آ

  
 

 کہ ج
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ز کردہ  1.6

 

د مطالعے کے لیے تجوی  زی 

 

 (Suggested Books for further  Readings)کتابیںم

1. I.N. Herstein: Topics in Algebra , Vikas Publishers 

2. Surjeet Singh and Qazi Zameeruddin: Modern Algebra, Vikas Publishers 

3. J.B. Fraleigh: A First course in Abstract Algebra 
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 تحت گروپس۔ 2اکائی 

(Subgroups) 

زا

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   0.2

 مقاصد   0.2

 تحت گروپس   0.0

 تعریفات اور مثالیں  2.2.1 

 اکتسابی نتائج    0.3

 کلیدی الفاظ   0.4

 نمونہ امتحانی سوالات   0.5

 معروضی جواب ات کے حامل سوالات  0.5.2 

  مختصر جواب ات کے حامل سوالات  0.5.0 

 طویل جواب ات کے حامل سوالات  2.5.3  

د مطالعے   0.6 زی 

 

ز کردہ کتابیں م

 

 کے لیے تجوی 
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 (Introduction)تمہید 0.2

 کے تصور سے 

ٹ

 ہی ہے جوگروپ  کوئیطور پربنیادی  ۔واقف ہیں پہلے سے ہیہم تحت س

ٹ

کچھ خاص  ای  س

ا، اکائی کی موجودگی اور معکوس کی موجودگی(کی تلازمیموضوعات)بندشی، 

 

ہم یہاں مطالعہ کریں گے کہ گویہ کسی گروپ  ۔ہے تکمیل کرب

ا ہے۔

 

 اوپر دیے گی  موضوعات کی تکمیل کرب

ٹ

 گروپ ہونے کی سبھی موضوعات کی کا تحت س

ٹ

  کسی گروپ کا تحت س
 

ا  ج

 

تکمیل کرب

 کو تحت گروپ کہتے ہیں۔

ٹ

 ہے تو ہم اس تحت س

 تلا 

ٹ

ا ضروری زکیوں کہ کسی گروپ کا تحت س

 

ا ہے اس لیے  گروپ کے سبھی موضوعات کی جانچ  کرب

 

می موضوع کی تکمیل کرب

 کے تحت گروپ  ہونے کے لیے کچھ خاص اور کافی شرائط ہوتی ہیں، جن کے ثبوت پیش کیے گی  ہیں۔ 

ٹ

نہیں ہے۔ کسی غیر خالی تحت س

 کیا گیا ہے کہ 

 

 
اب

 

ا دوب ارہ تحت گروپ (Intersection)اور تقاطع (Union)دو تحت گروپس کا اجماع یہ بھی ب

 

 ۔ہے ہوب

 تحت  گروپ کی تشکیل کرتے ہیں ۔  تحت سٹس   سے کوم مثالوں کی مدد سے یہ بھی دیکھا جایے گا کہ

 (Objectives)مقاصد  0.2

 اس  اس اکائی کے مکمل ہونے کے بعد آپ 
 
 ہو جائیں گےکہ: قاب

 تحت گروپ کی تعریف سمجھ سکیں۔ 

  کو کسی غیر خالی 

ٹ

 ( شرط حاصل کر ب ائیں گے۔Sufficientکامل)تحت گروپ بنانے کی  تحت س

 کو جانچ سکیں گے کہ یہ تحت گروپ ہے ب ا نہیں۔ 

ٹ

 کسی دیے گی  تحت س

  دو تحت گروپس کا( اجماعUnion)  اور(تقاطعIntersection) ہوگا۔  شرائط کے اتھ  دوب ارہ تحت گروپکن 

 (Subgroups) تحت گروپس 2.2

 (Definitions and Examples)تعریفات اور مثالیں 2.2.1

       : کسی گروپ(Definition of Subgroup)کی تعریف تحت گروپ

ٹ

ای  تحت گروپ   کا غیر خالی تحت س

 ب ا بھی گروپ کی تشکیل کرے۔     کہلایے گا اگر  

 ہے اور اگر  کا     کسی گروپ  اگر 

ٹ

  ہےد ای  گروپ خو      تحت  س

 

تحت گروپ  کا تحت گروپ کہتے ہیں۔  کو   ، ب

ا       کو   ز کرتے ہیں۔        ب 
 
 سے ظاہ

 

     سے مراد یہ ہےکہ       ب ا       اس کے اتھ  ہی  کی علام

       لیکن

 نوٹ:

 کو  .2

ٹ

س کہتے ہیں۔کا  کا کسی گروپ کے کسی تحت س

پ ک
پ ل
م

 

   ، ہوتے ہیںکے تحت گروپ   ہمیشہ     اور    .0
 

 تحت (Trivial)ب ا معمولی (Non-Proper)ام کو غیر واج

ا ہے گروپس

 

  ب ا غیر معمولی) ۔کہا جاب
 

 ( تحت گروپس  کہتے ہیں۔Non-Trivialام کے علاوہ  تحت گروپس کو واج
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–     ۔ ہم جانتے ہیں کہ   2مثاك     –   ۔ تحت ای  گروپ ہےعمل کے  ضرب کے   

 

تحت گروپکا    ب

       –  ۔ہے   

   جمع            –  –      ۔ ہم جانتے ہیں کہ   0مثاك

 

صفر کے اتھ   کے عمل کے تحت ای  گروپ ہے۔ ب

 Even Number)نمبر  جفت 

ٹ

 ۔ہوگا  کا تحت گروپ   گروپ                 –  –       ( کا س

  ۔3مثاك

ٹ

نہیں گروپ تحت کا   جمع کے عمل کے تحت             –  –       صفر کے اتھ  طاق نمبر کا س

ا ہےنہ کہ  کیوں کہ  ہے۔ 

 

 نہیں ہوتی۔بندشی موضوع کی تکمیل یعنی  طاق نمبر، دو طاق نمبرات کا جمع ای  جفت نمبر ہوب

                ۔4مثاك

 ۔ 5مثاك

ٹ

        ضرب کے عمل کے تحت س

ٹ

 کا تحت گروپ نہیں ہے۔      جمع کے عمل کے تحت س

د ویں  میں اکائی کے  ℂ۔  6مثاك

 

n)ر ج 

th

 Roots of Unity) 

ٹ

ضرب کے عمل کے تحت غیر صفری    کا س

س

پ ک
پ ل
م

 ℂ گروپ نمبرات کا کا
ا ای  تحت گروپ کا  

 

 ۔ہےبناب

 (: General Linear Group) عال خطی گروپ

ادر       ضرب کے عمل کے تحت سبھی 

 

زس) حقیقی کے غیر ب

 

  ای   (Non Singular Real Matricesمای

ٹ

کا س

اگروپ 

 

  0اس گروپ کو رتبہ ہے۔بناب

ٹ

ز کرتے ہیں  عال خطی گروپ کہتے ہیں۔پر  کا حقیقی نمبرات کے س
 
 اس کو درجہ ذیل سے ظاہ

        ,*
  
  

+                  ⁄ -

 
ادر       ضرب کے عمل کے تحت سبھی (:Special Linear Group) ص خطی گروپمخصو

 

زس حقیقی کے غیر ب

 

 مای

(Non Singular Real Matrices)  

ٹ

طعہ) جن کے لیے کا س
مق

Determinantیعنی ) |
  
  

|  ، ہو  

اگروپ ای  

 

  0اس گروپ کو رتبہ ہے۔بناب

ٹ

ز   خطی گروپ کہتے ہیں۔ مخصوصپر  کا حقیقی نمبرات کے س
 
اس کو درجہ ذیل سے ظاہ

 کرتے ہیں

        ,*
  
  

+                  ⁄ -

 
 ۔ہوگا SL(2, R) ای  تحت گروپکا GL(2, R): نوٹ

سکوئی غیر خالی کا  G کسی گروپ  :(Theoremقضیہ)

پ ک
پ ل
م

ا ہے اگر اور صرف اگر  اس گروپ  H کا

 

 کا تحت گروپ ہوب

(ii)                      (i)                       

زض کرو  :ثبوت

 

  بندشی موضوع سے Hکا ای  تحت گروپ    G کہ ف

 

اور معکوس کے موضوع                     ہے۔ ب

                   سے

 ہو اس سے قضیہ 

 

 
اب

 

ا ہےجاب

 

 ۔ب

زض کرو  :(Converselyب العکس)

 

                       (i)                      (ii)کہ  ف

  

 

ا ہے کہ  ہمیں ب

 

 کرب

 

 
اب

 

 ای  تحت گروپ  ہے۔  کا     ب
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 ہے  کا      وہ بندشی موضوع اور معکوس کے وجود کا موضوع  ہیں اور کیوں کہ دب ا گیا  جو  کیوں کہ ہمیں

ٹ

کا  تلازمیاس لیے  ای  تحت س

  اکائی کے موضوع کے لیے ۔موضوع آاتنی سے تکمیل کو پہنچتا ہے

 

 ہمیں دب ا گیا  ہے( میں ii) ب

                   

  

 

 سے (i) ب

               

 میں موجود ہے۔  یعنی اکائی  

 ای  تحت گروپ  ہے۔ Hکا   G۔ اس لیے ہو جاتی ہےکے لیے     سبھی موضوعات کی تکمیلکے کیوں کہ  گروپ 

ا ہے۔

 

 ہوب

 

 
اب

 

 اس لیے قضیہ ب

 کرو کہ2مثاك

 

 
اب

 

  گا۔ای  تحت گروپ ہو         کا          ۔ ب

 ثبوت: ہم جانتے ہیں کہ

        ,*
  
  

+                  ⁄ - 

 اور

        ,*
  
  

+                  ⁄ - 

  

 

 کرنے کے لیے یہ ب

 

 
اب

 

 کر گاای  تحت گروپ ہو        کا           کہ ب

 

 
اب

 

ضرب کے عمل  یں کہدیہی کافی ہے کہ ہم ب

 تکمیل ہوتی ہے۔ بندشی اور معکوس موضوع کی  کے تحت  

زض کرو 

 

 جہاں             کہ ف

  [
    

    
]              

]       اور
    

    
]              

 اب

       








11

11

dc

ba
 









22

22

dc

ba
  













21212121

21212121

ddbccdac

dbbacbaa

 

  

 

طعہ) ب
 ہوگا (Determinantمق

 ( 2121 cbaa  ) ( 2121 ddbc  ) – ( 2121 cdac  ) ( 2121 dbba  )                             

          –                   –          –          

                               –          

                   –                 
         –        

       –       
                                                                                                        ………..…(1) 

 اور
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    












 11

11

1111

1

ac

bd

cbda
  













11

11

1

1

ac

bd
    













11

11

ac

bd
 

 اور

                                     

                                                                                                        …………(2) 

ا ہے کہ(2)اور     (1)مساوات

 

 ۔ای  تحت گروپ ہے        کا           سے ہمیں حاصل ہوب

 ہوا۔قضیہ

 

 
اب

 

  ب

   کسی گروپ  (:Theoremقضیہ)

ٹ

اس گروپ کا تحت گروپ ہونے کے لیے ضروری  کے کے غیر خالی تحت س

(Necessary) کافیاور(Sufficient) یہ ہے کہ  شرائط                      

 (Necessary Condition)ضروری شرط ثبوت:

زض کرو  

 

 ای  تحت گروپ  ہے۔ اس  لیے معکوس کے وجود کے موضوع سے Hکا   G کہ ف

                 

 بندشی موضوع سے

                       

 ہوا۔

 

 
اب

 

 یہ ب

  (Sufficient Condition) شرط کافی

زض کرو   

 

 کہ ف

                       

  

 

ا ہے کہ   ب

 

 کرب

 

 
اب

 

 لینے پر    ای  تحت گروپ  ہے۔  کا    ہمیں ب

                   

  

 

 لینے پر     اکائی وجود رکھتی ہے۔ اب  ب

                  

               

ا ہے۔

 

   اس لیے معکوس  وجود رکھ

 

 ب

                         

         

 سے بندشی موضوع کی تکمیل ہو جاتی ہے۔ اس

  ای    کا   موضوع کی تکمیل آاتنی سے ہوتی ہے کیوں کہ   تلازمی

ٹ

 ہے۔تحت س

 ای  تحت گروپ  ہے۔ Hکا   Gکے لیے ہو جاتی ہے۔ اس لیے    کیوں کہ  گروپ کے سبھی موضوعات کی تکمیل 

اہی گروپ (:  Theoremقضیہ)

 
 

سغیر خالی  کاG کسی م

پ ک
پ ل
م

  تحت کا

ٹ

ا  کا ای  تحت گروپGگروپ  Hس

 

اگر  ہےہوب

                     اگر  اور صرف
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زض کرو  ثبوت:

 

  بندشی کے موضوع سے ای  تحت گروپ  ہے۔ Hکا   Gکہ  ف

 

 ب

                    

 ہوا۔

 

 
اب

 

 یہ ب

زض کرو   (:Converselyب العکس)

 

ا ہے کہ                     کہ  ف

 

 کرب

 

 
اب

 

  ہمیں ب

 

ای  تحت گروپ   Hکا   Gب

 ہے۔ 

موضوع  کی  تلازمیای  تحت گروپ  ہے اس لیے  Hکا   Gاورکیوں کہ  ہے۔ تکمیل کرتی  دی گئی شرط بندشی موضوع کیہم جانتے ہیں کہ 

   تکمیل ب اآاتنی ہو جاتی ہے۔

 

 لینے پر ہمیں حاصل ہوگا      ب

                   

 اسی طرح اور

          

      اور اسی طرح 

       مسلسل حاصل کیا جا سکتا ہے اور اسی طرح 

اہی گروپای    اب کیوں کہ

 
 

 ہیں کہ  م

 

اہی گروپبھی  Hہے۔ اس سے  ہم کہہ سکت

 
 

  عناصر میں ہوگا م

 

 ۔ہوں گے مکررات ب

زض کرو اب پھر سے  

 

 کہ  ف

                      

                                  
                            –                   

– اب کیوں کہ –  ہے۔ اس لیے  (Integer)ای  صحیح عدد            

 

–  ب  اس لیے          

  –                     –       –    

 لیے معکوس موضوع کی تکمیل ہوتی ہے۔ اس 

 ای  تحت گروپ  ہے۔ Hکا   Gکے لیے ہو جاتی ہے۔ اس لیے    کیوں کہ  گروپ کے سبھی موضوعات کی تکمیل 

 ہوا۔

 

 
اب

 

 اس لیے یہ ب

اہی  کا ای    (: کسی گروپ Theorem)قضیہ

 
 

سغیر خالی م

پ ک
پ ل
م

ا ہے اگر اور صرف اگر   گروپ  کا

 

 کا تحت گروپ ہوب

                    

زض کرو  ثبوت:

 

اہی تحت گروپ ہے۔  ای     کہ ف

 
 

  بندشی کے موضوع سے کا م

 

 ب

                    

 ہوا۔

 

 
اب

 

 اس لیے یہ ب

زض کرو (: Converselyب العکس)

 

  ہمیں                    کہ   ف

 

ا ہے کہ ب

 

 کرب

 

 
اب

 

اہی   گروپ    ب

 
 

کا م

ای  تحت گروپ  ہے اس لیے  Hکا   Gہم جانتے ہیں کہ دی گئی شرط بندشی موضوع کی تکمیل کرتی  ہے۔ اورکیوں کہ  تحت گروپ ہے۔

   تلازمی

 

 لینے پر ہمیں حاصل ہوگا      موضوع  کی تکمیل ب اآاتنی ہو جاتی ہے۔ ب
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 اور

          

      اور اسی طرح 

       اور اسی طرح مسلسل حاصل کیا جا سکتا ہے 

اہی  اب کیوں کہ

 
 

  م

ٹ

  عناصر میں ہے س

 

زض کرو ۔ اب پھر سے  ہوں گے مکررات ب

 

 کہ  ف

                      

                               
                      –                   

– اب کیوں کہ –  ہے۔ اس لیے  (Integer)ای  صحیح عدد            

 

–  ب  اس لیے          

  –                     –       –    

 لیے معکوس موضوع کی تکمیل ہوتی ہے۔ اس 

 ای  تحت گروپ  ہے۔ H کا Gکے لیے ہو جاتی ہے۔ اس لیے    کیوں کہ  گروپ کے سبھی موضوعات کی تکمیل 

 ہوا۔ قضیہ  یہ

 

 
اب

 

 ب

    (: کسی گروپTheorem)قضیہ

ٹ

اور  (Sufficient)کافیتحت گروپ ہونے کے لیے کے   کے  غیر خالی تحت س

        شرط یہ ہے کہ  (Necessary)ضروری

 :شرط ضروری  ثبوت:

زض کرو  

 

 ای  تحت گروپ  ہے۔ اس  لیے  Hکا   Gکہ  ف

 (2).....            

زض کرو 

 

        ہے۔ مام لو کہ    ای  اکائی میں   کہ ف

 

 ب

                 

 اس لیے

 (0).....           
 

ا ہے0( اور )2مساوات )

 

 ( سے ہمیں حاصل ہوب

       

 :شرط کافی

زض کرو   

 

 کہ ف

       

  

 

 ب

       

 ای  تحت گروپ  ہے۔ Hکا   Gاس لیے 

   Hاگر  نوٹ:

 

 ۔      ای  تحت گروپ  ہے ب



37 

 

  ہو   اور   دو تحت گروپسکے  (: اگر کسی گروپ Theorem)قضیہ

 

ا ہے اگر اور صرف اگر   ں ب

 

 تحت گروپ ہوب

      

زض کرو  ثبوت:

 

ا ہے کہ        کہ ف

 

 کرب

 

 
اب

 

  ہمیں ب

 

 گا۔تحت گروپ ہو   ب

   

 

 ب

                                                                                         

                                                  
 

       ای  تحت گروپ ہے۔ اس لیے     کہ کیوں 

                                                                                             
                                                                                                                    

       ای  تحت گروپ ہے۔ اس لیے    کہ کیوں 

                                                                                         

                                                                                  

دا

 

ہ
 تحت گروپ ہوا۔    ل

زض کرو (: Converselyب العکس)

 

ا ہے کہ۔ تحت گروپ ہےکسی گروپ کا     کہ   ف

 

 کرب

 

 
اب

 

  ہمیں ب

 

        ب

 ہمیں حاصل ہے

                                                                        
                                              

 ہیں دو تحت گروپس   اور   کہ  کیوں

                                                   

 ہوا۔

 

 
اب

 

 اب قضیہ ب

      اور   کےدو تحت گروپس   (: اگر کسی گروپ Theorem)قضیہ

 

ا ہے کا   Gبھی       ہوں ب

 

 ۔تحت گروپ ہوب

 کہ  چوں ثبوت:

                          

زض کرو 

 

 کہ ف

           

 کیوں کہ
                         اس لیے ای  تحت گروپ ہے۔  

اور
                        ہونے کی وجہ سے تحت گروپ  کے  

                                             

 ۔تحت گروپ ہے     کا   G اس لیے  

             کے تحت گروپس ہوں تو   کسی گروپ    سبھینوٹ: اگر 
i

n

i

H
1

  بھیG  تحت گروپ  ای   کا

 ۔ہوگا
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ای  گا اگر اور صرف اگرگروپ ہوتحت کا   Gبھی  (Unionاجماع) کےدو تحت گروپس کا   (: کسی گروپ Theorem)قضیہ

 ۔تحت گروپ دوسرے تحت گروپ میں موجود ہو

زض کرو  ثبوت:

 

زض کرو کہ   ہیں۔     اور   کےدو تحت گروپس       کسی گروپ  کہ ف

 

        اور ف

 

 ب

         

 کیوں کہ
 ہوا۔  ای  تحت گروپ  ہوگا۔      اس لیے ای  تحت گروپ ہے۔  

 

 
اب

 

 یہ ب

زض کرو  : (Converselyب العکس)

 

ا       کہ ف ا ہے کہ گوب 

 

 کرب

 

 
اب

 

   ہمیں ب

 

ا       ای  تحت گروپ ہے۔ ب ب 

      

زض کرو 

 

          اور          کہ اگر ممکن ہے   ف

 

 ب

 (2).....                         

 (2).....                         

  لیکن 

            

 بندشی موضوع کی مدد سے تحت گروپ ہے۔ اس لیے ای       کیوں کہ 

           

  

 

  ب

ا          ا            ب              ب 

I.   
 

 :        ج

  

 

 ب

                   

                                      

                                          

ا ہے۔ (2)جو کہ مساوات 

 

      اس لیے  سے تضاد کرب

II.   
 

 :        ج

  

 

 ب

 

                    

                                      

                                         

ا ہے۔ اس لیے  (1)جو کہ مساوات 

 

      سے تضاد کرب

ز ب ات ہے کہ 
 
   ظاہ

 

 ب

                              

ارا یہ مام لینا کہ  (  ہے۔Contradictionجو کہ متضاد)
 
 غلط ہے۔ اس لیے         اور           اس لیے ہ
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          ب ا        

 ہوا۔قضیہاس طرح  

 

 
اب

 

  ب

 کرو کہ ۔2مثاك

 

 
اب

 

 صحیح اعداد ) (Multiplesاضعاف)کے سبھی  3 جمع کے عمل کے تحت ب

ٹ

(کے گروپ Integersکا س

ا ہے۔

 

 کا تحت گروپ ہوب

زض کرو   ۔ثبوت

 

                 کہ   ف

 

 ب

        اور       

زض کرو 

 

   ،                     کہ   ف

 

 ب

                 
  

 ہیں  گروپ  کی شرط مطمئن ہوجاتی  ہے۔ اس سے تحت

 

 ای  تحت گروپ ہے۔        اس لیے ہم کہہ سکت

 ہوا۔ قضیہ اس طرح یہ

 

 
اب

 

 ب

 گروپ کہ  دکھلاؤ  ۔0مثاك

 

ن
 
 پ لی
ب

 جو aکے سبھی عناصر   کسی آ

ٹ

ا ہے۔کی تشکیل کرتحت گروپ  ،کو مطمئن کرے      کا س

 

 ب

زض کرو   ۔ثبوت

 

 ہے جو    کہ   ف

ٹ

 گروپ ای  س

 

ن
 
 پ لی
ب

ا ہے۔کو مطمئن کر     سے بنا ہےاور جو  aکے سبھی عناصر   آ

 

 یعنی ب

                        

      اکائی ہے اس طرح سے کہ ای  میں     گروپ  کیوں کہ 

 ہے  اور اس لیے      لیے  اس 

ٹ

 ۔ ابای  غیر خالی س

 

                        

 کے علاوہ اس

                 اور              

 گروپ ہے

 

ن
 
 پ لی
ب

 ، اس لیےکیوں کہ ای  آ

            

      

                                                 

دا  ۔ہے (Closed)بندشی   اس لیے

 

ہ
 تحت  گروپ ہے۔   ل

–     اگر    ۔3مثاك     –      

 

 کے سبھی تحت گروپس لکھو۔اس ضرب کے عمل کے تحت ای  گروپ ہو ب

زض کرو  حل۔

 

–     کہ  ف     –   خود  اور  {1} اکائی ہے۔ 2یہاں  ضرب کے عمل کے تحت گروپ ہے۔   

  
 

  کیلی کی          اور مام لو کہ   ۔تحت گروپ ہیںکےغیر واج

 

 ٹیبل درجہ ذیل ہوگیب
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۔ ام کے کا   ای  تحت گروپ ہے  کے لیے گروپ کے سبھی موضوعات کی تکمیل ہو جاتی ہے۔ اس لیے  یہ دیکھا جا سکتا ہے کہ 

 علاوہ اور کوئی تحت گروپ ممکن نہیں ہے۔

–   اور    ،      تحت گروپ کے   اس لیے       –  ہیں۔    

                           اور  گروپ ہوای     اگر    ۔4مثاك

 

 کرو کہ  ب

 

 
اب

 

تحت گروپ     کا   ب

 ۔ہے

 اس لیے                         اور   ای  گروپ ہے   دب ا گیا ہے کہ    ثبوت۔

          

            اور مام لو کہ   

 

   اور          اور          ب
     

 میں  

             
         

      
         

    
                      

        
        

        

 میں   پھر

      
           

          
  

 

                                                                      
         

     

      
             

        

 اس لیے

                 
        

 کا تحت گروپ ہے۔  ای       اس لیے 

  

 کرو کہ۔ 5مثاك

 

 
اب

 

کا ای  تحت گروپ     گروپ         ہوگا اور  ای  تحت گروپکا       کسی گروپ       ب

 ۔ہے

   ای  گروپ ہے      اور     ہم جانتے ہیں کہ  ۔ثبوت

 

کا    اس کے علاوہ                  ۔ ب

–معکوس   –۔ اب ہے                  اور      

 کا ای  تحت گروپ ہے۔      گروپ       اس لیے 

 ہےاور     پھر سے

ٹ

اطق اعداد کا س

 

 ہے۔ ہم جانتے ہیں کہ     غیر ب

ٹ

ہوتی ہے۔ لیکن   2کی اکائی       گروپکا تحت س

 تحت گروپ نہیں ہے۔کا   جمع کے عمل کے تحت      اس لیے اور        

         اور  ضرب کے عمل کے تحت ای  گروپ ہے اگر    ۔6مثاك

 

 کرو کہب

 

 
اب

 

ای   کا   گروپ               ب

 ۔ہے تحت گروپ

               اس کے علاوہ      ضرب کے عمل کے تحت ای  گروپ ہے اور   کہ دب ا گیا ہے  حل۔

زض کرو 

 

         جہاں             کہ ف
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موضوع کی تکمیل  تلازمیاس لیے بندشی موضوع کی تکمیل ہوتی ہے۔ حالاں کہ               کے لیے         ب

د

 

د ہوجاتی ہے کیوں کہ  بہ ج

 

 کے عناصر ہیں ۔  کے سبھی عناصر گروپ  ج

                         
 

 ہیں کہ 

 

   کے لیے  اب ہم کہہ سکت
aسبھی ورا        کہ چوں اس کے علاوہ ای  اکائی ہے۔ 

m
  H  ارے ب اس

 
 کے لیے ہ

 a
-m H,   اس طرح سے کہ 

            

                                                         

   یعنی
   کا معکوس  

 سے معکوس کے موضوع کی تکمیل ہو جاتی ہے۔ہے۔ اس 

 کا  ای  تحت گروپ ہے۔  ،گروپ   اس لیے  ۔کیوں کہ  گروپ کی سبھی موضوعات کی تکمیل ہوتی ہے

زض کرو  کہ  ۔7مثاك

 

 کرو کہ ۔ اس کے دو تحت گروپس ہیں    ای  گروپ ہے اور     ف

 

 
اب

 

  ب

 

 ب

 ۔تحت گروپ ہےای  کا   ، گروپ                   

  اور  اس کے دو تحت گروپس ہیں۔    ای  گروپ ہے اور    دب ا گیا ہے کہ  ۔ثبوت

 

ا ہے کہ  ب

 

 کرب

 

 
اب

 

کا ای    گروپ    ہمیں ب

زض کرو اب   تحت گروپ ہے۔

 

 جہاں،        اور               جہاں،        اور   ،        کہ   ف

              

 

 ، ب

                

          

         

 اس لیے ،       اور        جہاں

        

 لیے بندشی موضوع کی تکمیل ہوتی ہے۔ اس

موضوع کی تکمیل کرتے ہیں۔  تلازمیکے بھی عناصر ہیں۔ اس  لیے یہ     گروپ (Elements)کے سبھی عناصر   اور     چوں کہ 

 موضوع کی تکمیل کریگا۔ تلازمیبھی    اس لیے 

زض کرو 

 

  یہ  میں اکائی   کہ گروپ ف

 

 اب  کے لیے بھی اکائی ہوگی۔   اور      ہے، ب

        

ز میں کسی عنصر 

 

 دیکھ تے ہیں کہ کی جانچ کرنے کے لیےہم سکے معکو       اور آج

                 
     

    
  

 

 اور

                 
     

    
  

 

  

 

 ب
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 اس  لیے  معکوس کے موضوع کی تکمیل ہو جاتی ہے۔

کا  ای  تحت گروپ ہے۔ اس  لیے یہ   ،گروپ    ہوتی ہے۔ اس لیے کے لیے    کیوں کہ  گروپ کے سبھی موضوعات کی تکمیل

ا ہے۔

 

  ہوب

 

 
اب

 

 ب

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج  0.3

 کے اس اکائی میں ہم نے پڑھا 

ٹ

ا ہے۔ کسی غیر خالی تحت س

 

لیے ضروری تحت گروپ ہونے کے  کہ ای  تحت گروپ کیا ہوب

 کے تحت گروپ ہونے کے لیےبندشی موضوع کافی  اور کافی شرط

ٹ

اہی تحت س

 
 

بندشی اورمعکوس  موضوع ہوتی ہے۔ کسی غیر خالی م

ا ہے ( Intersection)تقاطع ہم نے دیکھا کہ دو تحت گروپس کاشرط ہے۔

 

  (Unionاجماع ) ام کا  اورای  تحت گروپ بناب

ا ہے

 

اس کے اتھ  ہی ہم نے حاصل کیا کہ  دو تحت  ۔اگر اور صرف اگر ای  تحت گروپ دوسرے میں ضم ہوای  تحت گروپ بناب

اخو گروپس کا حاصل ضرب 

 

 ای  تحت گروپ ہوب

ٹ

ا ہے۔ کچھ مثالوں کی مدد سے یہ سمجھا کہ تحت س

 

  ہے ب ا نہیں۔د ای  تحت گروپ ہوب

 (Key Words)کلیدی الفاظ 0.4

 تحت گروپ، تقاطع ، اجماع

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 0.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 0.5.2

 گروپ کی تعریف کرو۔تحت  .2

 ۔واجبی تحت گروپ کی تعریف کرو .0

 (Short Answer Type Questions)حامل سوالاتمختصر جواب ات کے  0.5.0

 کرو کہ  گروپ  ،ضرب کے عمل کے تحت ای  گروپ ہو  Gاگر  .2

 

 
اب

 

  ب

 

ای  تحت گروپ               کا   Gب

 ہے۔

 کرو کہ  گروپ  ،                        اور  گروپ ہوای   G اگر .0

 

 
اب

 

  ب

 

ای         کا   Gب

 تحت گروپ ہے۔

–      ضرب کے عمل کے تحت اگر  .3     –   اس گروپ کے سبھی تحت گروپس لکھو  گروپای     

 

 ۔ ہو ب

  ) 3جمع کے عمل کے تحت  .4
 

  (Multiplesکے سبھی ضرب

ٹ

ا ہے۔ صحیح کا س

 

 اعداد کے گروپ کا تحت گروپ ہوب

 (Long Answer Type Questions)طویل جواب ات کے حامل سوالات 0.5.3

 کرو کہ کے دو تحت گروپ ہیں ۔  G کسی گروپ  ،  تحت گروپ  کی تعریف کرو۔ اگر  .2

 

 
اب

 

  G وپبھی گر     ب

ا 

 

 ہے۔کا تحت گروپ ہوب
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 کرو کہ کے دو تحت گروپ ہیں ۔  G کسی گروپ ، اگر  .0

 

 
اب

 

اگر اور صرف اگر کا تحت گروپ ہوگا  G وپبھی گر  ب

       

اہی  کسی .3

 
 

طف )غیر خالی  کا G گروپ (Finite)م
مل

Complex 

ٹ

تحت گروپ ہوگا اگر اور  ی  س گروپ کا اا  ( س

 صرف اگر  

                    

ا ہے اگر اور صرف اگر ای  تحت Union)ع جماا کا   تحت گروپس دو کسی گروپ کے  دکھاؤ کہ .4

 

(ای  تحت گروپ ہوب

  تا ہ ہے ۔وپ دوسرے تحت گروپ کو ورری طرح ماگر 

ز کردہ کتابیں 1.6

 

د مطالعے کے لیے تجوی  زی 

 

 (Suggested Books for further  Readings)م

1. I.N. Herstein: Topics in Algebra , Vikas Publishers 

2. Surjeet Singh and Qazi Zameeruddin: Modern Algebra, Vikas Publishers 

3. J.B. Fraleigh: A First course in Abstract Algebra 
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 ہم سٹس ، لگرانج کا قضیہ اور اس کے نتائج  ۔3اکائی 

(Cosets, Lagrange’s Theorem and its Consequences) 

 

زا ئیاکا

 

 
 کے اج

 تمہید    3.0

 مقاصد   3.1

 اور مثالیں ت تعریفا   3.2

 ے  3.2.1 
ی

 

قض

 حل شدہ مشقیں /

 ئجاکتسابی نتا   3.3

 الفاظکلیدی    3.4

 سوالاتنمونہ امتحانی    3.5

  معروضی جواب ات کے حامل سوالات  3.5.1 

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات  3.5.2 

 طویل جواب ات کے حامل سوالات  3.5.3 

ز    3.6

 

د مطالعے کے لیےتجوی  زی 

 

 کتابیں کردہ م
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 (Introduction)تمہید 3.0

ا ہے۔ اگر کوئی  (Cosets)گروپس اور تحت گروپس کے ب ارے میں معلومات حاصل ہو نے کے بعد ہم سٹس 

 

 کا تعارف پیش کیا جاب

  اگر کا  اس  (   )گروپ ہے اور  (   )

 

کے   جو کہ  بناتے جائیں     اور    لیا جایے اور      تحت گروپ ہو ۔ ت

ا ہے ب ائیں سے ب ا دائیں سےیہ دونوں ب ائیں ہم سٹس اور دائیں ہم سٹس کہلاتے ہیں۔    میں  سبھی عناصر

 

گروپ اور (   )اسی طرح  جمع کیا جاب

(   )  

 

 کے ہم سٹس ہیں جو ب الترتیب ب ائیں اور دائیں ہم سٹس ہیں۔   گروپ   اور      تحت گروپ ہو ت

ا ہے کہ ب ا تو غیر مشترک ہوتے ہیں ب ا ب الکل  

 

ہم سٹس کے درمیام ہوتے ہیں۔ دائیں اور ب ائیں  مماثلدو ہم سٹس کے درمیام میں یہ رشتہ ہوب

ز مطابقت اہی One One and Onto Correspondence )ای  ای  ی 

 
 

( بناب ا جا سکتا ہے۔ ای  تحت گروپ کا رتبہ اپنے م

د کیے جائیں گے۔گروپ کے رتبے کو ہمیشہ 

  

ا ہے۔ اس سے  متعلق چند نتائج اخ

 

ا ہےاور لگرانج کا قضیہ کہلاب

 

 تقسیم کرب

 (Objectives)مقاصد 3.1

حددہ  اور کب مساوی ہوتے ہیں 

ٰ عل

 ہو جائیں گے کہ ہم سٹس کیا ہیں، دائیں اور ب ائیں ہم سٹس کب 
 
اس اکائی کی تکمیل پر آپ اس قاب

ا معادلی رشتہ کیا ہے۔ لگرانج کے قضیہ کو  بیام کر سکیں گے اور اس کو 

 

 ے اور ختلف ب
ی

 

قض

 کر سکیں گے۔ ہم سٹس اور لگرانج کے قضیہ کے متعلق 

 

 
ت

د کر سکیں گے۔ نتائج

  

 کو اخ

 (Definitions and Examples)اور مثالیں ت تعریفا 3.2

 

 

  (   )  اگر   :(Coset)ہم س

 

     ہو اور اگر  (   )گروپ کا کوئی  تحت س

 

   +      *    ،  ت

 

کا  ب اب اں  س

ا ہے جو کہ 

 

 ہوب

 

   +      *   سے تخلیق شدہ ہے۔ اسی طرح    ہم س

 

 ہے کا  داب اں ہم س

 

 ۔س

  (   )اور   +         *   ۔1مثاك

 

 کا تحت گروپ ہے۔    گروپ+    *  گروپ ہے ت

 کے دائیں ہم سٹس حس  ذیل ہوں گے  

   *        +  *    + 
 (  )  *  (  )    (  )+  *    + 

    *        +  *    + 
  (  )  *  (  )    (  )+  *    + 

 کے ب ائیں ہم سٹس حس  ذیل ہوں گے  اور 

   *      (  )+  *    + 
    *(  )    (  )  (  )+  *    + 

   *      (  )+  *    + 
    *(  )    (  )  (  )+  *    + 

  نوٹ:

  Identityکی اکائی )  کسی گروپ  اگر  ۔1

 

        (ہو، ت
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 میں عناصر کی تعداد مساوی ہوگی۔ ۔2

 

ز ای  ہم س
 
 ہ

 مشترک ہوتے ہیں۔کوئی بھی دو ہم سٹس ب الکل مماثل ب ا ب الکل غیر  ۔3

اہے۔ ۔4

 

زق نہیں ہوب

 

 گروپ کے دائیں اور ب ائیں ہم سٹس  میں ف

 

ن
 
 ی لی
ب

 آ

        اگر ۔5

 

        ، ت

  ہم سٹس درجہ ذیل ہوں گے+اگر معرفہ عمل جمع )

 

 ( کا ہو، ت

 

 

    جہاں   +       *      :داب اں ہم س

 

 

    جہاں +       *      :ب اب اں ہم س

   ،کا تحت گروپ ہو    ،  اور   اگر ۔6

 

      چوں کہ اگر          ت

 

 چنا نچہ اکائی ہوگی۔     اکائی ہو ت

  کہ        
 

دا کم از کم ای  عنصر مشترک ہوگا۔        اور       ج

 

ٰ
 ل

        ہو اور  کا کوئی تحت گروپ    اگر  گروپ  ۔7

 

 اور       ت

 (  )  (  )  

 اور 

(  )   (  ) 

ا    کسی بھی ۔8 ز   کے عناصر تعداد میں     ب 

 

ی ز ہوتے ہیں اور سبھی عناصر م  زای   ہوتے ہیں۔ (  Distinct)کے ی 

 ہے اور گروپ (کےساتھ جمع)+                   *  ۔2مثاك

 اب کا تحت گروپ ہے۔   گروپ   +                   *  

    *                   + 
    *                    + 
    *                    + 
    *                +      

    *                 +      

    *                 +      

 غیر مشترک ہیں اور      ،    ،    اس سے یہ نتیجہ نکلا کہ تین ہم سٹس

(   )  (   )  (   )    

د یہ ہوگا کہ  ۔پلٹ کر پہلے تین کے مماثل ہم سٹس بناتے ہیں    ،    ،    ب اقی  اور زی 

 

بھی وہی    ،    ،  م

ا چلا جائے گا۔

 
 

 
 ب

 

 تین میں سے کوئی ہم س

اریہ تحت گروپ 

 

اہی کسی    اگر :(Index of a Subgroup)کا اش

 
 

   کا  ای  تحت گروپ ہے  گروپ م

 

کے ختلف   ، ت

اریہ)    دائیں)ب ائیں( ہم سٹس کی تعداد کو

 

ا ہے۔Indexکا اش

 

ا   (   )اسے ( کہا جاب ا ہے۔( )  ب 

 

زکیا جاب
 
 سے ظاہ

|(   )|  نوٹ:  
| |

| |
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(   )تحت گروپ ہے۔  +    *  گروپ ہے اور  +         *  ( میں جہاں 1)مثاك   ۔3مثاك ہے چوں کہ   

 ہیں۔+    * +    *اس کے دو ہی ختلف دائیں ب ا ب ائیں  ہم سٹس ہیں۔ جو کہ 

اریہ      ( میں2)مثاك   ۔4مثاك

 

(   )کا اش    

       کاتحت گروپ ہو اور اگر (   )کسی گروپ     اگر :(Congruence Modulo H)   متوفق بہ مقیاس 

 

ت

        اگر  

 

ا ہے ت

 

  کا بہ مقیاس    متوفق ہے   یعنی      (     )   ہوب

 ے 3.2.1
ی

 

قض

 (Solved Exercises/Theorems)حل شدہ مشقیں /

اریہ   کے تمال ب ائیں ہم سٹس معلول کرو اور   تو  ،کا تحت گروپ ہو(       )گروپ   +          *   اگر  ۔5مثاك

 

کا اش

 بھی معلول کرو۔

ہے اور دب ا گیا تحت گروپ   +                                  *    ہے۔جہاں (       )دب ا گیا ہے کہ   حل۔

 ہے۔ ہم دیکھتے ہیں کہ  +          *  

          *                    +  *          +    

          *                    +  *           + 

          *                    +  *           + 

          *                    + 

ا ہے ، اس لیے           کے تحت     چوں کہ 

 

 ہوب

          *          +    

          *                    + 

ا ہے ،             کے تحت     کہ چوں 

 

 اس لیےہوب

          *           +        

          *                    +  *           +        

ا ہے ، اس لیے           کے تحت     چوں کہ 

 

 ہوب

          *           +        

 آئے گا۔              اسی طرح 

 چنانچہ  ختلف ہم سٹس 
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      *          + 

      *           + 

      *           + 

(     )ب ائے گی  جن کا اجماع   (     )  (     ) ا ہے      

 

 ۔ہوب

اریہ   چنانچہ 

 

(     )کا اش    

  کہ تحت گروپ   (   )گروپ  ۔6مثاك
 

 ہو۔   کے لیے تمال منقسم ہم سٹس معلول کیجیے ج

 ہے  (   )گروپ دب ا گیا    حل۔

 +                   *  یعنی 

 ہے۔ +                     *   اور تحت گروپ

زق نہیں ہے اس لیے کہ 

 

 گروپ ہے چنانچہ آ(   )ہم سٹس جو حاصل ہوں گے وہ درجہ ذیل ہیں۔ دائیں اور ب ائیں ہم سٹس میں ف

 

ن
 
 ی لی
ب

   

زض کرو کہ 

 

 ہوگا ۔ ف

 

ن
 
 ی لی
ب

 اب     بھی آ

    *                     + 
    *                      + 
    *                     + 
    *                 +        

    *                 +      

 اسی طرح

                                                                           

              اور

 آتے ہیں۔ چنانچہ نتیجہ یہ ہوا  وغیرہ

(   )  (   )  (   )  (   )    

(    )   یعنی  (    )  (    )  (    )    

اریہ    اور 

 

 ہے۔  کا اش

اریہ معلول کرو۔    میں (       )گروپ  ۔7مثاك

 

 کا اش

 دب ا گیا گروپ ہے حل۔

    *                         + 

 تحت گروپ ہے

   *       + 

 گروپ کے ہم سٹس حس  ذیل ہوں گے اس تحت
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           *               +  *       + 

           *               +  *        + 

           *               +  *        + 

           *               +  *       +       

           *               +  *           +       

           *               +  *        +       

 نتیجہ یہ ہوا کہ ۔وغیرہ

(    )  (    )  (    )      

دا  

 

ٰ
اریہ  (       )کا گروپ    ل

 

 ہے۔ 3میں اش

     کسی گروپ اور   اگر  ۔1قضیہ 

 

 کے دو تحت گروپس ہیں ، ت

(   )             

زض کرو کہ ثبوت۔

 

  ،    جہاں ،  (   )  ف

 

 ت

  (   )             

           اور    

             اور      

         

 ہوا کہ

 

 
ات

 

  کہ         (   )چنانچہ ب
 

    ج

اہی گروپ ہےاور  اگر  ۔2قضیہ 

 
 

، (   )ہیں اور   داعدا صحیحجن کے رتبے مفرد کے دو تحت گروپس ہیں اس   اور     ای  م

  

 

 + *        ت

اہی گروپ جس کا رتبہ مفرد    ثبوت۔

 
 

ا، صحیح ہمیں معلول ہے کہ م

 

 عدد ہے ، کے لیے کوئی واجبی تحت گروپ نہیں ہوب

 ہوں گے     اور  + *کے دو ہی تحت گروپس  اس لیے  

 ہوں گے   اور   + *کے دو ہی تحت گروپس    اور 

     اب چوں کہ

 + *   اور  + *   اس لیے 

  ہو

 

 
ات

 

ا جااس لیے ب

 

 + *        ہے کہب

       کا تحت گروپ ہے اور  (   )کسی گروپ   اگر  ۔3قضیہ 

 

        اگر اور صرف اگر    ت

زض کرو کہ  ثبوت۔

 

ا ہے کہ     ف

 

 کرب

 

 
ات

 

  ب

 

        ت
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       مام لو کہ 

 

           ت

 ، اس لیےتحت گروپ ہے کا   گروپ    اور چوں کہ

                

            چنانچہ

              اور

......(1)         

د یہ کہ زی 

 

(     )    (    )         م     ,               - 

......(2)                                                             

 ( کے ذریعہ2( اور )1مساوات )

     

 اسی طرح

        

زعکس  زض کرو کہاب اس کے ی 

 

             ف

 ، اس لیے    چوں کہ 

          

 اس لیے،      چوں کہ 

    

             اسی طرح

                                 

 ہوا۔قضیہ

 

 
ات

 

  ب

      اور      گروپ ہے(   )اگر   ۔4قضیہ 

 

              تحت گروپ ہے ت

               اور

زض  کرو کہ  ثبوت۔

 

       اور       ف

    اس لیے     چوں کہ 

  

 

                  ت

                                        

                                                                                                  ,      - 
                                 (  )   

 

                                  (    ) 
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زعکس اگر           اس کے ی 

 

 ،  ت

          

                                 

                     (    )     

                                     

                                      

زض            اسی  طرح اگر 

 

 کرنے کے لیے ف

 

 
ات

 

 کرو کہ ب

      

     چوں کہ 

                                         

                                     (  ) 
                                  (    )  

                                     

                                    

زعکس اگر           اس کے ی 

 

 ،  ت

       

                                

                   (     )     

                  (    )      

                                    

                                     

 کیا گیا۔

 

 
ات

 

دا قضیہ ب

 

ٰ
 ل

 کسی بھی گروپ کے کوئی دو ہم سٹس ب ائیں )دائیں( ب ا تو غیر مشترک ہوں گے ب ا مماثل ہوں گے۔   ۔5قضیہ 

زض کرو کہ    ثبوت۔

 

 ہے  (   )کسی   گروپ  ف

 

      اور اگر کا ہم س

  

 

 ۔کے ہم سٹس ہوں گے   بھی   ،    ت

  یہ غیر یعنی دونوں        اگر 

 

 قضیہ صحیح ہوگا۔ مشترک ہوں گے، ت

ا ہوگا کہ          اور اگر

 

 کرب

 

 
ات

 

  ہمیں ب

 

 لی ہونے کی وجہ سےغیر خا      یہاں       ت

زض کریں کہ

 

        ف

                                        اور     

زض کریں 

 

                   کہف

                    اور

د یہ زی 

 

                    کہ م

        ای  تحت گروپ ہے اس لیےاگر  چوں کہ

 

  ت
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                                              (     
  )  

                                               (    
  )  

ا ہے اس لیے  چوں کہ

 

    ای  تحت گروپ ہے  اور یہ بندشی خاصیت کی تکمیل کرب
           

                                                 

 ہوا۔

 

 
ات

 

 چنانچہ قضیہ ب

  ای  تحت گروپ ہےکا   گروپ  اگر   ۔6قضیہ 

 

ز    ، ت کے تمال ممیز /ختلف ب ائیں اور دائیں ہم سٹس میں ای  ای  ی 

 ( بنائی جا سکتی ہے۔One-One Onto Relationمطابقت)

زض کرو کہ   ۔ثبوت

 

 اس کا تحت گروپ  ہے  گروپ اور  ای  (   )ف

زض کرو کہ

 

 ہے       ف

 

 کے تمال ممیز/ختلف  ب ائیں ہم سٹس کا س

 ہے       اور 

 

 کے تمال ممیز/ختلف  دائیں ہم سٹس کا س

زض کرو کہ

 

 ،            +      *    +      *   ف

(  ) جہاں                

       اور          اگر 

                                                  

                                   (    )     

                                  (   )     

                                                    
 

                                        (  )   (  ) 

 ہے۔

 

دا تفاعل درس

 

ٰ
 ل

(  ) اب اگر    (  )  

 

 لیا جایے، ت

         
 

                                 (   )     

                                                  

                                   (    )     

                                                  

                                                     

۔ ای  )  (ہے۔One-Oneاس لیے تفاعل ای 

ز میں

 

ز)   آج زض کرو کہ   (Ontoکو ی 

 

 کرنے کے لیے ف

 

 
ات

 

       جہاں        تفاعل ب

 

      ت

دا

 

ٰ
 ل

        

 لیے گی  تفاعل کی مدد سے
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(    )       اور   (   )  
 

                               (    )     

ز تفاعل ہے۔  اس لیے   ای  ی 

 ہوا کہ

 

 
ات

 

ز تفاعل ہے۔          چنانچہ ب ۔ای   ی   ای 

 ہوا۔

 

 
ات

 

 قضیہ ب

  ای  تحت گروپ ہےکا (   )گروپ  اگر  ۔7قضیہ

 

 علتفا (Bijection )دو ربطی کے دو  ہم سٹس  کے درمیام   ، ت

 ہے۔ ب ا جا سکتابنا

زض کرو کہ ۔ ثبوت

 

 دو ب ائیں ہم سٹس ہیں۔        اور       ف

زض کرو کہ

 

(  ) اور         ف         

  

 

 ت

                   

                اور

  

 

 ت

 (   )   (   )  
                                                    

                                                     

                                                     

۔ ای  ہے۔    ای 

 اور اب 

      

                                              

           چنانچہ 

  کہ  
 

(  ) ج ز تفاعل ہے۔   اس لیے،       ای  ی 

 ہوا کہ

 

 
ات

 

دا ب

 

ٰ
ز تفاعل ہے۔     ل ۔ای  اور ی   دو ربطی تفاعل یعنی ای 

 کیا گیا  قضیہ   نوٹ:

 

 
ات

 

ا ہے۔اسی طرح ب ائیں ہم سٹس کے لیے ب

 

زب

 

 دو دائیں ہم سٹس کے لیے بھی پورا ای

        اور  ای  تحت گروپ ہےکا  گروپ  اگر  ۔8قضیہ

 

 (     )   رشتہ  ، ت

 

 ( Equivalence)ای  معادل

 رشتہ ہوگا ۔

 ۔ ثبوت

 

  کہ اس میں تین شر ہمیں معلول ہے کہ رشتہ معادل
 

ا ہے ج

 

 جو درج ذیل ہیں : ہوں  پوری  ئطکہلاب

 (Reflexive Propertyعی خاصیت)رجو .1
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 (Symmetric Propertyمتشاکل خاصیت) .2

ز/عبوری خاصیت) .3 زی 

 

 (Transitive Propertyاتقاك ی 

 ۔ای  تحت گروپ ہےکا  گروپ  دب ا گیا ہے کہ  .1

زض کرو کہ  

 

    اب ف

 اور کی بھی اکائی ہوگی  اکائی ہے جو کہ      اور 

                 

                 (     ) 

دا یہ 

 

ٰ
 (ہے۔Reflexiveرشتہ رجوعی )ل

        اور  (     )    اگر  .2

                                 

 ۔تحت گروپ ہے   چوں کہ 

(    )     

                (   )     

                                

                   (     ) 

دا یہ رشتہ متشا

 

ٰ
 (ہے۔Symmetricکل )ل

           ، (     )   اور     (     )   اگر .3

 

 ت

              

               (    )(    )    

                      (    )    

                             ( )    

                                       

                                          (     ) 

ز /عبوری  ) زی 

 

دا یہ رشتہ اتقاك ی 

 

ٰ
 (ہے۔Transitiveل

وں شرائط پوری ہو

 

 

 

 Congruence Relationتوافقی رشتہ)ئیں، اس لیے چوں کہ مطلوبہ ت

 

 رشتہ ہے۔ ( ای  معادل

 ہوا۔

 

 
ات

 

 قضیہ ب

        اور اگر ای  تحت گروپ ہےکا (   )گروپ  اگر  ۔9قضیہ

 

 معادك جمات

 

̅ ع  *       (     )+ 

  

 

̅ ت  ہوگا۔     

ا  گیا  ہے کہ  ۔ ثبوت ̅ دب   *       (     )+ 

ا ہے کہ

 

 کرب

 

 
ات

 

̅ ب   کہ      
 

    ج

زض کرو کہ 

 

 ہوگا۔    اکائی ہے چنانچہ     ف
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 ت

   ̅     (     ) 
        

               مام لیں

  (    )                     

 (    )                     

                       

                      

      

 اس لیے

 ̅     

  کیا گیا۔

 

 
ات

 

 ب

 (:Lagrange’s Theorem)لگرانج کا قضیہ

اہیای    اگر

 
 

  ہے،  گروپاس کا تحت    اور گروپ ہے م

 

ا ہے کا رتبہ    ت

 

 ۔ کے رتبے کو تقسیم کرب

 ب ا 

ا ہے۔

 

ز تحت گروپ کا رتبہ تقسیم کرب
 
اہی گروپ کے رتبے کو اس کے ہ

 
 

 کسی بھی م

 ب ا 

اہیای    اگر

 
 

   گروپاس کا تحت    اور گروپ ہے م

 

ہے، ت

 ( )
 یعنی ⁄( ) 

| |
| |⁄ 

زض کرو  ۔ثبوت

 

اہیای   (   ) کہ ف

 
 

( )  اور گروپ ہے م  اور  

  (1).....      *          +  

   گروپتحت 

 

ز ہیں، ت

 

ی  ہے، جن کے عناصر م 

 ( )    

ا ہے کہ

 

 کرب

 

 
ات

 

 ہمیں ب
 

 کو۔  تقسیم کرے گا      یعنی  ⁄ 

زض 

 

 کرو کہف

 ،       اور          (2)..... 

  

 

 ت

      *              + 

ز ہوں گے ورنہ اگر

 

ی  اس کے تمال عناصر م 
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ا ہے۔ (1)جو کہ مساوات 

 

د کرب زدی 

 

 کی ی

د یہ کہ زی 

 

        ورنہ اگر دونوں سے عناصر    ب الکل غیر مشترک ہوں گے۔    اور     م

 

 لیے جائیں،  ت

    
        

  
 

                  
      

 ای  تحت گروپ ہے ، اس لیے   چوں کہ  

                 
       

ا ہے2یہ مساوات )

 

د کرب زدی 

 

ز ای  میں     ختلفگروپ کے   میں     اور     چنانچہ نتیجہ یہ ہے کہ۔( کی ی
 
     اب اگر ہیں۔ عناصر ہ

         لیا جایے جو کہ 

  

 

 ت

      *              + 

ز اور   

 

ی اہی گروپ ہے اس کے عناصر     ۔  یہ سلسلہ ختم ہو جایے گا چوں کہدونوں سے   اور   غیر مشترک ہوگا    اس  کے تمال عناصر م 

 
 

م

زض کر لیا جایےکہ  ایسے

 

   ہوں گے۔  ہم سٹس بنائے جا سکیں جن کے رتبے      صرف ہو جائیں گے۔ اگر یہ ف

 

 ت

      

یعنی 
 

ا ہے    ، ⁄ 

 

ا   کو  تقسیم کرب ب 
| |

| |⁄ 

دوسرے معنوں میں

 ( )
ا ہے۔  کا رتبہ   ب ا یوں کہہ لیں کہ  ⁄( ) 

 

 کے رتبے کو تقسیم کرب

دا 

 

ٰ
 ہوا۔ لگرانجل

 

 
ات

 

 کا قضیہ ب

 (صحیح نہیں ہے۔Converseکے قضیہ کا معکوس) لگرانج  تبصرہ:

رتبے  6ہے اور اس میں  12کا رتبہ    ( کا گروپ even permutationsمثاك کے طور پر اگر دیکھیں تو جفت مبادلوں) ۔8مثاك

  کہ 
 

والا کوئی تحت گروپ نہیں ملے گا ج

 ( )   
 (  )  ہے۔ ⁄   

ا۔ لگرانجیہ بھی ای  قوی مثاك ہے کہ  

 

 کا معکوس قضیہ صحیح نہیں ہوب

 ے  کے نتائج /اطلاقات لگرانج
ی

 

قض

(Consequences of Lagrange’s Theorem) 

اہیای    اگر ۔10قضیہ

 
 

     اور اگر  گروپ ہے م

 

ت

| |
ا ہے۔  کا رتبہ     یعنی ⁄| |

 

  کے رتبے کو تقسیم کرب

اہیای    دب ا گیا ہے کہ  ثبوت۔

 
 

زض کرو کہ گروپ ہے م

 

( ) ۔ ف  | |    

زض کرو کہ

 

( )  اور    ف  | |        یعنی     

  

 

 ۔ اس لیے تحت گروپ ہوگا  کا   گروپ   +            *   ت

 ( )    
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 ے کے مطابق  لگرانج
ی

 

قض

کے 

 ( )
 ( )⁄ 

            ⁄  

       یعنی

 ( )
ا ⁄( )    ب 

| |
| |⁄ 

 ہوا۔

 

 
ات

 

 قضیہ ب

اہیای   (   )اگر ۔11قضیہ 

 
 

  اگر     جس کا رتبہ گروپ ہے م

 

     ہے ت

 

  اکائی ہے۔    جہاں      ت

( )  دب ا گیا ہے کہثبوت۔      اور   

زض کرو کہ

 

| |ف      

 

     اور      ت

 تحت گروپ ہوگا +            *  اگر 

 ( )    

کے قضیہ کے مطابق لگرانجاور 

 ( )
 یعنی  ⁄( ) 

 
 ⁄ 

    جہاں        اس صورت میں
 

 اب

       (  )    
 

                 

 ہوا۔

 

 
ات

 

 قضیہ ب

 ،قضیہ ب الا کو یوں بھی لکھا جاسکتا ہے نوٹ:

اہیای   (   )اگر

 
 

     اور گروپ ہے م

 

| | ت  ۔ہوگا   

:

 

( ) یہاں  ۔ پرکھیں گے کے لیے  +      *  کو ہم ضربی گروپ  2قضیہ  وضاج  ۔  

       ہیں کہ عناصرہم دیکھتے
 ہیں۔ اب  

  ( )        , 

     

                 (  )     اور

دا  

 

ٰ
 کے سبھی عناصر پر قضیہ واضح ہے۔  ل

 (Corollary)نتیجہ  یحصر

اہی گروپ کا رتبہ مفرد صحیح عدد)

 
 

 ہو تو اس کا کوئی واجبی تحت گروپ نہیں ہوگا۔ (Prime Numberاگر ای  م

زض   ۔ثبوت

 

اہیای    کرو کہ  ف

 
 

( )  جس کا رتبہ گروپ ہے م   کہ   ہے     
 

  مفرد صحیح عدد ہے۔  ج

 

کا تحت     گروپ    اگر ت

( ) گروپ ہو اور    ہے۔   
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 ے کے مطابق  لگرانجت
ی

 

قض

کے 
 

 ⁄    
 

ا       کے مفرد صحیح عدد ہونے کی وجہ سے  ت  ہوگا۔      ب 

 کا کوئی واجبی تحت گروپ نہیں ہو سکتا۔    غیر واجبی تحت گروپ ہوگا۔  یعنی ام دونوں صورتوں میں 

 ہوا۔

 

 
ات

 

 یہ ب

زقیم

 

 :(Notation)ی

 ہے جو ( ) 

 

  یعنی  کے ہم مفرد ہوں، سے چھوٹے اور   صحیح مثبت اعداد کا  ای  س

 ( )  *     (   )   + 

(   )  ہے۔ 1 (.G.C.D)کا اعظم مشترک قاسم  اور     سے مراد   

(  )  مثلاً  *       +  

 (    )    (    )    (    )    (    )    

 میں معلول کرو۔(  )   کے تمال ہم سٹس +    *    ۔10مثاك

(  )   ہمیں معلول ہے کہ  حل۔  بہ مقیاس  +                                          * 

ا ہے۔  32

 

 کا تحت گروپ ہے۔  گروپ +    *  اور دب ا گیا ہے کہ  ضربی رشتے میں گروپ بناب

 اب 

       *        +  *    +        

       *        +  *    +      

       *        +  *    +      

       *        +  *   +     

         *          +  *     +      

         *          +  *     +      

         *          +  *     +      

         *          +  *     +      

اریہ  

 

کے ختلف ہم سٹس کی تعداد    کا اش

 (  )

| |
  

    

  

 
  

       

 ہیں۔ہم سٹس بنا چکے   8اور ہم پورے 

    +          *   کسی گروپ کے دو تحت گروپس  ہوں اور  اور  اگر  نوٹ:

 

 ت

|  |  
| |  | |

|   |
 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 3.3
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اکائی میں ہم نے تحت گروپ سے ہم سٹس کس طرح بنائے جاتے ہیں ، معلول کر لیا۔ یہ بھی معلول ہوا کہ ہم سٹس دائیں اور ب ائیں  اس

 میں عناصر کی تعداد مساوی ہوتی ہے۔ ختلف )دائیں 

 

ز ہم س
 
اریہ   ب ائیں( ب ا ہوتے ہیں اور ہ

 

ہم سٹس کی تعداد کو تحت گروپ کا اش

(Index کہتے ہیں۔ یہ) اریہ گروپ کے  رتبے کو تحت گروپ کے

 

ا ہے۔ تحت گروپ کا اش

 

بھی معلول ہوا کہ متوفق رشتہ معادك رشتہ ہوب

ا ہے یعنی 

 

(   )رتبے سے تقسیم کر نے پر حاصل ہوب  
 ( )

 ( )
 کیا    گروپ اور  جہاں  

 

 
ات

 

اس کا تحت گروپ ہے۔ ای  قضیہ کو ہم نے ب

د یہ کہ دائیں اور ب ائیں ہم سٹس کے درمیام دوربطی غیر مشترک ہوتے ہیں  ب ا مساوی ہوتے ہیں کہ کوئی دو دئیں ب ا ب ائیں ہم سٹس  ب ا تو زی 

 

۔ م

(Bijection)  امور قضیہ

 

 کیا گیا ۔ اور اس کے  لگرانجتفاعل قائم ہو سکتا ہے۔ اور پھر قضیوں کے علاوہ ای  اہم ب

 

 
ات

 

کا قضیہ بیام ہوا اور ب

د کیا گیا۔ ام کے مثالوں 

  

 کو پیش کیا گیا ۔ اس ساتھ ہی چند مشقی سوالوں کو حل کیا گیا۔ نتائج کو اخ

 (Key Words)کلیدی الفاظ 3.4

اریہ

 

 ہم سٹس،  متوفق  بہ مقیاس،  معادك رشتہ، اش

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 3.5

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 3.5.1

 دائیں اور ب ائیں ہم سٹس کی تعریف کرو۔ .1

ا ہے؟ .2

 

 معادلی رشتہ کیا ہوب

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات 3.5.2

اریہ کی تعریف کیجیے اور گروپ .1

 

دریعہ ضرب  اور تحت گروپ+         *   کسی تحت گروپ کے اش

 

  ی 

  *    +  

 

اریہ معلول کرو۔   ہو ت

 

 کا اش

  کہ تحت گروپ/ ، . گروپ .2
 

 ہے۔    کے لیے تمال منقسم ہم سٹس معلول کیجیے ج

 کرو کہ  .3

 

 
ات

 

اہیای    اگرب

 
 

     اور  اگر  گروپ ہے م

 

ت

| |
| |⁄ 

 (Long Answer Type Questions)طویل جواب ات کے حامل سوالات 3.5.3

ا  .1  کرو کہ کوئی دو دائیں )ب ائیں( ہم سٹس ب 

 

 
ات

 

 تو غیر مشترک ہوں گے ب ا مماثل)مساوی( ہوں گے۔ہم سٹس کی تعریف کرو اور ب

 کرو۔ لگرانج .2

 

 
ات

 

 ے کو بیام اور ب
ی

 

قض

 کے 

   کے تمال ب ائیں ہم سٹس معلول کرو اورکا  (       ) گروپ +          *   اگر .3

 

اریہ   تحت گروپ ہے، ت

 

کا اش

 بھی معلول کرو۔
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اہیای   (   )اگر .4

 
 

     ہے اور  اگر   جس کا رتبہ  گروپ ہے م

 

 کرو۔ اکائی ہے۔    ،جہاں      ت

 

 
ات

 

 ب

ز کردہ کتابیں 3.6

 

د مطالعے کے لیےتجوی  زی 

 

 (Suggested Books for further Readings)م

1. I.N. Herstein: Topics in Algebra , Vikas Publishers 

2. Surjeet Singh and Qazi Zameeruddin: Modern Algebra, Vikas Publishers 

3. J.B. Fraleigh: A First course in Abstract Algebra 
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ارمل تحت گروپس اور خارج قسمت گروپس  ۔4اکائی 

 

  ن

Normal Subgroups and Quotient Groups)) 

زا ئیاکا

 

 
 کے اج

 تمہید    4.0

 مقاصد   4.1

 ے/مشقیں ت تعریفا   4.2
ی

 

قض

 اور حل شدہ 

 ئجاکتسابی نتا   4.3

 الفاظکلیدی    4.4

 نمونہ امتحانی سوالات   4.5

  حامل سوالاتمعروضی جوان ات کے   4.5.1 

 مختصر جوان ات کے حامل سوالات  4.5.2 

 طویل جوان ات کے حامل سوالات  4.5.3 

ز    4.6

 

د مطالعے کے لیے تجوی  زی 

 

 کتابیںکردہ  م
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 (Introduction)تمہید 4.0

شرط لگا کر اس کو گروپ اور پھر اس کا تحت گروپ معلول ہونے کے بعد ہم نے ہم سٹس کو بھی جام لیا۔ تحت گروپ پر ای  خاص  

ارمل تحت گروپس کے درمیام تفاعل دو 

 

ارمل گروپ کے بعض خواص اور ام کا حاصل ضرب اور ن

 

ا ہے۔ ن

 

ارمل تحت گروپ سے تعبیر کیا جان

 

ن

ارمل تحت گروپ کے

 

 ہیں۔ ن

 

ز حاصل کیے جا سکت

 

  ربطی خاصیت ہونے کو ن ان ا گیا ہے۔ کسی تحت گروپس کی مدد سے طبعی گر اور گروپ کے مرک

 

ٹ

تمال دائیں )ن ائیں( ہم سٹس  کا س

 

 
ا ہے، جسے 

 
 

 
 Factorن ا ضربی گروپ ) Quotient Group) خارج قسمت گروپ)گروپ ب

Group(کہتے ہیں جو آگے ہم مارفیت)Homomorphismا ہے۔

 

 ے میں استعماك ہون
ی

 

قض

 ( کے 

ز نا  ہوا ھااہم مسا

 

 رن اضی داوں  کی وجہ   کا مرک

 

ا ئل  میں سے ای  جو صدوں  ی

 

زرو  کے ررعہ  حل کرن

 

 
، ای  ثیر  رنی  مساوات کو ج

الیہ)

 

ارن

 

ز ہے آسانی کے ساتھ اور پھر سولہویں صدی عیسوی میں اطالوی رن اضی دا  ن زی 

 

-Tartalia, 1506ھا۔ دو درجی مساوات  حل ی 

ی مساوات )تیسرے درجے کی مساوات( کو حل کرنے کا طرCardon, 1501-1576( اور کارڈم)1557  
کعب

یقہ درن افت ( نے 

اگرد فیراری)

 

( کو حل کرنے کا Biquadratic Equationء میں چار درجی مساوات)1545( نے Ferrariکیا۔ کارڈم کے ش

 ن انچویں درجے ن ا اس سے زن ادہ درہ  کی مساوات کے حل کرنے کے متعلق کچھ بھی معلول نہ ہو 

 

طریقہ پیش کیا۔ اس کے بعد تین صدوں  ی

میں کسی مساوات  کے حل اور اس کے ریشو   1830اور  1828( نے  Galvi’s( اور گالوا)Abelك ال)رہیں عبقری اطفا  دو  سکا۔

ا۔  اگر کسی مساوات کے ریشو  کے باددلات کا گروپ ای  خاصیت دائیں اور ن ائیں ہم کو  ت  باددلو  کے گروپ کے درمیام علقاکے

 

پہچان

ز

 

ز ہوتی سٹس مساوای ہونے کی صورت میں گروپ کو خود حل ی  زی 

 

ز  ہے، خود حل ی  زی 

 

اظر گروپ حل ی 

 
 

ز کہتے ہیں۔ اور وہ مساواتیں جن کا م ی 

 ہیں۔

ز نظر اکائی کے  ا  ہے۔ زی 

 

 اہم روك ادا کرن

 

 
ز ی کی کسوٹی کے تعین کرنے میں نہای زی 

 

ارمل گروپ ایسا گروپ ہے جو اس حل ی 

 

ن

 نظرن ات)Group Theoryموضوعات گروپ نظرن ات)

 

 اہم کردار ادا کر  ( کے مطاRing Theory(، رن

 

 
لعہ م میں نہای

 ہیں۔ 

(

 

زدوج جماع

 

( کا تعارف کیا جایے گا۔ اور یہ Class Equations( اور جماعتی مساوت)Conjugate Classم

زدوج ہونے کا رشتہ معادلی رشتہ )

 

ا ہے۔Equivalence Relationدیکھا جایے گا کہ گروپ کے عناصر میں م

 

 ( ہون

 (Objectives)مقاصد 4.1

ا چاہیے کہاس 

 

 ہون
 
ارمل تحت گروپ کی تعریف کر سکیں اس شرط کو کسی تحت گروپ پر آزما  اکائی کی تکمیل پر آپ کو اس قاب

 

ن

 ے 
ی

 

قض

ارمل تحت گروپ ہونے کے لیےبعض 

 

 ہو جائیں۔ ن
 
ارمل ہے ن ا نہیں پہچام سکیں۔ مثالیں دینے کے قاب

 

سکیں۔دن ا ہوا تحت گروپ ن

 

 

 
ای

 

( Normalizerضربی گروپ کی تعریف اس کے گروپ ہونے کی تصدیق کر سکیں۔ طبعی گر)  گروپ ن اکر سکیں۔ خارج قسمت ن
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ز )

 

زدجوج اور جماعتی Centreاور گروپ کے مرک

 

ارمل تحت گروپ ہو  ہیں۔ م

 

(  کی تعریف کر سکیں اور یہ تصدیق کر سکیں کہ یہ ن

 مساوات کی تعریف کر سکیں۔

 ے/مشقیں ت تعریفا 4.2
ی

 

قض

 ((Definitions and Solved Theorems/Exerciseاور حل شدہ 

ارمل تحت گروپ

 

 (Normal Subgroup)ن

ارمل تحت گروپ کہتے ہیں اگر   کے تحت گروپ   ای  گروپ   تعریف:

 

         کے لیے     اور        کو ہم ن

زقیم

 

  اس کو ہم     اگر گروپ  :(Notation)ی

 

ارمل تحت گروپ ہے،  ی

 

ز سے     کا ن
 
 کریں گے۔ظاہ

 وںٹ:

ارمل ہوگا کیو  کہ  اگر  .1

 

ز تحت گروپ ن
 
  وج اس کا ہ

 

 گروپ ہے ی

 

ن
 
 ی لی
ب

 ا

      اور        

            
    
     

ارمل تحت گروپس ہو  ہیں  اور  + *( Improper Subgroupsکے لیے غیر واجبی تحت گروپس)    .2

 

 ن

                   * + 

دا

 

ہ
ارمل + *ل

 

 تحت گروپ ہے۔ن

      اور        کے ن ارے میں  اور  

        

دا  چو  کہ سارے ہی عناصر  

 

ہ
     میں موجود ہیں، ل

 گروپ جس کا  .3

 

ن
 
 ی لی
ب

) کوئی بھی غیر ا

 

ن

ٹ

 ملی
ہ ب

ارمل ہو ، 

 

ز تحت گروپ ن
 
ا ہے۔Hamiltonہ

 

 ( گروپ کہلان

ارمل تحت گروپ  .4

 

 گروپ کےکوئی واجبی ن

 

ن
 
 ی لی
ب

 ( گروپ کہتے ہیں۔Simpleنہیں ہو  اس کو سادہ)جس کسی غیر ا

ارمل ہوگا اگر اور صرف  اگر   کا تحت گروپ    کسی گروپ ۔1قضیہ

 

                ن

زض کرو کہ  ثبوت۔

 

             ف

ا ہوگا کہ 

 

 کرن

 

 
ای

 

  ہمیں ن

 

ارمل  تحت گروپ ہے۔  ی

 

 ن

 اب

        

             

                  

دا  

 

ہ
ارمل  تحت گروپ ہے۔  ل

 

 ن

زض کریں کہ 

 

ا ہوگا کہ   ن العکس اگر ف

 

 کرن

 

 
ای

 

  ہمیں ن

 

ارمل  تحت گروپ ہے، ی

 

                ای  ن
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ارمل  تحت گروپ ہے، اس لیے  چو  کہ 

 

 ای  ن

                   

(1).....             

 سکتا ہے کہاسی طرح یہ بھی کیا جا 

    (   )                         ,      - 
   (     )          
  (    ) (    )        
            

(2).....              

        ( کی مدد سے نتیجہ یہ نکلا کہ 2( اور )1مساوات )

 ہوا۔

 

 
ای

 

 قضیہ ن

     گروپ   اگر ۔2قضیہ

 

ارمل تحت گروپ ہوگا اگر اور صرف اگر   کا ای  تحت گروپ ہے، ی

 

 کا    ن

ٹ

 اور دان ا  ہم س

ٹ

ن ان ا  ہم س

ز ہو ۔ زای   ی 

زض کرو کہ  ثبوت۔

 

ا ہوگا کہ    ف

 

 کرن

 

 
ای

 

  ہمیں ن

 

ارمل تحت گروپ ہے، ی

 

               ن

ارمل تحت گروپ ہے، اس لیے   چو  کہ  

 

 ن

                   

 (     )     
   (    )     
                   
                    

ز لیے جائیں یعنی،  زای   ی 

ٹ

 اس کے ن العکس اگر ن ان ا  اور دان ا  ہم س

     ،      

ا ہوگا کہ  

 

 کرن

 

 
ای

 

   ن

 

ارمل تحت گروپ ہے۔   ی

 

 ن

        
          

             
            

              

ارمل تحت گروپ ہوا۔   چنانچہ 

 

 ن

 ہوا۔

 

 
ای

 

 قضیہ ن

ارمل تحت گروپ ہوگا  اگر اور صرف اگر  ای  تحت گروپ کا   کسی گروپ ۔3قضیہ

 

کے دو دائیں)ن ائیں( ہم سٹس کا حاصل    ، ن

 ہوگا۔  ضرب پھر دان ا )ن ان ا ( 

ٹ

 کا ہم س

زض کرو کہ  ثبوت۔

 

     کا   گروپ کسیف

 

ارمل تحت گروپ ہے۔ ی

 

 ای   ن
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            کے تین دائیں ہم سٹس   اور

 

 ہیں۔ ی

       (  )  

ارمل ہے  چو  کہ [

 

  (  )             ]اس لیے  ن

   (  ) 

                     ]  تحت گروپ ہے   چو  کہ [

زض کریں کہ 

 

             اس کے ن العکس اگر ہم ف

ا ہے کہ  

 

 کرن

 

 
ای

 

  ہمیں ن

 

ارمل تحت گروپ ہوگا۔ وجہ  کرو   ی

 

     اور        ای  ن

      (  )(    ) 
   (    ) 
  (    ) 
    
   

ارمل تحت گروپ ہوا۔  اس لیے  

 

 ای  ن

ا ہے۔اسی طرح یہ قضیہ ن ائیں ہم سٹس کے لیے 

 

زن

 

 بھی پورا ای

 ہوا۔

 

 
 چنانچہ قضیہ چای

ارمل تحت کسی ۔4قضیہ 

 

ارمل تحت گروپ ہوگا۔ Intersectionکا تقاطع ) گروپس  دو ن

 

 ( بھی ن

 ن ا 

      کسی گروپ   اور  اگر 

 

ارمل تحت گروپس ہیں ی

 

ارمل تحت گروپ ہوگا ۔  بھی     کے دو ن

 

 کا ای  ن

زض کرو کہ   ثبوت۔

 

ارمل تحت گروپس ہیں   کسی گروپ   اور   ف

 

 ۔کے دو ن

  

 

تحت گروپ ضرور       ( Intersectionاس لیے ام کا تقاطع) ہیں ضرور  تحت گروپس   اور  چو  کہ بنیادی طور پر  ی

 ہوگا۔

ا ہوگا کہ 

 

 کرن

 

 
ای

 

ارمل بھی ہوگا۔      اب ہمیں یہ ن

 

    ،     اور         اس کے لیے اگر   ن

 

           ی

ارمل تحت گروپس ہیں    اور  اب  چو  کہ  

 

 ۔ اس لیےن

         

               اور

                   چنانچہ

 ہوا کہ 

 

 
ای

 

دا ن

 

ہ
ارمل تحت گروپ ہے      ل

 

 ۔ن

ارمل تحت گروپس ہوگا۔ :(Corollaryصریح نتیجہ)

 

ارمل تحت گروپس کا تقاطع بھی ن

 

 کئی ن

ارمل تحت  گروپ     اگر ۔5قضیہ

 

  اس کا کوئی بھی ن

 

ی   ای  گروپ ہے ی  
قلی ب

 

ت

 کے ساتھ 

ٹ

کے غیر خالی تحت س
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ا ہے۔Commutative Propertyخاصیت)

 

 ( پوری کرن

زض کرو کہ  ثبوت:

 

ارمل  کسی گروپ   ف

 

ا ہے کہ  گروپ    تحت گروپ ہے اور کا ن

 

 کرن

 

 
ای

 

  ہمیں ن

 

 ہے۔ ی

ٹ

 کا غیر خالی تحت س

      

زض کرو کہ 

 

                ف

ارمل  چو  کہ  

 

  تحت گروپ ہے اس لیےن

                       

   کہ
 
 ج

                           

 اور       غور  کرو کہ 

          
  (     ) 
                                   

(1).....                       

 اور       اسی طرح  

          
 (     )  
                                   

(2).....                       

ا ہے کہ   (2)اور  (1)مساوات 

 

      کی مدد سے معلول ہون

 ہوا۔

 

 
ای

 

 قضیہ ن

ارمل ہوگا۔ ۔6قضیہ

 

ز تحت گروپ ن
 
 گروپ کا ہ

 

ن
 
 ی لی
ب

 ا

زض کرو کہ ثبوت۔

 

 گروپ ہے اور   ف

 

ن
 
 ی لی
ب

ا ہے کہ   ای  ا

 

 کرن

 

 
ای

 

  ہمیں ن

 

ارمل تحت گروپ ہوگا۔  اس کا تحت گروپ ہے ۔ ی

 

 ن

زض کرو کہ  

 

  غور کرو کہ چو       اور    اور      ف

 

 گروپ ہے اس لیے   کہاکائی ہے۔ ی

 

ن
 
 ی لی
ب

 ای  ا

       (    ) 
    
     

 چنانچہ

                     

ارمل ہوگا۔

 

ز تحت گروپ ن
 
 گروپ کا ہ

 

ن
 
 ی لی
ب

 ہوا کہ  ا

 

 
ای

 

دا ن

 

ہ
 ل

 کرو کہ  +              *  ای  گروپ ہے اور   اگر ۔1مثاك

 

 
ای

 

  ن

 

ارمل ہے۔    ی

 

 ن

  ای  گروپ ہے اور   گیا ہے کہ   دن ا ثبوت۔

  *              + 
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 کریں گے کہ 

 

 
ای

 

 کریں گے کہ اگر    پہلے ہم یہ ن

 

 
ای

 

          ای  تحت گروپ ہے۔  جس کے لیے ہم یہ ن

 

     ی
     

دا اگر 

 

ہ
          ل

 

      ی

        

             اور

 ہوگا۔

 غور کرو کہ

        
            

  (   )  
     

  (   )  
  

 

      (  
   )(    

  )  (  
    )(   

  ) 
                     (  

   )   (   
  ) 

                             
       

  
 

                                
     

 اب

(    
  )    (  

   ) 
   (   

  ) 
 (   )  

  
 

 (   )  
  

 

  (    
  ) 

                              
                 

 ہوا کہ  

 

 
ای

 

ارمل ہے  اب یہ بتانے کے لیے کہ  ای  تحت گروپ ہے۔    چنانچہ یہ ن

 

       اور     وجہ  کرو    ، ن

 

 ی

      (  )    
 (  )    
  (    ) 
    
     

 ہوا کہ 

 

 
ای

 

دا ن

 

ہ
ارمل تحت گروپ ہے۔  گروپ    ل

 

 کا   ن

( ) کا تحت گروپ ہے اور  گروپ    اگر  ۔2مثاك  *        ⁄  کرو کہ   +  

 

 
ای

 

  ن

 

 ی

 کا تحت گروپ ہے    گروپ( )  (1)

ارمل تحت گروپ ہے     (2)

 

 اور  کا ( ) ن

ارمل تحت گروپ ہوگا اگر اور صرف اگر  کا   گروپ    (3)

 

( ) ن    

( ) کا ای  تحت گروپ ہے اور  گروپ    دن ا گیا ہے کہ  ثبوت۔  *        ⁄   +   

 کرنے کے لیے   کو  ( )  (1)

 

 
ای

 

 کا تحت گروپ ن

زض کرو کہ 

 

   ( )     ف

 

 ی
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 اب

        

                (     )        
         (    ) (    )        
                                         
                                            
                                      ( ) 

  غور کرو

 

 ی

(    ) (    )             
  (     )    
       
   

                                   ( ) 

دا

 

ہ
 ہوا کہ   ل

 

 
ای

 

 کا تحت گروپ ہے۔    گروپ( )  ن

 کرنے کے لیے کہ  (2)

 

 
ای

 

زض کرو کہ   کا ( )  تحت گروپ  یہ ن

 

ارمل تحت گروپ ہے  ف

 

      ن

 

 ی

        

                                       ( ) 
                                      ( ) 

   کا ( ) تحت گروپ ہے    اور  

 کرنے کے لیے  اب 

 

 
ای

 

ارمل ن

 

زض کرو کہ  کو ن

 

 ف

   ( )   

 

 ی

        

 ہوا کہ

 

 
ای

 

ارمل ہے۔    اس سے یہ ن

 

 ن

 کرنے کے لیے کہ   (3)

 

 
ای

 

ارمل تحت گروپ ہے کا   گروپ   یہ ن

 

( ) اگر اور صرف اگر  ن    

زض کرو کہ  

 

ا ہوگا کہ کا   گروپ   ف

 

 کرن

 

 
ای

 

  ہمیں ن

 

ارمل تحت گروپ ہے، ی

 

( ) ن    

زض کرو کہ  

 

      اب ف

 

ارمل   ی

 

 ہونے کی وہ  سےکے ن

 

         

                                       ( ) 
                                      ( ) 

( ) اور چو  کہ     

                             ( )    

( )  اگر ن العکس ا ہوگاکہ   

 

 کرن

 

 
ای

 

ارمل ہے    وج ہمیں ن

 

 میں۔     ن

زض کرو کہ 

 

      ف

 

 ( )    ی
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 وج پھر

        

ا ھا۔  اس لیے 

 

 کرن

 

 
ای

 

ارمل ہے۔  یہی ن

 

 ن

 کرو کہ ۔3مثاك

 

 
ای

 

(   )  ن  20
  
  
1   ⁄ ارمل تحت گروپ ہے  3               

 

ای  ن

(   )   گروپ  20
  
  
1   ⁄  کے لیے۔ 3               

 کا (   )  ای  تحت گروپ ہے   (   )   ہمیں معلول ہے کہ ثبوت۔

 

 

 
ای

 

ارمل ن

 

ا ہوگا  اب اسے ن

 

 کرن

زض کرو کہ  

 

    (   )         (   )    ف

 

 ی

                 

 وجہ  کرو کہ

   (     )          (    )   
        (    )   
      (    )   
   

                           (   ) 

ارمل ہے۔ (   )  اس لیے 

 

 ن

 ہوا۔

 

 
ای

 

 ن

20  اگر ۔4مثاك
  
  
1   ⁄ ا   3           ارمل تحت گروپ ہے۔ (   )   گروپ  ہو وج معلول کرو کہ آن 

 

 کا ن

(   )   ہم جانتے ہیں کہ حل۔  20
  
  
1   ⁄ ز ہے کہ   3               

 
  ظاہ

 

ضربی گروپ ہے ی

  20
  
  
1   ⁄  ہوگا۔ 3          

ٹ

 اس کا تحت س

             اگر

 

 لیے جائیں ی

  0
  
  
1    

 (   )     اور    یعنی اکائی موجود ہے، اس لیے 

]  اگر 
    
   

]        [
    
   

]      

 

                  ی

 اب

    
     

    
 

 
 

    
[
     
   

]           

  غور کرو

 

 کہ ی
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[
    
   

] [
     
   

] 

 
 

    
[
              
     

]    

 کا تحت گروپ ہے۔ (   )   گروپ اس لیے  

زض کرو کہ  

 

 کرنے کے لیے ف

 

 
ای

 

ارمل ن

 

0  اب ن
  
  
1    (   ) 

 

ٹ

  ن ان ا  ہم س

 

 ی

   2   ⁄  0
  
  
1              3 

 20
       
       

1   (     )   ⁄                 3 

 

ٹ

 اور دان ا  ہم س

   2   ⁄  0
  
  
1              3 

 20
          
    

1 (     )     ⁄                   3 

ز نہیں ہے۔     چو  کہ   زای   ی 

ٹ

 یعنی دان ا  اور ن ان ا  ہم س

دا 

 

ہ
ارمل تحت     ل

 

 گروپ نہیں ہے۔ن

ارمل تحت گروپس ہیں کسی گروپ   اور  اگر  ۔7قضیہ

 

    + *    کے اور دو ن

 

ز عنصر   ی
 
ی   ہ  

قلی ب

 

ت

ز عنصر کے ساتھ 
 
کے ہ

ا ہے۔

 

 خاصیت پوری کرن

ارمل تحت گروپس ہیں اور کسی گروپ   اور  دن ا گیا ہے کہ  ثبوت۔

 

    + *    کے  دو ن

زض کرو کہ 

 

    اور     ف

ا ہے کہ

 

 کرن

 

 
ای

 

  ن

 

       ی

       اور       اور یہ بھی ہوگا کہ  

                ہونے کی وہ  سے         اور

  ہیں کہ   اب

 

ارمل ہونے کی وہ  سے ہم کہہ سکت

 

          ن

 خاصیت کی نا  پر ثنائیاور پھر 

(1).....                  

ارمل ہونے کی وہ  سے  اور  

 

                             ن

 خاصیت کی نا  پر ثنائیاور پھر 

(2).....                 

 کی مدد سے( 2)اور ( 1)مساوات
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             * + 
                                
                              

                                    

                                      

                                     
                                          
                                           

 ہوا۔

 

 
ای

 

 قضیہ ن

ارمل تحت گروپس ہیں وج   کسی گروپ   اور  اگر  ۔8قضیہ

 

ارمل تحت گروپ ہوگا۔  کے دو ن

 

 بھی ای  ن

زض ثبوت۔

 

        اکائی عنصر ہے وج پھر    کرو کہ ف

⁄     *    اور     + 

           ,         - 

زض کرو کہ

 

        ف

زض کرو کہ

 

  ف

 

 ی

                 

                     اور

 اب غور کرو کہ

     (    )
  (    ) 

 (  
    

  )(    ) 

 (  
    

    )(  ) 

   
  (  

    )(    
  )  [     

    ] 

 {  
  (  

    )  }(  
    )     ,   

      - 

ارمل ہے    اور

 

  اور ن
       

ا ہے کہ 

 

د ہون

  

 ای  تحت گروپ ہے۔   اس سے اخ

ارمل کی شرط دیکھتے 

 

 ہیںاب ہم ن

زض کرو کہ

 

  کہ               ف
 
       ج

 اب

       (  )    
   (    )     
 (     )(     )     

 ہوا کہ

 

 
ای

 

ارمل تحت گروپ ہے۔     چنانچہ یہ ن

 

 ن

 کرنے کے لیے    وںٹ:

 

 
ای

 

 کرنے کی بجائے          قضیہ ن الا میں تحت گروپ ن

 

 
ای

 

 کی         ن

 

 کیا گیا سہول

 

 
ای

 

ن
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 خاطرجو کہ وں  بھی لیا جا سکتا ہے۔

      اور ہے میں تحت گروپ  کسی گروپ   اگر  ۔9قضیہ

 

 ۔کا    تحت گروپ ہوگا +         *       ی

زض ثبوت۔

 

   ، اکائی عنصر ہے    کرو کہ ف

 

               ی

دا 

 

ہ
         ل

زض کرو کہ

 

           ف

زض کرو کہ

 

  ف

 

 ی

      
             

            

 کرو کہ وجہ اب 

     (    
  )(    

  )   

 (    
  )(   

     ) 

 (   )( 
   )(  

     ) 

 (   )( )(  
     ) 

  (    
  )          [     

    ] 

 ہوا کہ

 

 
ای

 

 ۔کا   تحت گروپ ہے      چنانچہ یہ ن

زدوج تحت گروپ )   کو     تبصرہ:  

 

اہم        (  کہتے ہیں۔ عال طور پر Conjugate Subgroupکا  م

 

ن

                اگر

 

ا ہے ن ا خود زوجی)   ہو جایے ی

 

ارمل ہون

 

( Invariant(ن ا  غیر متغیر)Self- Conjugateن

ا ہے۔

 

 تحت گروپ ہون

اریہ   ای  گروپ ہے اور     اگر ۔10قضیہ

 

ا ہے۔       ہے) 2اس کا تحت گروپ ہے جس کا اش

 

ارمل تحت  گروپ ہون

 

   ن

 

 ( ی

 کا  تحت گروپ ہے گروپ   دن ا گیا ہے کہ  ثبوت۔

اریہ    اور

 

 ہے 2کا اش

ا ہے کہ۔ کے دو ہی مختلف ہم سٹس ہو  گےدائیں ن ا ن ائیں  یعنی 

 

 کرن

 

 
ای

 

ارمل ہوگا۔   ہمیں ن

 

 ن

زض کرو کہ

 

    ف

  دو دائیں ہم سٹس  

 

 ہو  گے     ی

 ہو  گے       اور دو ن ائیں ہم سٹس

ا        اب ممکن یہ ہے کہ  ۔ہوگا     ہوگا ن 

    ،ہو      اگر

 

 ی

        

 یعنی ن ائیں اور دائیں ہم سٹس مساوی ہیں 
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دا

 

ہ
ارمل تحت گروپ ہوگا    ل

 

 ن

  ،     اور اگر

 

 ی

              

اریہ    اور چو  کہ

 

 ہے اس لیے 2کا اش

ا چاہیے           

 

 ہو جان

 اس لیے

      

ا ہے کہ

 

 ہون

 

 
ای

 

دا پھر ن

 

ہ
ارمل تحت گروپ ہے۔   ل

 

 ن

 ہوا۔

 

 
ای

 

 چنانچہ قضیہ ن

 (Quotient Group/Factor Group)گروپ ضربیخارج قسمت گروپ/

    گروپ ہے اور(   )اگر   تعریف:

 

ارمل تحت گروپ ہے ی

 

  اس کا ن

ٹ

 کے تمال ہم سٹس کا س

 

 
جو کہ گروپ +      * 

ا ہے ہم سٹس کے ضرب کے ثنائی عمل

 

                 کے  تحت یعنی  ہون
 

 
 

 

 

 
ا ہے۔

 

 خارج قسمت گروپ/مخروجی گروپ کہلان

ارمل تحت گروپ ہے اس لیے اس کے دائیں ن ا ن ائیں   چو  کہ وںٹ:

 

ا ہے۔ن

 

زق نہیں ہون

 

 ہم سٹس میں ف

دا

 

ہ
 ل

 

 
                  بھی لیا جا سکتا ہے جہا +      * 

    گروپ ہے اور   اگر ۔11قضیہ

 

ارمل تحت گروپ ہے ی

 

   اس کا ن

ٹ

کے تمال ہم سٹس کا س

 

 
ہم سٹس کے  +      * 

ا ہے۔ ضرب کے ثنائی

 

 عمل کے تحت گروپ ہون

ارمل تحت گروپ ہے   گروپ ہے اور    دن ا  گیا ہے کہ  ثبوت۔

 

 اس کا ن

     اور

 

 
 *      + 

ا ہے کہ

 

 کرن

 

 
ای

 

ہمیں ن

 

 
ا ہےہم سٹس کے ضرب ثنائی عمل سے 

 

 گروپ ہون

زض کرو کہ (: Closure Property)بندشی خاصیت .1

 

      ف
 

 
       

  

 

          ی
 

 
              ,             - 

دا بندشی خاصیت پوری ہوئی

 

ہ
 ل

         اگر  (:Associative Property)تلازمی خاصیت .2
 

 
       

  

 

 ی

  (     )      (  ) 
   (  ) 
  (  )  
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 (     )   

 بھی پوری ہوئیتلازمی خاصیت 

زض کرو کہ  چو  کہ   (:Existence of Unity)اکائی کا وجود .3

 

       گروپ ہے ۔ ف

 

    اکائی ہے، ی
 

 
 

 اس طرح سے کہ

                
 

 
 

 ہوا کہ

 

 
ای

 

    اس سے ن
 

 
 اس کی اکائی ہے۔  

 وہ  سےگروپ ہونے کی   (: Existence of Inverse)معکوس کا وجود .4

           

  اس لیے

        
 

 
 

  

 

 ی

                 

 (  )        
 

 
 

اس سے معلول ہوا کہ  

 

 
ز عنصر
 
 کا معکوس     کے ہ

 

 
 ۔میں موجود ہے 

 ہوا کہ اس لیے چو  کہ گروپ کی تمال شرائط پر پوری ہوئیں۔ 

 

 
ای

 

 ن

 

 
  گروپ ہے۔

.   وںٹ:
 

 
/  

 ( )

 ( )
 

 گروپ کا خارج قسمت گروپ  ۔12قضیہ

 

ن
 
 ی لی
ب

ز ا
 
  ہ

 

ن
 
 ی لی
ب

ا ہے ۔ ا

 

 ہون

زض کرو کہ  ثبوت۔

 

 گروپ ہے اور   ف

 

ن
 
 ی لی
ب

     ا

 

ز   اس کا تحت گروپ ہے۔ ی
 
 گروپ کا ہ

 

ن
 
 ی لی
ب

ا ہے، چو  کہ  ا

 

ارمل تحت گروپ ہون

 

ن

ا ہے۔  تحت گروپ

 

ارمل ہون

 

 ن

ز

 

ض کرو کہ   ف

 

 
 خارج قسمت گروپ ہے 

ا ہے کہ 

 

 کرن

 

 
ای

 

ہمیں ن

 

 
 ہوگا  

 

ن
 
 ی لی
ب

 ا

زض کرو کہ 

 

         ف

 

  ی

      
 

 
 

 پھر

          
                         ,             - 
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 ہوا کہ

 

 
ای

 

دا ن

 

ہ
 ل

 

 
 ہے۔  

 

ن
 
 ی لی
ب

 ا

  خارج قسمت گروپ  گروپ ہے اور (   )اگر وںٹ:

 

ارمل تحت گروپ ہے ی

 

 اس کا ن

 

 
ہوگا اور  +       * 

 یہا  ثنائی عمل اس طرح ہوگا  

(   )  (   )    (   ) 

 اس کی اکائی 

    
 

 
 

ا ہے چنانچہ     معمولی جمع کی صورت میں

 

        ہون
 

 
ا ہے۔

 

 اکائی ہون

 :تصدیق 

(   )  (   )    (   ) 
     

    معکوساور 
 

 
 کے لیے    

(   )  *  (  )+    *  (  )+ 
     

 ہوگا۔ (  )     (   ) یعنی  

 تحت گروپ ہے۔     گروپ ہے اور(   ) اگر  ۔5مثاك

 

  
 معلول کرو۔

   حل۔

 

دا   ی

 

ہ
ا ہے ل

 

 ہون

 

ن
 
 ی لی
ب

ارمل تحت گروپ ہوگا۔   ا

 

 ن

دا

 

ہ
 ل

 

 
 
 

  
 *             + 

 چو  کہ

  *                    + 
   *                 + 

     *                  + 
     *                  + 
     *                    +     

 اسی طرح

          
          

                      

.اور یہ
 

  
دوك سے تصدیق  /   ا ہے جس کی شرائط حس  ریل خ 

 

 کی جا سکتی ہیں: خارج قسمت گروپ ہون

               

                
                  
                  

ز نتیجہ
 
ا ہے کہ ہ

 

ز کرن
 
دوك بندشی خاصیت کو صاف ظاہ  ۔ہے   کا عنصر ہے جس میں اکائی       خ 
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 اور

 ہے     کا معکوس   

 ہے (    )کا معکوس (    )

 ہے(    )کا معکوس  (    )

 ۔تلازمی خاصیت بھی پوری ہوگیاور 

.اس لیے  ۔ تمال شرائط پوری ہوتی ہیں چو  کہ گروپ کی
 

  
 خارج قسمت گروپ ہے۔/  

زرعہ  جمع      اگر   ۔6مثاك

 

( )    اور 18بہ مقیاس  گروپ ہے ی    تحت گروپ ہے۔ +      * 

 

  ی

 

 
 معلول کرو۔

     +            *      دن ا گیا ہے کہ   حل۔

( )    اور  *      + 

  

 

.   ی
 

 
/  

 ( )

 ( )
 
  

 
   

 ہم سٹس درج ریل ہو  گے:مختلف  6اور 

 

 
 
   
( )
 *                       + 

 وغیرہ بنیں گے وہ ام ہی میں سے کسی کسی کے مماسل ہو  گے       ن اقی اور جو ہم سٹس 

(  )   اگر   ۔7مثاك (  )   اور  +                                          *   *    + 

  خارج قسمت گروپ  

 

ی

 

 
 معلول کرو۔

 حل۔

 

 
.   کا رتبہ  

 

 
/  

 ( )

 ( )
 
  

 
   

ا ہے بہ مقیاس   (  )  اور ن اد رہے کہ

 

زرعہ  ضرب ہون

 

 32گروپ ی 

اس لیے

 

 
 عناصر ہو  گے۔ +                          * 

   ضربی گروپ ۔8مثاك

   

( )
 معلول کرو۔کا رتبہ   

 ہمیں معلول ہے کہ حل۔

    *            + 

|   |      اور     

 اور

( )  *                                 + 
|( )|     

   

( )
 کا رتبہ  
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 (
   
( )
)  
 (   )

 ( )
 
  

  
   

ارمل گر

 

 :(Normalizer)ن

زض کرو کہ

 

     ف

 

ارمل گر )     ای  گروپ ہے ی

 

قلی ب  کر  ہیں۔ اس   کے وہ عناصر ہیں جو    (  Normalizerکا ن

 

ت
سے 

- ,  سے تعبیر کر  ہیں  یعنی  - , کو  *     ⁄    + 

ز

 

 :(Centre of a Group)گروپ کا مرک

زض کرو کہ 

 

    ف

 

ز     ای  گروپ ہے ی

 

 ہے جو    کا مرک

ٹ

قلی ب    کے ام عناصر کا س

 

ت
ز عنصر سے 

 
کر  ہیں۔  (Commutate)کے ہ

⁄     * ( ) سے تعبیر کر  ہیں یعنی( ) اس کو          + 

ا ہے۔  کسی گروپ   ۔13قضیہ

 

ارمل تحت گروپ ہون

 

ز ن

 

 کا مرک

 میں دن ا گیا ہے۔ 1مثاك  اس کا ثبوت ثبوت۔

       ای  گروپ ہے اور  اگر  ۔14قضیہ

 

ارمل گر )   ی

 

ا ہے - , ( Normalizerکا ن

 

 کا اور اگر   تحت گروپ ہون

ز میں ہو(  ( )   

 

    )یعنی مرک

 

- ,  ی    

زض کرو کہ ثبوت۔

 

 اکائی ہے    ف

- ,  ہمیں معلول ہے کہ  *     ⁄      جہا  +   

⁄     * ( )  اور ا   +         ⁄     * ( ) ن          + 

ا ہے       چو  کہ

 

- ,  چنانچہ   - ,     اس لیے، ہون    

زض کرو کہ 

 

  - ,     ف

 

 ہوگا       اور       ی

  غور کرو کہ

 

 ی

 (  )  (  )  (  )   (  ) 
  (  ) 
 (  )  

دا

 

ہ
 - ,       (1)..... ل

 اور پھر 

      
     (  )       (  )    
      (    )  (    )     
             ( )  ( )     
                         

دا

 

ہ
 - ,        (2).....  ل

ا ہے کہ ( 2)اور ( 1)مساوات 

 

د ہون

  

 ۔کا تحت گروپ ہے    گروپ- , کی مدد سے یہ اخ
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ز   ( )    اب اگر
 
  ہ

 

 ہوگا۔       کے لیے     ی

- , اس لیے     

- , اس طرح ہے کہ      اس کے ن العکس اگر  ہے۔   

  

 

 ( )    وج پھر       کے لیے    ی

دا  

 

ہ
- , ل    

 ہوا۔

 

 
ای

 

 قضیہ ن

اہی گروپ ہے اور   اگر  تبصرہ:

 
 

    ( )    م

 

(- , ) ی  ہوگا۔  ( )  

 وںٹ:

 ( )  ⋂ , -

   

 

زدوج اور جماعتی مساوت

 

 (:Conjugate and Class Equation)م

زض کرو کہ

 

       ای  گروپ ہے اور   ف

 

ا ہے اگر کسی       کو      ی

 

زدوج کہا جان

 

 ہو۔         کے لیے    کا م

ا ہے۔عناای  گروپ کے  ۔15قضیہ

 

زدوج ہونے کا رشتہ معادلی رشتہ ہون

 

 صر میں م

 کسی رشتہ کو معادك ہونے کے لیے تین  شرائط پوری ہونی چاہیے: ہمیں معلول ہے کہ ثبوت۔

 (Reflexive)رجعی (1)

 (Symmetric)متشاکل (2)

ز (3) زی 

 

 (Transitive)انتقاك ی 

       چو  کہ (1)

 

 صحیح ہے        اکائی ہے ی

 یعنی رشتہ رجعی ہے     اس لیے

زض کرو کہ (2)

 

  کسی      ف

 

 ہوگا       کے لیے     ی

 اس لیے      پھر چو  کہ 

         (     )  
 (    ) (    ) 
     
   

            

دا رشتہ متشاکل ہے

 

ہ
 ۔ل

زض کریں کہ  (3)

 

       اور    اگر ف

 

 ہو ی

         کہ     
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 ہوگا         کہ      اور  

 پھر

         

   (     )    

 (  ) (      ) 
 (  ) (  )                    ,       - 

          

ز ہے۔ زی 

 

 یعنی رشتہ انتقاك ی 

زدوج ہونے کا رشتہ معادلی ہے۔

 

 ہوا کہ م

 

 
ای

 

و  شرائط پوری ہو گئی ۔ اس لیے یہ ن

 

 

 

 چو  کہ ت

 

 

زدوج جماع

 

 (:Conjugate Class)م

       ای  گروپ ہے اور   اگر

 

) ی

 

زدوج جماع

 

 ہے جو  ( Conjugate Classکی م

ٹ

زدوج    کے ایسے عناصر کا س

 

کے م

ا ہےہیں اور اس کو وں

 

ز کیا جان
 
   ظاہ

 , -  *         + 

ا ہے۔ چنانچہ گروپ  :(Remarkتبصرہ)

 

 کو ن اہم غیر مشترک معادلی جماعتو  میں تقسیم کرن

ٹ

 پر کوئی معادلی رشتہ س

ٹ

ن اد رہے کہ ای  س

ا ہے اور پھر  

 

 بھی غیر مشترک معادلی جماعتو  میں منقسم ہو جان

 ( )   (⋃ , -

   

) 

زدوج جماعتو  میں عناصر کی تعداد  کا مجمعوہ    یعنی 

 

اہی ہو وج م

 
 

ز ہوگا۔کے  رتبہ  م زای     کے ی 

 گروپ ہےاور    اگر  :(Remarkتبصرہ)

 

ن
 
 ی لی
ب

      ای  ا

 

کا   یعنی                   کے لیے     ی

زدوج صرف

 

دا    م

 

ہ
ا ہے۔ ل

 

 میں صرف    ہی ہون

 

زدوج جماع

 

ا ہے۔   کی م

 

امل ہون

 

دا   ہی ش

 

ہ
- , ل  , - 

 

 

ن
 
 ی لی
ب

 ہے۔اس کا مطلب یہ ہے کہ ای  ا

 

زدوج جماع

 

داگانہ م ز عنصر خود ای  خ 
 
 گروپ میں ہ

اہی گروپ ہے اور   اگر ۔16قضیہ

 
 

        ای  م

 

   ی

 

زدوج جماع

 

میں عناصر کی تعداد - , کی م

 ( )

 ( , -)
اریہ - , یعنی   

 

کے اش

ز ہوگی۔  زای  زا  کے  ی  دی  زی 

 

 م

 ( )  ∑ , -

   

 

- ,    نقشغور کرو  ثبوت۔  *  , - ( )  جہا  +              اور  - ,    

 معرف ہے۔ خوش  وج ہم دیکھتے ہیں کہ

                 اس طرح سے ہو  کہ- ,   اگر 

 

 ی

   (     )     (     )  
                          
                       , - 
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- ,  اور - ,     یعنی     , - 

 ، ای  ہے ای    اب یہ بتانے کے لیے کہ 

زض کرو کہ  

 

( )  اور اگر  - ,      ف   کسی    ( )  

 

 کے لیے      ی

         اور       

                  
                    

 ۔ای  ای  ہے  چنانچہ 

زتفاعل)  اور اب یہ بتانے کے لیے کہ  زض کرو کہ  ( ہےOnto Functionی 

 

       ف

 

 ی

      
   (  )    (  )    
                         

د  - ,       یعنی 

 

ہ
(     )  ال دا   - ,   

 

ہ
ز تفاعل ہے  ل  ی 

(- , )  چنانچہ   ( , -) 

دا

 

ہ
ا  کا - ,    ل

 

ریہ میں اش

 ( )

 ( , -)
ا    ∑ ( )   ن   , -    

 ہوا۔

 

 
ای

 

 قضیہ ن

 :(Class Equation)جماعتی مساوات

زض کرو کہ

 

اہی گروپ ہے ۔ مساوات      ف

 
 

( ) ای  م   ( ( ))  ∑
 ( )

جہا   جمع کا عمل ای  سے زائد عناصر رکھنے والی  (- , ) 

ا ہے۔ گروپ 

 

ز ای  سے ای  عنصر کو لے کر کیا جان
 
زدوج جماعتو  میں سے ہ

 

ز م

 

ی ال Class Equationکی جماعتی مساوات )   م 

 

( کا ن

 دن ا گیا ہے۔ گون ا 

 ( )               

ز کے عناصر کی تعداد اور    جہا  پر

 

زدوج جماعتو  میں عناصر کی تعداد ہے۔             مرک

 

 غیر واجبی م

زض کرو کہ  ۔9مثاك

 

     کا رتبہ     ( ہے اور گروپPrime Numberد صحیح دد)ای  مفر ف

 

(( ) )  ہے۔ ی یعنی   

ا ہے۔Non Trivial) گروپ غیر واجبی کاد دد کا کسی ت ت والے رےای  مفر

 

ز رکھ

 

 ( مرک

زض کرو کہ حل۔

 

 کے قضیہ کے مطابق   لگرانجکا  تحت گروپ ہے اور     گروپ- ,   اور چو  کہ     ف

 ( , -)
( )  اور  ⁄( )  زض کرو کہ   

 

(- , )  ہے اور ف    مثبت صحیح دد ہے۔ اگر     جہا        

 ( )  

 

- ,  ہوگا چو  کہ اس صورت میں     ی دا  ( )    دیگر رتبصو   

 

ہ
(( ) )  ل     

 

 ی

∑      جماعتی مساوات
  

  
  کہ  
 
ز کے عناصر کی تعداد ہے۔   ج

 

ا ہے     کہچو مرک

 

کو       کو اور اسی طرح    تقسیم کرن

ا ہے۔ اس لیے

 

ا ہوگا۔ اس لیے   کو     بھی تقسیم کرن

 

دا    اور       کو بھی تقسیم کرن

 

ہ
 تقسیم ہوگا   اور      ہوگا ل

 
سے قاب



81 

 

دا

 

ہ
 ہے۔ ( Non Trivial)غیر واجبی ( )  ل

 

 

 
ای

 

 ۔کیا گیان

  ہے۔     رتبہ  جس کا گروپ ہےای     ( ہے اورPrime Numberد صحیح دد)ای  مفر  اگر ۔10مثاك

 

 کرو کہ  ی

 

 
ای

 

   ن

 گروپ ہے  

 

ن
 
 ی لی
ب

 ۔ا

 ہے۔ ( Non Trivialغیر واجبی) ( )  کہ ہمیں معلول ہے حل۔

( )  اورکا تحت گروپ ہے    گروپ  ( ) نیز   دا     

 

ہ
(( ) )  ل ا      (( ) ) ن  کے قضیہ کی مدد  لگرانجہوگا ۔    

چو  کہ  سے

 ( ( ))
 ( )
⁄ 

زض کرو کہ

 

(( ) )  اگر ممکن ہو وج ف ( ) اور چو  کہ     دا      

 

ہ
 ( )   ایسا موجود ہوگا کہ     ل

 پر وجہ  دیں   - , اب 

( ) کا  اور      گروپ ہے گروپتحت - ,    , -  

 - ,   چو  کہ 

(- , )  اس لیے    

چو  کہ  

 ( , -)
 ( )⁄ 

       ( , -)     
              , -    

ا 

 

د ہون

  

ارے مفروضے    ( )    ہے کہلیکن اس سے اخ
 
دا  ( )   جو کہ ہ

 

ہ
زعکس ہے ل (( ) ) کے ی  ر ہوا اس سے ماخو   

(( ) ) کہ   ہے۔  اور  ( )   اور      

 

ن
 
 ی لی
ب

 ا

 کیا گیا۔

 

 
ای

 

 ن

 (Learning Outcomes)ئجاکتسابی نتا 4.3

ا ارمل تحت گروپ کا تعارف ن ان 

 

ارمل ہو  ہیں ۔  ۔اس اکائی میں ہم نے ن

 

 گروپ کے تمال تحت گروپس ن

 

ن
 
 ی لی
ب

یہ معلول ہوا کہ کسی ا

ارمل تحت گروپ ہونے اور نہ ہونے والی مثالیں سامنے آئیں۔ دائیں اور ن ائیں ہم سٹس کے 

 

ا ہے۔ ن

 

ارمل ہون

 

 بھی ن

 

ارمل تحت گروپ کا تقات

 

ن

ارمل ہو۔مر

 

  کہ تحت گروپ ن
 
ز اور طبعی گردرمیام دوربطی تفاعل نا ن ا جا سکتا ہے ج

 

 کیے  ک

 

 
ای

 

 ے ن
ی

 

قض

کی تعریفات سامنے آئیں ۔ ام کے تحت 

ارمل تحت گروپ 

 

ا ہے۔ دیے ہوے ن

 

ارمل تحت گروپ کے ہم سٹس کا گروپ ہون

 

گی   جو کہ دلچسپ معلومات رہیں۔ خارج قسمت گروپ، ن

ا

 

ا اور ن

 

زدوج اور جماعتی مساوات  کو ہم نے جان

 

ا ہے۔ کے لیے خارج قسمت گروپ تشکیل دن ا گیا۔ م

 

زدوج رشتہ معادلی رشتہ ہون

 

 کیا کہ م

 

 
ی

 کیا گیا۔ جماعتی مساوات سے متعلق مثالو  کو حل کیا گیا۔ اس اکائی

 

 
ای

 

د کیا گیااور ن

  

 میں عناصر کی تعداد کے ضابطے کو اخ

 

زدوج جماع

 

سے  م
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 کیا گیا۔ جہا  ضر

 

 
ای

 

سب  قضیو  کو بیام کیا گیا اور ن
چ ل
ل

 ورت ہو تبصرہ بھی لکھا گیا۔متعلق تمال تعریفات کے تحت کئی د

 (Keywords)کلیدی الفاظ 4.4

ارمل تحت گروپ 

 

ز،  ، تقاطع ،ن

 

ز مرک زدوج، خارج قسمت گروپ،تفاعل، ی 

 

 معادلی رشتہ جماعتی مساوات  ، م

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 4.5

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوان ات کے حامل سوالات 4.5.1

ارمل تحت گروپ کی تعریف کرو۔ .1

 

 ن

 خارج قسمت گروپ کی تعریف کرو۔ .2

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوان ات کے حامل سوالات 4.5.2

1.  

 

 
ای

 

ز تحت ن
 
 گروپ کا ہ

 

ن
 
 ی لی
ب

ارمل ہوگا۔ کرو کہ ا

 

 گروپ ن

2.  

 

 
ای

 

ارمل ہوگا۔ کرو کہ کسی ن

 

ارمل تحت گروپ کا تقاطع بھی ن

 

 گروپ کے دو ن

20  اگر .3
  
  
1   ⁄ ا   3           ارمل تحت گروپ ہے۔ (   )   گروپ  ہو وج معلول کرو کہ آن 

 

 کا ن

 (Long Answer Type Questions)طویل جوان ات کے حامل سوالات 4.5.3

 کرو کہ اگر  .1

 

 
ای

 

ارمل تحت گروپ کی تعریف کرو اور ن

 

     گروپ ن

 

ارمل ہوگا اگر اور صرف اگر      کا تحت گروپ ہے ی

 

 ن

           

ارمل تحت گروپ   ا گر  .2

 

  اس کا کوئی بھی ن

 

ا ہے۔   ای  گروپ ہے ی

 

ی خاصیت پوری کرن  
قلی ب

 

ت

 کے ساتھ 

ٹ

کے غیر خالی تحت س

 کرو۔

 

 
ای

 

 ن

 کرو کہ   ای  گروپ ہے اور    ا گر   .3

 

 
ای

 

  ن

 

ارمل تحت گروپ ہے ی

 

اس کا  ن

 

 
سٹس کے ضرب کے ہم   +      * 

ا ہے۔

 

 ثنائی عمل کے تحت گروپ ہون

 کرو کہ      ای  گروپ ہے اور  اگر  .4

 

 
ای

 

  ن

 

ارمل گر )   ی

 

ا ہے  - , (  Normalizerکا ن

 

کا اور   تحت گروپ ہون

    ( )    اگر

 

- , ی    

 جاوان ات:

 کے جوان ات مختصر جوان ات کے حامل سوالات 4.5.2

 ۔کو ملاحظہ کیجیے6قضیہ  .1

 ۔کو ملاحظہ کیجیے 4قضیہ  .2
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 ۔کو ملاحظہ کیجیے 4مثاك  .3

 کے جوان ات طویل جوان ات کے حامل سوالات 4.5.3

 ۔کو ملاحظہ کیجیے 2قضیہ  .1

 ۔کو ملاحظہ کیجیے5قضیہ  .2

 ۔کو ملاحظہ کیجیے11قضیہ  .3

 کو ملاحظہ کیجیے۔14قضیہ  .4

د مطالعے کے لیے  4.6 زی 

 

زکردہ م

 

 (Suggested Books for Further Readings)کتابیںتجوی 

1. Text Book of Differential Equations, Khalil Ahmad, Real World Education Publishers, 

New Delhi 

2. Ordinary and Partial Differential Equations-   Rai Singhania, S.Chand & Company,  New 

Delhi 
3. A Text Book of B.Sc. (Mathematics), Volume –I , V. Venkateshwara Rao and others, S. 

Chand & Company New Delhi 
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ی گروپس ۔5اکائی

کل

 

ئ

 مبادلہ گروپس اور سا

(Permutation Groups and Cyclic Groups) 

زااکائی کے 

 

 
 اج

 تمہید   5.0

 مقاصد   5.1

ی گروپ   5.2

کل

 

ئ

 سا

 مبادلہ گروپ   5.3

 اکتسابی نتائج   5.4

 کلیدی الفاظ   5.5

 نمونہ امتحانی سوالات   5.6

 معروضی جواب ات کے حامل سوالات  ..5.6

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات  ..5.6

 طویل جواب ات کے حامل سوالات  ..5.6

د مطالعے کے لیے   5.7 زی 

 

ز دہدتاتجوم

 

 بیںی 
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 (Introduction)تمہید 5.0

ارمل تحت گروپ کو اچھی 

 

 گروپ، تحت گروپ،ہم سٹس اور ب

 

ن
 
 ی لی
ب

گروپس کے ب ارے میں پچھلی اکائیوں میں ہم نے گروپ، ا

 طرح جام لیا ہے۔ اس اکائی میں ہم گروپ کی ای  خاص قسم کو دیکھیں گے 

 

ئ

ی گروپ  کہتے ہیں، جن کے سارے  عناصر ای  عنصر جنھیں سا

کل

ی گروپ کا  کی مدد سے حاصل کیے جاتے ہیں۔ یہ

کل

 

ئ

ا۔ سا

 

ی نہیں ہوب

کل

 

ئ

 گروپ  سا

 

ن
 
 ی لی
ب

ز ا
 
 گروپ ہوتے ہیں ۔ لیکن ہ

 

ن
 
 ی لی
ب

ی گروپ ہمیشہ ا

کل

 

ئ

سا

ی گروپ 

کل

 

ئ

اہی سا

 
 

ا ہے۔ لام

 

ی ہوب

کل

 

ئ

 ہوتے ہیں۔(Generators)مولدصرف دو کے  تحت گروپ بھی سا

ا ہے 

 

 کا نقش ہوب

ٹ

اہی س

 
 

ا ہے۔ سی جومبادلہ گروپ ای  م

 

ز ہوب  کے اگر ای  ای  اور ی 

ٹ

اہی س

 
 

مبادلے   عناصر ہوں تو   م

 

ٹ

ز کیا جا سکتا ہے اور ام کو  ممکن ہوتے ہیں ۔ام تمال مبادلوں کا س
 
ی مبادلوں میں ظاہ

کل

 

ئ

ا ہے۔ مبادلوں کو سا

 

ضربی عمل کے ذریعہ گروپ بناب

ز کیا جا سکتا ہے۔Transpositionجابدلی)
 
 مبادلوں کا معکوس بھی معلول کیا جائے گا۔ (  کے ضرب سے بھی ظاہ

 (Objectives)مقاصد 5.1

ا ہے ام کی کیا خصوصیات ہوتی ہیں اور ام کے تحت   کے عد  پپتکمیل کی  اس اکائی 

 

ی گروپ کیا ہوب

کل

 

ئ

 ہو جائیں گے کہ سا
 
اس قاب

ی گروپ مولدوں کو معلول دہ سکیں گے اس کے علاوہ مبادلہ گروپ کی تعریف دہ سکیں گے اور 

کل

 

ئ

گروپ کی خصوصیات اور دیے گی  سا

 ہو جائیں گےمعلول دہ سکیں بی عمل کا حاصلمبادلہ گروپس کے درمیام ضر
 
 سے مبادلہ گروپ کو بنانے کے قاب

ٹ

اہی س

 
 

ی ۔ سی م

کل

 

ئ

۔ سا

ز کیا جا سکے گا۔ طاق اور جفت مبادلات کو پہچام مبادلہ کی پہچام ہو جائے 
 
ی مبادلوں کے حاصل ضرب پر ظاہ

کل

 

ئ

گی۔ دیے ہوے مبادلے کو سا

 سکیں گے۔

ی گروپ ..5

کل

 

ئ

 (Cyclic Group)سا

  +      *  اگر اس طرح سے کہ    ہے اور ای  گروپ(   )تعریف: اگر 

 

ی گروپ کہتے ہیں اور  ت

کل

 

ئ

کا  کو  کو سا

ا ہے( Generator)مولد

 

ز کیا جاب
 
ا ( )      کہتے ہیں ۔ اسے اس طرح  ظاہ گروپ  (   )اس طرح اگر + *  ب 

  

 

 ہو تو مولد   ہے ہو ت

      ( )  *      + 

ا   +         *   اگر گروپ ۔.مثاك   ہم دیکھیں گے کہ پب 

 

ی   ضربی لیا جایے ت

کل

 

ئ

 ۔کوم ہیںمولد اور اس کے ہے ب ا نہیں سا

               

 نہیں ہے۔ مولد' .اکائی ہونے کی وجہ سے اس کی کوئی بھی قوت اکائی ہی ہوتی ہے اس لیے '   

(  )     (  )    (  )     

دا  

 

ہ
 نہیں ہے۔ مولد (  )ہے۔ اس لیےکی تخلیق دہ سکتا +    *صرف  دو ہی عناصر (  )ل

( )    ( )     ( )  ( )      ( )  ( ) ( )  (  )(  )    

دا '  کی مختلف قوتوں کے ذریعہ   یعنی  دیکھا یہ گیا ہے کہ  

 

ہ
ی گروپ ہے۔  ہے اور   مولد'   کے  تمال عناصر تخلیق ب ا رہے ہیں۔ ل

کل

 

ئ

 سا
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ا  گیا کہ   دا    بھی (  )اسی طرح  یہ بھی ب اب 

 

ہ
ا ہے ل

 

  اس سے ہم اس نتیجہ پر پہنچے کہ ہے۔ مولدکے  تمال عناصرکے لیے    بھی(  )کی تخلیق دہب

ی گروپ ہے اور اس کے دو 

کل

 

ئ

 ہیں۔   (  )مولدای  سا

               یعنی

عب  ) . ۔.مثاك 
مک
ل

درا

 

ا ہے     جہاں +      *  ( کا ضربی گروپ  Cube Root of Unityکے ج 

 

ی ہوب

کل

 

ئ

، سا

     مولد گروپ ہے جس کے
        اور      ہے۔ یعنی   

ی گروپ ہے اور اس کے (   ) ۔.مثاك

کل

 

ئ

ا ہے جو کہ سا

 

    اور       ہیں۔ اس لیے     (  )مولدگروپ ہوب

 کیوں کہ   

  *                    + 

( ) *       اور     + 

 *                    + 

 اوراسی طرح

  * (  )     + 
 *                    + 

  کہ اور کوئی 
 

 اعداد تخلیق دہے گا۔ کیوں کہ(Even)پر غور دہیں تو یہ صرف جفت  .نہیں ہو سکتا۔ مثلاً  مولدج

    * ( )     + 
 *               + 

۔  اسی طرح اور کوئی بھی صحیح عدد کے مکررات 

 

 کو تخلیق نہیں دے  سکت

دا  

 

ہ
ی گروپ ہے جس کے صرف دو (   )ل

کل

 

ئ

 ہیں۔   (  ) مولدسا

 نوٹ:

ی گروپ کے صرف دو ہی  ..

کل

 

ئ

اہی سا

 
 

 ہوتے ہیں۔ مولدم

   مولد    اگر ..

 

   ہے ت
   مولد    ہوگا۔  اسی طرح اگر مولدبھی  

 

   نہیں ہے ت
 نہیں ہوگا۔  مولدبھی 

( ) اور      اگر ..   ( )  

 

 ہوگا۔ مولد  ہے ت

( ) اور اگر       اگر 4. ( ) اور    (   )اوراگر       

 

 ہوگا۔ مولد  ت

اہی ہے اس کے دو ہی +               *    .5

 
 

ا ہے،  چوں کہ یہ لا م

 

ی گروپ ہوب

کل

 

ئ

ہوں گے۔  وہ دو  مولدب ا عمل جمع سا

 ہوں گے۔  (  )اور   مولد

    *      + 
 *               + 

     *       + 
 *               + 

دا

 

ہ
              ل
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ا۔(   )  .6

 

ی گروپ نہیں ہوب

کل

 

ئ

ا ہے لیکن سا

 

 گروپ ہوب

 دہو کہ گروپ  ۔4مثاك 

 

 
ات

 

ی گروپ ہے اور اس کے تمال    بہ عمل+       *  ب

کل

 

ئ

 معلول دہو۔ مولدسا

 +       *  دب ا گیا ہے کہ   حل۔

 نہیں ہے۔ مولداکائی ہونے کی وجہ سے  .

                    

ی گروپ ہے۔  ہے اور  مولد .کی تخلیق دہ تے ہیں اس  لیے  کے تمال  عناصر  کی مختلف قوتیں  .چوں کہ 

کل

 

ئ

 اور اسی طرح  سا

                    

دا 

 

ہ
 ہے۔  اور پھر مولدبھی ای   .ل

                    

دا یہ معلول ہوا کہ   مولد 4کو تخلیق دے ب ا رہی ہیں اس لیے  4اور  .کی قوتیں صرف  4

 

ہ
ی گروپ ہے جس کے دو (    )نہیں ہے۔ ل

کل

 

ئ

سا

 ہیں۔ .اور  .  مولد

 تمال قوتوں کے امتحام کی ضرورت نہیں تھی۔لیا جا سکتا  تھا۔  مولدبھی  .اس لیے       کیوں کہ     ( ) نوٹ:

 معلول دہو۔ مولدبہ عمل ضرب گروپ ہے تو اس کے تمال  +                         *   اگر ۔5مثاك 

( ) اگر  ہمیں معلول ہے کہ حل۔   سی بھی عنصر اور  

 

       ت

 

ا ہے اور کوئی اور عنصر مولد   ت

 

  ہوب
ہوگا اگر  مولد 

(   )  اعظم مشترک( ہے۔  د) اعا .G.C.Dکے معنی(   )یہاں   

(   ) چنانچہ    اس لیے   
 ہے۔ مولد

دا

 

ہ
     ( ) ل

          کیوں کہ  ہے مولدبھی 

(   )    

  اس لیے  
 نہیں ہے۔ مولد

     (  )کیوں کہ
 نہیں ہے۔ مولدبھی   

(   )کیوں کہ   اس لیے      
 ہے۔ مولد

     (  )اور 
 ہے۔ مولدبھی   

ی گروپ ہے اور اس کے تمال  چنانچہ معلول ہوا کہ 

کل

 

ئ

 حس  ذیل ہیں مولدسا

           
 

 دہو کہ    بہ عمل  +           *   اگر ۔6مثاك

 

 
ات

 

  ب

 

ی گروپ ہے اور اس کے تمال   ہے، ت

کل

 

ئ

 معلول دہو۔ مولدسا

 نہیں ہوگا۔ اور  مولداکائی ہونے کی وجہ سے  . حل۔

                    

 نہیں ہے۔  مولد .پنے شروع ہو گی  ہیں۔ اور کیوں کہ تمال عناصر تخلیق نہیں ب ا سکے اس لیے  (Repetitions)راتمکر
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دا

 

ہ
       نہیں ہے کیوں کہ  مولدبھی     ( )  ل

 اور

                              

       ہیں  اس لیے کی مختلف قوتوں پر تخلیق ب ا گئے .کےتمال عناصر  

       ہے کیوں کہ  مولدبھی     ( )تو پھر

                     اور      اس لیے

 نہیں ہے۔  مولد 6اس لیے 

دا

 

ہ
       نہیں ہے کیوں کہ  مولدبھی     ( )  ل

ی گروپ ہے اور اس کے 

کل

 

ئ

دا نتیجہ یہ ہوا کہ سا

 

ہ
 ہیں۔ 5اور  . مولدل

 معلول دہو۔ مولدبہ عمل ضرب گروپ ہے تو اس کے تمال  +             *   اگر ۔7مثاك 

(   )اور     چوں کہ  حل۔   اس لیے   
 ہے۔ مولد

دا

 

ہ
     (  ) ل

          کیوں کہ  ہے مولدبھی 

(   )    

  اس لیے  
دا  نہیں ہے۔ مولد

 

ہ
     (  )ل

 

(   )اور   اس لیے      
 ۔جو پہلے ہی معلول ہو چکا ہے۔ مولد

دا 

 

ہ
      مولدکے تمال   ل

 ۔ہیں

  اس کے تمال  1.کا رتبہ    اگر گروپ  ۔8مثاك 

 

 معلول دہو۔ مولدہے ت

زض دہو کہ حل۔

 

      گروپ ہے ۔  چوں کہ  +                                   *   ف

(    ) اور   اس لیے   
 ہے۔ مولد

دا

 

ہ
     (  ) ل

(    )اور  ہے مولدبھی     

  اس لیے  
 نہیں ہے۔ مولد

دا 

 

ہ
     (  )ل

 نہیں ہے۔ مولدبھی   

(    )کیوں کہ   اس لیے      
 ہے۔ مولد

دا 

 

ہ
     (  )ل

 ہے۔ مولدبھی   

(    )   اور     

  اس لیے  
 نہیں ہے۔ مولد
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دا 

 

ہ
     (  )ل

 نہیں ہے۔ مولدبھی   

(    )   اور     

  اس لیے  
 نہیں ہے۔ مولد

دا 

 

ہ
     (  )ل

 نہیں ہے۔ مولدبھی   

ی گروپ ہے اور اس کے تمال   چنانچہ معلول ہوا کہ 

کل

 

ئ

 حس  ذیل ہیں مولدسا

           
 

ا ہے۔ ۔.قضیہ

 

 ہوب

 

ن
 
 ی لی
ب

ی گروپ ا

کل

 

ئ

ز سا
 
 ہ

زض دہو کہ ثبوت۔

 

ی گروپ ہے (   )ف

کل

 

ئ

 اس لیے ، سا

  *      + 

ا ہوگا کہ 

 

 دہب

 

 
ات

 

 دہنے کے لیے ہمیں ب

 

 
ات

 

 ب

 

ن
 
 ی لی
ب

ی خاصیت کا حامل ہے۔  اسے ا  
قلی ب

 

ئ

 

زض دہو کہ   

 

         ف

 

زض دہو کہ  ت

 

 ف

                   

  

 

 ت

           
 

     
 

ی ہوتے ہیں[  
قلی ب

 

ئ

        ]چوں کہ صحیح اعداد 
 

      
 

       

ی خاصیت   
قلی ب

 

ئ

ی گروپ  ہے۔  یعنی 

کل

 

ئ

دا سا

 

ہ
 پر پوری ہوئی۔ ل

ا ہے۔چنانچہ 

 

 ہوب

 

ن
 
 ی لی
ب

ی گروپ ا

کل

 

ئ

ز سا
 
 ہ

ا ضروری نہیں ( مثلاً   نوٹ:

 

ی گروپ نہیں ہے۔(   )اس قضیہ کا معکوس صحیح نہیں ہے)یعنی صحیح ہوب

کل

 

ئ

ا ہے مگر یہ سا

 

 گروپ ہوب

 

ن
 
 ی لی
ب

 ا

ا ہے۔  ۔.قضیہ

 

ی ہوب

کل

 

ئ

ز تحت گروپ بھی سا
 
ی گروپ کا ہ

کل

 

ئ

 سی سا

زض دہو کہ ثبوت۔

 

ی گروپ ہے (   )ف

کل

 

ئ

 سا

  *      +      

زض دہو کہ

 

 ہے۔ (   )کا تحت گروپ    اور ف

ا ہوگا  کہ

 

 دہب

 

 
ات

 

ی گروپ ہے۔   اب یہ ب

کل

 

ئ

 سا

ز عنصر   اس لیے    چوں کہ
 
 شکل پر ہوگا۔           کا ہ

زض دہو کہ

 

ا مثبت    جہاں      ف

ٹ

 ۔عدد ہے صحیحس  سے چھوب

 ہو        اب ہم کوشش دہیں گے کہ  

 

 
ات

 

 جائے۔ب
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  یعنی
ی ہو جایے گا۔   ہوگا جس کی وجہ سے مولدکا   تحت گروپ   

کل

 

ئ

 سا

زض دہو کہ

 

    جہاں      اب ف

ی الخوارزل)

 م
سب
ق

 

ئ

  

 

      صحیح اعداد یکتا  ( سے دوDivision Algorithmت

 اس طرح موجود ہوں گے کہ 

             

  

 

 ت

        
 

.....(1)           
 

    (  )اس لیے     اب چوں کہ

      یعنی

       تحت گروپ ہے معکوسی خاصیت کی بنا پر،   چوں کہ 

  بندشی خاصیت کی بنا پر

 

 ت

          

             

                 

ا مثبت صحیح عدد ہے  کہ  سے ممکن نہیں ہے کیوں کہ      یہ

ٹ

ا چاہیے کہ       س  سے چھوب

 

دا صرف یہ ہی ہوب

 

ہ
    ل

 کی مدد سے  (.)مساوات 

      
 

 (  ) 
 

ا ہے      عنصر  معلول ہوا کہ کوئی بھی 

 

ب   تخلیق ب ا
  کی کوئی قوت سے یعنی

 ب اب ا گیا۔ مولد 

       چنانچہ 

 ہوا کہ ای  

 

 
ات

 

ا ہے۔چنانچہ  ب

 

ی ہوب

کل

 

ئ

ز تحت گروپ بھی سا
 
ی گروپ کا ہ

کل

 

ئ

 سا

ا ضروری نہیں ہے۔ نوٹ:

 

 مندرجہ ب الا  قضیہ کا معکوس صحیح ہوب

ی  گروپ ہے جو(   )مثلاً  

کل

 

ئ

اہے۔ (   )کا تحت گروپ  ہے۔ مگر (   )سا

 

ی گروپ نہیں  ہوب

کل

 

ئ

 سا

     اگر ۔.قضیہ

 

اہی گروپ ہے جس کا رتبہ مفرد صحیح عدد ہے ت

 
 

ی گروپ ہوگا۔   م

کل

 

ئ

 سا

زض دہو کہ ثبوت۔

 

اہی گروپ ہے (   )ف

 
 

 م

( ) اور     جہاں   
   

 

 ہوگا     مفرد صحیح عدد ہے ت

زض دہو کہ

 

(  ) اکائی ہے اور     ف    

زض دہو کہ

 

( ) اور       ف        
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ا ہے۔   گروپ چوں کہ 

 

ا ہے اور لیگرانج کے قضیہ کے مطابق تحت گروپ کا رتبہ گروپ کے رتبے کو تقسیم دہب

 

 کا تحت گروپ ہوب

دا 

 

ہ
ل

 ( )
( )  اور چوں کہ ⁄( )  ( ) ہوتے ہیں۔ چوں کہ    اور  ( ہے جس کے قاسم  Primeمفرد )    اس   

( ) لیے  ہوگا  

( ) تو پھر      ( ) 

        اس لیے

ی گروپ ہے۔  چنانچہ

کل

 

ئ

 سا

 ہوا۔

 

 
ات

 

 قضیہ ب

ی گروپ ہے اور   اگر ۔4قضیہ

کل

 

ئ

    مولداس کا     ای  سا

 

 ہوگا۔  مولدبھی      ہے ت

زض دہو کہ ثبوت۔

 

اہی گروپ ہے (   )ف

 
 

 ۔م

     + *  اگر 

 

  قضیہ صحیح ہوگا     ہو ت

 

 ت

( ) ورنہ اگر       

 

    اور       ت

زض دہو کہ

 

   مولد  اور ف

 

 +      *      ہے ت

       چوں کہ 

 

  ، ہوگا      ت

 

       (   )    ت

دا

 

ہ
+      (   )*  ل        

   اس لیے 
 ہوا۔ مولدبھی 

 ہوا۔

 

 
ات

 

 قضیہ ب

ی گروپ کے ٹھیک دو  ای   ۔5قضیہ

کل

 

ئ

اہی  سا

 
 

 ہوتے ہیں)جو ای  دوسرے کے معکوس ہوتے ہیں(۔ مولدلام

زض دہو کہ ثبوت۔

 

اہی گروپ ہے۔لا +      *  ف

 
 

 م

ی گروپ ہے جس کا    یعنی 

کل

 

ئ

 ہے۔    مولدای  سا

زض دہو کہ 

 

 ہے۔ مولدکا   بھی     ف

  

 

زض دہو کہ     ت

 

      (  )  کے لیے ف

                     

                  
 

                   

  اگر 

 

       ت

زض دہو کہ 

 

  اگر ف

 

       ت
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     ت

اہی ہو جایےگا۔   تو پھر

 
 

 جو کہ نہیں ہے۔  م

       اس لیے ضروری ہے کہ 

     

            

 چنانچہ

      
 

   یعنی 
 ہوں گے ۔ مولد کے   ٹھیک دو ہی اور 

 ہوا۔

 

 
ات

 

 قضیہ ب

اہی  گروپ کا رتبہ    سیاگر ۔6قضیہ

 
 

ی   میں سی عنصر کا رتبہ بھی ہے اوراس  م

کل

 

ئ

 ہوگا۔  ہے تو گروپ سا

زض دہو کہ ثبوت۔

 

اہی گروپ ہے۔ (   )ف

 
 

 م

( ) اور       جہاں   
 

زض دہو کہ

 

( ) یعنی     اس طرح کہ     اور ف    

ی تحت گروپ ہے+      *  کا    اب اگر

کل

 

ئ

 سا

  چوں کہ 

 

( ) اس لیے       ت    

( ) معلول ہوا کہ      ( ) 

دا

 

ہ
 ۔ہو جایے گا   ل

ی  گروپ ہوگا۔      چنانچہ

کل

 

ئ

 سا

 ہوا۔ 

 

 
ات

 

 قضیہ ب

ی گروپ ہے جس کا    اگر ۔7قضیہ

کل

 

ئ

    ہے اور رتبہ     مولدای  سا

 

  ہے۔ ت
ی گروپ 

کل

 

ئ

ہوگا اگر اور صرف   مولدکا    سا

(   )اگر    

زض دہو کہ ثبوت۔

 

( )  اور     ف       یعنی   

   

 

 عناصر ہوں گے۔  میں   ت

زض دہو کہ

 

(   )ف    

       اور  اگر 

  

 

ز ہے  ت
 
 ظاہ

.....(1)         
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  اور 
ز ہوگی۔    کی کوئی بھی قوت زای  (   )اب چوں کہ    کی سی قوت کے ی   اس طرح سے کہ     اس لیے  

        

    ہوگا۔

 

 ت

           
 

        
 

     (  ) 
 

       
 

    
 

 (  ) 
 

.....(2)                     

 کی مدد سے (.)اور ( .)مساوات 

         

 ہوا کہ اس لیے

 

 
ات

 

  ب
 ۔ہے مولد 

زض دہو کہ  

 

ا ہوگا کہ        اس کے ب العکس ف

 

 دہب

 

 
ات

 

  ب

 

(   )ت    

زض دہ لیں کہ 

 

(   )اگر ف      اور    

 

ت

 

 
 
 

 
   

 

 صحیح عدد ہوں گے، ت

(  )
 

  ( )
  

  

 (  )
 

  

 ( )
 

  

   

  

 

|  | ت               0 
 

 
  1 

  

 

  ت
|  |نہیں ہو سکے گا کیوں کہ  مولد    | |    

ارا مفروضہ کہ
 
(   )اس لیے ہ  ۔غلط ہے     

ا چاہیے یعنی       اس لیے

 

(   )ہوب    

 ہوا۔

 

 
ات

 

 قضیہ ب

 تفاعل

ٹ
 

 

 

 :(Euler’s Totient Function)پئیلر کا ٹوش

     اگر
    اور اگر 

     
     

        
  

زا ضربی مفرد اعداد ہیں۔            جہاں   

 

 
 اج

  

 

 ت

 ( )   (  
 

  
) (  

 

  
)    (  

 

  
) 

ا  ،  مفرد صحیح عدد ہے  اگر    نوٹ: زا ضربی نہیں ہوں گے۔ گوب 

 

 
  اس کے کوئی اج

 

    ت
 

  

 

 ت
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 ( )   (  
 

 
) 

  (
   

 
) 

     

 ہوگا۔

ی گروپ جس کا رتبہ   نوٹ:

کل

 

ئ

 مولد ہوتے ہیں۔ ( )  اس کے  ہے۔  ای  سا

ی گروپ ہے۔ +                            *    ۔9مثاك 

کل

 

ئ

 ای  سا

           مولد ہیں  4میں ہم نے دیکھا کہ اس کے  5مثاك    حل۔
ز کے طریقے سے معلول دہیں گے کہ اس کے کتنے  اس 

 

کو ہم پئ

 مولد ہوں گے۔

( ) چوں کہ       اس لیے   

( )    اس لیے     .  
 

 
/ 

   (
 

 
)    

 سے ہوتی ہے۔ 5اس کی  تصدیق  مثاك   مولد ہوں گے۔ 4ہے اس کے  8کہ گروپ جس کا رتبہ  یہاں یہ معلول ہوا 

ی گروپ ہے۔  عمل   +           *    ۔1.مثاك 

کل

 

ئ

 اس کے کتنے مولد ہوں گے؟ کے تحت ای  سا

( ) چوں کہ   حل۔         اس لیے   

( )    اس لیے     .  
 

 
/ .  

 

 
/ 

   (
 

 
) (

 

 
)    

دا

 

ہ
 سے ہوتی ہے۔ 6مولد ہیں  جس کی تصدیق  مثاك  .کے    ل

 ہیں ام کے مولدوں کی تعداد معلول دہو۔              گروپس جن کے رتبے   ۔..مثاك 

 حل۔ 

a)  اگر| |    

 اس لیے  مفرد ہے۔ 5چوں کہ 

 ( )        

 مولد ہوں گے۔ 4ہے اس کے  5یعنیہ گروپ  جس کا رتبہ 

b)  اگر| |    

 گی۔ہو( ) ہے۔ اس لیے  مولد کی تعداد        چوں کہ 

 ( )    (  
 

 
) (  

 

 
) 
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   (
 

 
) (

 

 
)    

 مولد ہوں گے۔ .ہے اس کے 6یعنیہ گروپ  جس کا رتبہ 

c)  اگر| |    

  

 

 ہے۔ اس لیے  مولد  کی تعداد     ت

 ( )    (  
 

 
) 

   (
 

 
)    

 مولد ہوں گے۔ 4ہے اس کے 8یعنیہ گروپ  جس کا رتبہ 

d)  اگر| |     

 ہے۔ اس لیے  مولد  کی تعداد         چوں کہ 

 (  )     (  
 

 
) (  

 

 
) 

    (
 

 
) (

 

 
)    

 مولد ہوں گے۔ 4ہے اس کے   یعنیہ گروپ  جس کا رتبہ 

e)  اگر| |     

 ہے۔ اس لیے  مولد  کی تعداد         چوں کہ 

 (  )     (  
 

 
) (  

 

 
) 

    (
 

 
) (

 

 
)    

 مولد ہوں گے۔8ہے اس کے 5.یعنیہ گروپ  جس کا رتبہ 

f)  اگر| |     

 ہے۔ اس لیے  مولد  کی تعداد            چوں کہ 

 (  )     (  
 

 
) (  

 

 
) (  

 

 
) 

    (
 

 
) (

 

 
) (

 

 
)     

 مولد ہوں گے۔   ہے اس کے   یعنیہ گروپ  جس کا رتبہ

ی گروپ ہے جس کا رتبہ  اگر   نوٹ:

کل

 

ئ

    سا

 

ی گروپ اور   ہے ت

کل

 

ئ

زا کے تحت سا

 

 
ا ہے۔ضربی کے اج

 

 کے درمیام دو ربطی تعلق ہوب

 بھی بناؤ۔(Lattice Diagram)خاکہ  ٹستحت گروپس معلول دہو۔  اس کا لیا کے سارے (       )گروپ   ۔..مثاك

زا 8.تحت گروپ وہ ہوتے ہیں جو کے     -حل

 

 
سے تخلیق ب اتے ہیں۔ یہ  8.،6،9،.،.،.ضربی سے تخلیق ب اتے ہیں۔ یعنیہ   کے اج
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 اس طرح ہوں گے

〈 〉  *            + 
〈 〉  *                     + 
〈 〉  *             + 
〈 〉  *      + 
〈 〉  *   + 

〈  〉  * + 

 〈 〉، 〈 〉میں〈 〉تحت سٹس ہیں۔  〈  〉اور 〈 〉میں〈 〉کے تحت سٹس ہیں۔  〈 〉س  〈  〉،〈 〉،  〈 〉، 〈 〉،  〈 〉یہاں ہم دیکھتے ہیں کہ  

زتیب دیں گے کہ م تحت سٹس موجود  ہیں۔ اب ہم ا〈  〉اور

 

س خاکہ )کو ایسا ی

ٹ

ی ی
ل

ا ہے اس کو 

 

 Latticeکوم کس کے تحت پب

Diagramکہتے ہیں۔ ) 

 

س خاکہ  ۔5.1شکل

ٹ

ی ی
ل

 

ی تحت گروپس ہوں گے اور ام کے مولد کیا ہیں۔  اس کا  (       )گروپ   ۔..مثاك

کل

 

ئ

 بھی بناؤ۔لیاٹس خاکہ کے کتنے  سا

زا ضربی  1.عمل سے۔  چوں کہ      گروپ ہے+            *    ہم جانتے ہیں کہ  حل۔

 

 
 1.، 1.، 5، 4، 2،.کے اج

دا یہ تمال مولد  ہوں گے ام 

 

ہ
ی تحت گروپس کے 6ہیں۔ ل

کل

 

ئ

ی تحت گروپس حس   ذیل ہوں گے اور ام کے ذریعے سا

کل

 

ئ

 ۔تخلیق ب انے والے سا

〈 〉  *            + 
〈 〉  *                        + 
〈 〉  *           + 
〈 〉  *         + 

〈  〉  *    + 
〈  〉  * + 

س خاکہ ) اور ام کا 

ٹ

ی ی
ل

Lattice Diagram )۔یوں ہوگا 

 

س خاکہ  ۔5.2شکل 

ٹ

ی ی
ل
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ی گروپس جس کا مولد  (       )گروپ   ۔4.مثاك

کل

 

ئ

 ہےاس میں عناصر کی تعداد معلول دہو۔ 5.کے تحت  سا

(     )   ہم جانتے ہیں کہ  حل۔ (〈  〉) اور      
  

 
   

ی تحت گروپ 

کل

 

ئ

ی گروپ عناصر ہوں گے اور وہ  تحت  6 ب انے والےسے تخلیق 5.اس لیے سا

کل

 

ئ

 ۔ہوگاں یوسا

〈  〉  *               + 
         

     وجہ سے                          

     وجہ سے                          

     وجہ سے                          

     وجہ سے                            

     وجہ سے                            

     وجہ سے                          

ی تحت گروپ جس کا مولد  (       )گروپ   ۔5.مثاك

کل

 

ئ

 ہےاس کے  عناصر کی تعداد معلول دہو۔ 1.گروپ میں سا

(     )   ہم جانتے ہیں کہ  حل۔     

(〈  〉) سے تخلیق ب انے والے عناصر  کی تعداد  1.اور مولد   
  

 
 اور عناصر یہ ہوں گے   

〈  〉  *                  + 

 (Permutation Group)مبادلہ گروپ 5.3

  دو ربطی تفاعل   اگرتعریف: 

 

 ہے ت

ٹ

ا ہے۔  کو         (and onto mapping 1-1)ای  غیر خالی س

 

 کا مبادلہ کہا جاب

 ب ا   

ا

 

 کا اسی پر دو ربطی تفاعل کو مبادلہ کہا جاب

ٹ

 ہے۔  ای  غیر خالی س

 نوٹ:

اہی لیا جائے گا۔   اس نصاب میں ..

 
 

 کو م

ٹ

 غیر خالی س

 (۔Permutation of degree n) کہلائے گا پر مبادلہ درجہ    عناصر ہوں تو  میں   اگر ..

 اس طرح کہ        اور+         *   اگر  ۔.مثاك
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( ) یہاں      ( )     ( )     ( )     ( )    

ا ہے

 

ز کیا جاب
 
 اس کو مبادلہ یوں ظاہ

  .
   
   

     
  
  

/ 

 نوٹ:

..   .
   
   

     
  
  

( )   یعنی/  ( کہتے ہیں۔Identity Permutationاکائی مبادلہ ) اسے       

 مبادلات ممکن ہیں۔    عناصر ہوں تو  اگر میں    ..

   مبادلہ ہو تو    اگر  ..
ا ہے۔ 

 

.  جیسے    دونوں صفوں کے مابین تبادلہ سے حاصل ہوب
   
   

     
  
  

/    

 

 ہو ت

     .
   
   

     
  
  

/ 

 .
   
   

     
  
  

/ 

زکیب)

 

   دو       اور       اگر  :(Composition of Mappingنقائش کی ی

 

 یوں ہوگا    نقائش ہیں، ت

(   )( )   ( ( ))  

)   اگر سمجھیں یوںب ا 
   

 ( )  ( )  ( )     
  
)  اور     (( )  

   
 ( )  ( )  ( )     

  
  ( )) 

  

 

 ت

     (
   

 ( )  ( )  ( )     
  
  ( ))  (

   
 ( )  ( )  ( )     

  
  ( )) 

 (
   

 ( ( ))  ( ( ))  ( ( ))     
  
  ( ( ))) 

ائی عمل ہوگا۔   بھی     ب اد رہے کہ

 

 ہی کا ای  مبادلہ ہوگا اور عمل ای  ش

ز دہتے ہیں یعنی      نوٹ:
 
        کو عال طور پر ضرب سے ظاہ

 +     *   اگر  ۔.مثاك

 ہوں گے یعنی    یعنی  .عناصر ہیں اس لیے جملہ مبادلات ضربیہ  .چوں کہ 

           

 مام لیں کہ وہ 

   .
   
   

/ 

   .
   
   

/ 

   .
   
   

/ 

   .
   
   

/ 

   .
   
   

/ 

   .
   
   

/ 
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 اکائی مبادلہ ہے۔   کے علاوہ مبادلات ممکن نہیں ہیں۔ غور دہیں کہ 6ام 

زکیب

 

 اب دیکھیں ی

     .
   
   

/ .
   
   

/ 

 (
   

  (  ( ))   (  ( ))   (  ( ))) 

 (
   

  ( )   ( )   ( )) 

 .
   
   

/ 

 سانی سے کھا  جا سکتا ہے ٓا یوںاس کو 

     .
     
   

/ .
     
   

/ 

 .
   
   

/ 

  کی قوس میں 

 

دا    اور پھر ب ائیں قوس میں     یہاں ہم نے دیکھا کہ دائیں جات

 

ہ
ً  ل اا

 

 ی
 ج
ب

 

ی

 

ن

     

د    اور پھر دائیں قوس میں    کے ب ارے میں پہلی قوس میں .پھر 

 

ہ
ً ل اا

 

 ی
 ج
ب

 

ی

 

ن

    ا 

زی  عکس   ہے  اس لیے  کا پہلی قوس میں عکس   اور اس عکس   کا عکس   اسی طرح پہلی قوس میں

 

 لیا جائے گا  ۔  کا آج

 بنا ہے۔        نوٹ کیجیے کہ

 درجہ +                 *   اوپر والی مثاك میں اگر  نوٹ:

ٹ

ا ہے مبادلات کے ضربی   مبادلات کا س

 
 

 
ی گروپ ب  

قلی ب

 

ئ

پر ای  غیر 

 عمل پر۔

دوك)ثبوت:  دوك جس کو کیلے ج  ی ج   
کی ب

ز

 

ا ہے( بھی کہتے Caylay Tableام تمال مبادلات کا ی

 
 

 
 ہیں یوں  ب

                           
                            
                            
                            
                            
                            
                            

 Closure)کے ممبر عناصر ہیں۔ اس لیے بندشی خاصیت  غور دہنے سے معلول ہوا کہ تمال ضرب پر حاصل ہونے والے مبادلات 

Property) ۔پوری ہوئی 

(    )       اور اگر دیکھا جائے کہ  (    )   

          
      

 (پوری ہوئی۔Associative Propertyیعنی تلازمی خاصیت )
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ا ہے جیسے   چوں کہ  اکائی ہے   اور نماب اں ہے کہ

 

زق نہیں دہب

 

زکیب پر دوسرے کو ف

 

        سی سے ضربی ی

 میں اکائی موجود ہے۔   اس لیے

  اور ہم دیکھتے ہیں کہ 
        

        
        

        
        

       

 گروپ ہوا۔  چوں کہ گروپ کے چاروں خصوصیات پوری ہوتی ہیں اس لیے 

         اب چوں کہ

          اور

            گوب ا 

ی خاصیت پوری نہیں ہوئی۔  
قلی ب

 

ئ

 لہازا  

ا ہے۔  اس لیے 

 
 

 
ی گروپ ب  

قلی ب

 

ئ

 غیر 

  کہ اس میں 
 

ا ہے۔ ج

 

ی ہوب  
قلی ب

 

ئ

 سے زب ادہ عناصر ہوں اور  نوٹ: ب اد رکھیں کہ مبادلات کا گروپ غیر 

 (  )     

 :(Order of a Permutation)مبادلات کا رتبہ

    جہاں    اس طرح کہ       اگر
   

 

( ) ہوگا  کا رتبہ   کمترین مثبت صحیح عدد ہے ت  دلہ ہے۔اکائی مبا   ،  

  ۔.مثاك

  .
   
   

/ 

  

 

 ت

      .
   
   

/ .
   
   

/ 

 .
   
   

/ 

       .
   
   

/ .
   
   

/ 

 .
   
   

/   (        ) 

دا

 

ہ
( ) یعنی ہے۔  کا رتبہ      ل    

.  اگر   ۔.مثاك 
   
   

     
  
  

/    .
   
   

     
  
  

/  

 

 حس  ذیل معلول دہو ت

i)     ii)     iii)  (  )  
 iv)        

 v)    
 

 حل۔ 

(i    .
   
   

       
  

/ .
   
   

       
  

/ 

 .
   
   

       
  

/ 
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(ii    .
   
   

       
  

/ .
   
   

       
  

/ 

 .
   
   

       
  

/ 

       نوٹ:

(iii (i کے مطابق   .
   
   

       
  

 اس لیے /

(  )   .
   
   

       
  

/
  

 

 .
   
   

       
  

/ 

 .
   
   

       
  

/ 

(iv  

       .
   
   

     
  
  

/
  

.
   
   

     
  
  

/
  

 

 .
   
   

     
  
  

/ .
   
   

     
  
  

/ 

 .
   
   

       
  

/ .
   
   

       
  

/ 

 .
   
   

       
  

/ 

         (  ) نوٹ:
 

(v  

   .
   
   

     
  
  

/ .
   
   

     
  
  

/ 

 .
   
   

       
  

/ 

( )  چنانچہ      نوٹ:   ہے۔  

ی مبادلہ

کل

 

ئ

 :(Cyclic Permutation)سا

زض دہو کہ

 

 ہے اور +          *  ف

ٹ

اہی س

 
 

 ای  مبادلہ ہے      ای  م

  .
  

  
  
  

  
  
  

  
  
 
   

  

  
  
    

    
 
 
   

  

  
/ 

(  ) غور دہو کہ       (  )        (  ) (    ) اور             ، (    )  اور      

 (  )     

ا ہے اور  

 

ز عنصر اس کے مقدل پر نقش ہوب
 
ا ہے اور ب اقی اپنے  آپ پر نقش ہیں۔    واپس   پہلے عنصر  یعنی ہ

 

 پر نقش ہوب

ز دہتے ہیں اسے ہم یوں
 
 ظاہ

  (        )(    ) (  ) 

ا  (        )       ب 

ی مبادلہ ہے جس کا طوك

کل

 

ئ

 ہے۔ پر( Symbolsعلامات )   ہے اور   یہ ای  سا
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ا ہے۔ :.نوٹ

 

ز نہیں کیا جا ب
 
 اپنے اپٓ پر نقش ہونے والے عناصر کو ظاہ

زتیب بدلے بغیر :.نوٹ

 

ی کی ی

کل

 

ئ

 کو مختلف طریقوں سے کھا  جا سکتا ہے۔    سا

ا  (            )   مثلاً   وغیرہ۔ (               )   ب 

ی مبادلات کے ضرب کے طور پر  :3نوٹ

کل

 

ئ

 کھا  جا سکتا ہے سی مبادلہ کو غیر مشترک سا

.   مثلاًٍٍٍٍ 
   
   

     
  
  

    
  
  

/   

 

ا   ( )( )(  )(   )  ت  (  )(   )  ب 

 کو  :4نوٹ

 

 کہتے ہیں۔ (Transposition) جابدكدو طوك والی سائک

 کو جابدك :5نوٹ

 

ز  سائک
 
ز کیا جا سکتا ہےکے حاصل ضرب کے طور پر (Transposition) ہ

 
 ظاہ

 (   )(         )     مثلاً 

 (  )(  )(  )(  )(  ) 

ز دہنے کے عد   :6نوٹ
 
س میں ظاہ

کل

 

ئ

ا میں جابدك میں رقم دہنے پر اگر وہ طاق تعداد اگر سی مبادلہ کو غیر مشترک سا

 

ہوں تو مبادلہ طاق کہلاب

ا ہے۔

 

 ہے اور اگر جابدك کی تعداد جفت ہو تو جفت مبادلہ کہلاب

دا   5کی مثاك میں جابدك کی تعداد  5مثلاً   نوٹ 

 

ہ
  کہ اگر طاق مبادلہ ہے۔  ہے  ل

 
 ج

    (         )(  ) 

  

 

 (  )(  )(  )(  )    ت

دا  4یہاں 

 

ہ
 مبادلہ ہے۔ جفت   جابدك ہیں ل

  :7نوٹ

کل

 

ئ

ا ہے۔سا

 

زتیب  لکھنے سے حاصل ہوب

 

 ی مبادلہ کا معکوس عناصر کی الٹی ی

 (          )       مثلاً 

  

 

 (          )         ت

 اور اس  لیے اگر

  (              ) 
      (                  ) 

 (   )(         )     ۔.مثاك

        (   )  (         )  
 

        (   )(         ) 

و ں کے حاصل ضرب پر  کو  (         )(  )(         )(   )     ۔4مثاك
کل

 

ئ
غیر مشترک سا

ز  دہو۔  
 
ا   اور یہ بھی معلول دہو  کا معکوس معلول دہواس  ظاہ  طاق ہے۔   کہ ابٓ 

 (         )(  )(         )(   )  مام لو کہ   حل۔

ا  .چوں کہ علامات 

 

  7ب

 

ز سائک
 
 علامات پر لکھی جائے گی۔ 7استعماك ہوئی ہیں ، اس لیے ہ
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دا

 

ہ
 ل

  0.
               
               

/ .
               
               

/1 

0.
               
               

/ .
               
               

/1 

 .
               
               

/ .
               
               

/ 

  سے دو ، دو  مبادلوں کا حاصل ضرب لیا گیا۔ پھر ام دو مبادلوں کا حاصل ضربدائیں 

 

 جات

  .
               
               

/ 

  اس کے غیر مشتر

 

س یہ ہیںت

کل

 

ئ

 (   )(         )   ک سا

 اور

    ,(         )(   )-  
 

     (   )  (         )  
 

     (   )(         ) 

ا     کہ حاصل شدہ  اور یہ دیکھنے کے لیے  کہ ابٓ 
 

 طاق  مبادلہ ہے ج

  (         )(   ) 

 (  )(  )(  )(  )(  ) 

دا   جابدك کا حاصل ضرب ہے۔ 5یہ 

 

ہ
 ای  طاق  مبادلہ ہے۔  ل

ز دہو۔  اس کا معکوس کو  (         )(   )(   )  ۔5مثاك
 
و ں کے حاصل ضرب پر ظاہ

کل

 

ئ
غیر مشترک سا

 معلول دہو اور یہ بھی معلول دہو  کہ کیا  یہ جفت  مبادلہ ہے۔

زض دہو کہ   حل۔

 

 (         )(   )(   )  ف

   9چوں کہ 

 

ز سائک
 
 علامات پر لکھی جائے گی۔ اب 9علامات ہیں اس لیے ہ

  .
                 
                 

/ .
                 
                 

/ 

.
                 
                 

/ 

 .
                 
                 

/ .
                 
                 

/ 

 .
                 
                 

/ 

 (             ) 
     (             ) 

 اور چوں کہ

      (             ) 

 (  )(  )(  )(  )(  )(  )(  )(  ) 

 ای  جفت مبادلہ ہے۔   جفت جابدك ہیں اس لیے 8یہ 

 ہےاور /حروف    +          *   اگر ۔8قضیہ

ٹ

  اس میں ٹھیک نصف مبادلے جفت اور    علامات پر س

 

مبادلہ گروپ ہے ت
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ملہ
ج 

 

مب

  ،   نصف طاق ہوتے ہیں۔ یعنی 
  

 
جفت اور  

  

 
 طاق ہوتے ہیں۔  

(  )   ہم جانتے ہیں کہ   ثبوت۔     

زض دہو کہ 

 

        اور   طاق مبادلے ہیں      اورجفت مبادلے        جہاں ،  {                     }  ف

        اب اگر  

 

 طاق مبادلے ہوں گے۔              ای  جابدك  ہے ت

 (.طاق مبادلے ہیں۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔)  سے طے ہے کہ  پہلے    چنانچہ 

 مبادلےہوں گے۔ جفت                اور 

 (.۔۔)۔۔۔۔۔۔۔۔جفت  مبادلے ہیں طے ہے کہ کیوں کہ     چنانچہ 

ا ہے.اور )( .)

 

د ہوب

  

     ( کی مدد سے یہ اج

        تو پھر 

ا ہے کہ

 

د ہوب

  

  سے اج
  

 
   اور  

  

 
 

 ۔مبادلے ب ائے جاتے ہیں میں ٹھیک نصف جفت اور نصف طاق    مبادلہ گروپ  یعنی

 ہوا۔

 

 
ات

 

 قضیہ ب

 کوئی ۔9قضیہ

 

ی مبادلے ب اہم م 

کل

 

ئ

 ہوتے ہیں۔ (Commutative)قلب   دو مشترک سا

زض دہو کہ  ثبوت۔

 

 +          *  ف

زض دہو کہ

 

 (          )   اور    (          )  ف

ی مبادلے 

کل

 

ئ

 پر۔   ہیں دو مشترک سا

ا  ہے کہ

 

 دہب

 

 
ات

 

 ۔ہوگا       اب ہم کو ب

زض دہو کہ  

 

  )     ف

 

ا    ( iت ا       (ii) ب           (iii) ب 

زض دہو کہ   (:iصورت  )

 

    ف

   *          + 

( )      اس لیے   *          + 

 غیر مشترک مبادلے ہونے کی وجہ سے

    *          +  *          +    

( )       اس لیے   *          + 

 ( )       ( ( ))   ( ) 

  

 

( )(  )    ت   ( ( ))   ( ) 

( )(  )    اور   ( ( ))   ( ) 
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   ( )    ( )           

زض دہو کہ   (:iiصورت  )

 

    ف

   *          + 

( )      اس لیے   *          + 

   ( )  *          + 
 ( )       ( ( ))   ( ) 

  

 

( )(  )    ت   ( ( ))   ( ) 

( )(  )    اور   ( ( ))   ( ) 

   ( )    ( )           

زض دہو کہ   (:iiiصورت  )

 

 ف

  *          +     *          + 

( )     اس لیے        ( )    

  *          + 

( )(  )    با   ( ( ))   ( )    

( )(  )    اور   ( ( ))   ( )    

   ( )    ( )           

 ں صورتوں میں قضیہ صحیح

 

 

 

   ت

 

 
ات

 

 ہوا۔ ب

زتیب کچھ   ۔1.قضیہ

 

و ں کی ی
کل

 

ئ
ز کیا جا سکتا ہے۔ اس سے قطع نظر کہ سا

 
و ں کے حاصل ضرب کے بطور ظاہ

کل

 

ئ
سی بھی مبادلہ کو غیر  مشترک سا

 ہو۔

زض دہو کہ  ثبوت۔

 

     ای  غیر اکائی مبادلہ ہے اور       ف

               توجہ دہیں 

اہی ہے یہ س  عناصر مختلف   چوں کہ 

 
 

زض دہو کہ  نہیں م

 

 ہیں۔ ف

 

(  )  ہو سکت     

  

 

  مرت

 

 (n-Tupleگانہ )  n–ت

   (      (  )      (  )) 

 ہے۔  

 

   (  )       ہو،  تو       اور       اگر  طوك کی ای  سائک
ممیز نہیں ہو یہ سبھی عناصر  پر توجہ دہیں۔   (  ) 

 اس لیے مام لیں کہ

 

   (  )      )    سکت
 ہے جس کا طوك   ((  )       (  ) 

 

اہی   ، چوں کہ ہے  ای  اور سائک

 
 

م

 کہ

 

 ہیں یہاں ی

 

  جس    ہے۔ اس عمل کا ہم اعادہ دہ سکت
 
ن غیر مشترک ہونے کے س

 
کلی

 

ئ

زاں سا د ی  زی 

 

کے تمال عناصر خالی ہو جائیں۔ م

ا ہے وہ 

 

زتیب میں ام کو رقم کیا جاب

 

 اہمیت  کے حامل نہیں۔ ی

جہاں پر یہ س  ای  سے زب ادہ طوك رکھنے                     یہ نمائندگی یکتا ہے، مام لیں کہیہ دیکھنے کے لیے کہ 
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ن ہیں۔والی 
 
کلی

 

ئ

 سا

زض دہو کہ 

 

         ف

 

  کا    اس لیے       ت

 

امل    سی ای  سائک

 

ا لازل ہے۔میں ش

 

چوں کہ کوئی دو        مام لیں کہ   ہوب

ن ب ا تو غیر مشترک ہوتی ہیں ب ا مماثل، اس لیے مام لو کہ 
 
کلی

 

ئ

دا       سا

 

ہ
ز  ل
 
ا   سی نہ سی    ہ

 

ز ہوب زای  کی نمائندگی    ہے۔ چنانچہکے ی 

 یکتا ہوگی۔

 ہوا۔

 

 
ات

 

 قضیہ ب

 :نوٹ

ا ہے۔  ۔.

 

 دو جفت مبادلوں کا حاصل ضرب پھر سے جفت مبادلہ ہوب

ا ہے۔  ۔.

 

 دو طاق مبادلوں کا حاصل ضرب جفت مبادلہ ہوب

ا ہے۔ ۔ .

 

 اکائی مبادلہ جفت ہوب

 (   )   ۔..قضیہ

ٹ

رتبہ   کے جفت مبادلوں کا س
 

 
ا ہے۔کا تحت   (  )

 

جفت مبادلوں کے اس  گروپ کو متبادك  گروپ ہوب

 (کہتے ہیں۔Alternating Groupگروپ )

زائی  ثبوت۔

 

 
زکیب اج

 

دا بندشی خاصیت پوری ہوئی چوں کہ دو جفت مبادلوں کا حاصل ضرب )ضرب( کا عمل ثنا نقائش کی ی

 

ہ
ا ہے ل

 

ئی عمل ہوب

ا ہے۔

 

  جفت ہوب

ز ہے پوری ہوگی۔
 
 نقائش کی تلازمیت ظاہ

ا ہے اس لیے

 

 میں موجود ہوگا۔   اکائی مبادلہ چوں کہ جفت ہوب

    چوں کہ
ا ہے اس لیےپھر سے جفت مبادلہ 

 

زتیب الٹی دہنے سے حاصل ہوب

 

 میں موجود ہوگا۔    صرف لکھنے کی ی

(  ) گروپ ہے۔ اور   ئیں۔ اس لیے چوں کہ گروپ کی تمال شرائط پوری ہو  
 

 
(  ) 

 نوٹ

ا ہے اس لیے کہ   ۔.

 

 گروپ نہیں ہوب

ٹ

ا ہے۔ طاقدو طاق مبادلوں کا س

 

د  مبادلوں کا حاصل ضرب جفت ہوب

 

ہ
ا بندشی خاصیت پوری ل

 ۔ہوئی نہیں 

ا ہے۔   گروپ(Alternating Group)متبادك گروپ     ۔.

 

 کا تحت گروپ ہوب

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 5.4

ا اور اس اکائی میں  

 

ی گروپ کو پہچاب

کل

 

ئ

ا ضروری نہیں سا

 

  کہ معکوس صحیح ہوب
 

ا ہے ج

 

 ہوب

 

ن
 
 ی لی
ب

ی گروپ ا

کل

 

ئ

ز سا
 
 یہ بھی معلول ہوا کہ ہ

ی گروپ کے تحت گروپ کی تعداد اور 

کل

 

ئ

ی گروپ کے مولد کو معلول کیا گیا۔  سا

کل

 

ئ

ا ہے۔سا

 

ی ہوب

کل

 

ئ

ی گروپ کا تحت گروپ بھی سا

کل

 

ئ

ز سا
 
اورہ

ا ل کیا گیا۔ مولد کی تعداد کو معلو

 

 ضربی گروپ بناب

ٹ

 کے تمال مبادلات کا س

ٹ

اہی س

 
 

مبادلہ گروپ کی تعریف اور مثاك دیکھی گئیں۔ سی بھی م
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ی مبادلات کے حاصل ضرب کے بطور 

کل

 

ئ

۔ مبادلات طاق اور جفت ہوتے ہیں۔ مبادلہ رقم کیا جا سکتا ہےہے۔ سی بھی مبادلہ کو غیر مشترک سا

گروپ میں نصف یعنی 

 

 
 جسے متبادك گروپ کہتے ہیں۔ جفت اور نصف طاق ہوتے ہیں۔ جفت مبادلے بھی گروپ بناتے ہیں(  )

 (Keywords)کلیدی الفاظ 5.5

ی گروپ،  متبادك گروپ، جفت ، طاق، غیر مشترک

کل

 

ئ

 ، مولدمبادلہ، سا

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 5.6

 (Objective Answer Type Questions)سوالاتمعروضی جواب ات کے حامل  ..5.6

 ۔متبادك گروپ کی تعریف کیجیے ..

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات ..5.6

س  کا خاکہ بناؤ۔ (       )گروپ  ..

ٹ

ی ی
ل

 کا 

 ہے۔ 1.گروپ کے تمال مولد معلول دہو جس کا رتبہ  اس ..

ی گروپ ..

کل

 

ئ

 کے تمال مولد معلول دہو۔ (    +         *)سا

ی تحت گروپس ہوں گے ام کے مولد کیا ہیں۔ کے (       ) گروپ .4

کل

 

ئ

 ۔ٹس خاکہ بھی بناواس کا لیا  کتنے  سا

س  کا خاکہ بناؤ۔ (       )گروپ  .5

ٹ

ی ی
ل

 کا 

 کے تمال تحت گروپس کے رتبے معلول دہو۔ (       )گروپ  .6

ی گروپ جس کا مولد  کے (       )گروپ  .7

کل

 

ئ

 کا رتبہ  معلول دہو۔ہےاس  1.تحت سا

ی گروپ ہیں جن کے رتبے ب الترتیب  .8

کل

 

ئ

 ہیں۔ ام کے تمال مولد معلول دہو۔  1.اور  8، 6 اگر سا

و ں کے حاصل ضرب کی شکل میں لکھو۔(  )(   )(          ) .9
کل

 

ئ
اس کا معکوس   کو غیر مشترک سا

 دہو کہ یہ طاق مبادلہ ہے۔

 

 
ات

 

ار معلول دہو اور ب

 

ویسا ہی رکھو۔ پھر   ضرب معلول دہ لو  اور تیسرا دو کا حاصلہ: پہلے درجے میں پہلے )اش

 (تیسرے کا حاصل ضرب معلول دہ لو۔  حاصل ضرب سے 

  مبادلہ گروپ  +          *   اگر .1.

 

 دہو کہ میں    ت

 

 
ات

 

 ۔ گے ہوںمبادلات نصف جفت اور نصف طاق ب

ی ...

کل

 

ئ

 کے تمال مولد معلول دہو۔ +                         *   گروپ سا

 (Long Answer Type Questions)طویل جواب ات کے حامل سوالات ..5.6

ا ہے۔ ..

 

 ہوب

 

ن
 
 ی لی
ب

ی گروپ ا

کل

 

ئ

ز سا
 
 دہو کہ ہ

 

 
ات

 

ی گروپ کی تعریف دہو اور ب

کل

 

ئ

 سا

ا ہے ..

 

ی ہوب

کل

 

ئ

ز تحت گروپ سا
 
ی گروپ کا ہ

کل

 

ئ

 دہو کہ سا

 

 
ات

 

 ۔ب
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.  اگر ..
   
   

     
  
  

/    .
   
   

     
  
  

 تو  /

i.     ii.     iii.  (  )  
 iv.        

 v.    
 

 ۔معلول دہوکو 

ز   کو  (         )(  )(         )(   )     .4
 
و ں کے حاصل ضرب پر ظاہ

کل

 

ئ
غیر مشترک سا

ا   یہ طاق  مبادلہ ہے۔  دہو۔  اس کا معکوس معلول دہو اور یہ معلول دہو  کہ آب 

د مطالعے کے لیے 5.7 زی 

 

ز دہدہتجوم

 

 (Suggested Books for Further Readings)کتابیں ی 

1. Text Book of Differential Equations, Khalil Ahmad, Real World Education Publishers, 

New Delhi 

2. Ordinary and Partial Differential Equations-   Rai Singhania, S.Chand & Company,  New 

Delhi 

3. A Text Book of B.Sc. (Mathematics), Volume –I , V. Venkateshwara Rao and others, S. 

Chand & Company New Delhi 
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 ہم کمارفیت ک کی کگروپس۔6اکائی

(Homomorphism of Groups) 

 

زا

 

 
 اکائی ککے کاج

 تمہید   6.0

 مقاصد   6.6

 حل کشدہ کمشقیںاور ک کتتعریفا   6.2

6.3    
ی

 

قض

 مشقیںحل کشدہ کے کاور

 اکتسابی کنتائج   6.4

 کلیدی کالفاظ   6.5

 نمونہ کامتحانی کسوالات   6.6

  معروضی کجواب ات ککے کحامل کسوالات  6.6.1 

 مختصر کجواب ات ککے کحامل کسوالات  6.6.2 

 طویل کجواب ات ککے کحامل کسوالات  6.6.3 

ز ککردہ ککتابیں   6.7

 

د کمطالعے ککے کلیے کتجوی  زی 

 

 م

 

 

 

 

 

 

 

 



110 

 

 (Introduction)تمہید6.0

نتے ک کرشتہ ککو کتشکیل کدیتا کہے۔ کہم کادلی کدرمیام کاہم کمارفیت ککا کنظریہ کدو کگروپوں ککے کدرمیام کرشتہ ککو کتشکیل کدیتا کہے۔ کبلکہ کاُسکے

 ک عب 
مک
ل

در کا

 

ہیں ککہ کاکائی ککے کج  21, ,w wضربی کگروپ کبناتےہیں کاور ک 0,1,2بہ کمقیاس کجمع کپر کگروپ کبناتے کہیں۔ کام کدو کگروپوں ککے ک

 کنقش ک اگر کہم کیوں کتشکیل کدیں ککہfدرمیام کای      0 1 21 0 1 2f w f w f w   کہم کدیکھتے ک   

 

 کاور کت  کای   کہیں ککہ کای 

 کنقش کہے کلیکن کہم ز ی    11. , 1.w f wاور ک ک 2.f w w0اُنکے کعکسوں ک 1,0 2,1 2  کیہ ک   کہیں؟

 

 کسکت  ککہہ کے کمتعلق ککیا

 کہیں کاور کتحقیقات ککے کنئے کا

ث

د کدلچسپی ککا کب اع زی 

 

 نظرب ات کم

 

قض

 ے کاور کمشقیںبواب ککا کنقیب کہے۔ کاس کسے کمتعلق ک
ی

ز کحث  کرہیں کی۔   کاس کاکائی کیں  کیی 

 (Objectives)مقاصد6.6

 کہوائیں کگے ککہ کدو کگروپس ککے کبیچ کہم کمارفیت ککب کہوتی کہے۔ کاور کاسکا ککرنل ک
 
اس کاکائی ککے کمطالعہ ک، کتکمیل ککے کبعد کآپ کاس کقاب

ز اہے۔ ککرنل کی کخصوصیات ککیا کہیں۔ کہم کمارفیت کاگر کی 

 

 کہو کب ا کدونوں کہوں کتو کانکے ککیا کہوب  کای  ال کیں  ککیا کخصوصیت کجمع کہو کاور کای 

 

ہوتی کہے۔ کہم ک کب

 

 

قض

 کہوئے کدو کگروپس ککے کبیچ کہم کمارفیت کممکن کہے کب انہیں کام کلیں کگے۔ کمارفیت کسے کمتعلق ک

ے

 ے کاور کدی 
ی

 

اتعریفا6.2

 

 (Definitions and Solved Examples)ورحل کشدہ کمشقیںب

 (Group Homomorphism)گروپ کہم کمارفیت ک

کہ ک:تعریف  ک  ککرو زض

 

 ک (   )ف ر/′    .اور  کاو  کہیں  کگروپ fدو ,G Gکہم ک   کیہ  کہے۔  کنقش ای 

اہے۔ کاگر کHomomorphismمارفیت)

 

(   ) ( ککہلاب ز ککیا کاسکتا ک      ( )   ( )  
 
اسکو کنقش کیں  کیوں کظاہ

 ہے۔ ک

 

ا کہے۔ کی ک کGی کاکائی ککا کعکس ہم کمارفیت کیں  کہمیشہ ک ک(6): نوٹ

 

 اکائی کہوب

اگر ک ک(2) f x e x G   

 

ا کہے۔ ک کfت

 

 ہم کمارفیت کہوب

(      )            کہ کں کچو   ′
 

     
 

  (  ) (  ) 

دا ک

 

 کfل  ہم کمارفیت کہے۔ ک

 (کہتے کہیں۔Least Homomorphismرفیت)اور کاس ککو ککمترین کہم کما
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( کعال کطور کپر کقضیوں کیں 3) ,G اور ک ک ,G اہے۔ ک

 

 لیا کاب

 ( Image of Homomorphismہم کمارفیت ککا کعکس ک)(:  2تعریف)

f:اگر ک G G  

 

Range of)عکس کب ا  ککا کfہم کمارفیت کہے کت f ا کہے۔ ک(

 

یوں کہوب      /mf G I f f x x G   

 اور کب اد کرہے ککہ ک ک f G G 

ا کہے کاُسے کوحید کمارفیت ک( :3تعریف)

 

 کہوب  کای   کہتے کہیں۔ ک(Monomorphism)جو کہم کمارفیت کای 

زمارفیت ک(:4تعریف) اہے۔ کاُسے کی 

 

ز کہوب  کہتے کہیں۔(Epimorphism)جو کہم کمارفیت کی 

 کمارفیت ک(:5تعریف) زدوونوں کہوتو کاُسے کی   کاور کی   کای   کہتے کہیں۔ ک ک(Isomorphism)جو کہم کمارفیت کای 

f:اگر ک(:6تعریف) G Gیعنی کخود کہم کمارفیت کہو کتو کاسے کخود کمارفیت ک(Automorphism)کہتے کہیں۔ 

(اگر ک کKernel of a Homomorphismہم کمارفیت ککا ککرنل)(:7تعریف)

':f G Gک   

 

 کہم کمارفیت کہے کت Gای 

 کجو ک

ٹ

اہے۔ کیعنی کKernel of fکا ککرنل) کfی کاکائی کپر کنقش کہوتے کہیںGکے کاُم کتمال کعناصر ککا کس 

 

( ککہلاب

  /Ker f x G f x e  جہاںe G اکائی کہے۔ کمثلا  ک 

 

 

 ک  

 

 ت , ,Ker f e y z 

Kerنوٹ: f کہ کںکیو f e eا کہے ک۔ کاس کلیے

 

e کم  کای کم  کہمیشہ کہوب Ker f 

۔1مثاك ,R اور ,R دو کگروپ کہیں کاور کنقش:f R Rاس کطرح ککہ ک  xf x a x R  0اور ک, 1a  ک 

  

 

ا کہے ک۔ ک ت

 

 ہم کمارفیت کہوب

x, توجہہ ککریں ک y R x y R    

 ک  

 

    ت  xf x a 

    اور ک  yf y a 

    اورپھر  x yf x y a   

   

.x ya a

f x f y




 

 کہوا ککہ ک

 

 
ات

ث

 مارفیت کہے۔ کہم کfچنانچہ کب
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 اگر ک کلیےاس ککے ککرنل ککے ک  1f x 1یہاں Rاکائی کہے۔ ک ک 

   

 

1

0

ker 0

xa

x

f

 

 

 

 

اگر۔ ک2مثاك ,کگروپ کہے کاور ک ک  ای  1, 1G  کنقش ک   

 

f:ضربی کگروپ کہے۔ کت Gاس کطرح ککہ 

 ( )  {
اگر  ہےجفت  

اگر   ہےطاق   
 ک، ک  

 

ا کہے کاور کاسکا ککرنل کبھی کمعلوfت

 

 ل ککریں۔ کہم کمارفیت کہوب

زض ککرو ککہ ک ک۔حل

 

ف
1 2,x x ااورجفت کہ ی ں

1 2,y y طاق کہیں۔ ک 

 ۔ کدو کجفت کعناصر ککے کدرمیام کہم کمارفیت ککا کامتحام ککریں کگا(iصورت)

1 2,x x Zکدونوں کجفت کہیں کاس کلیے ک 
1 2x x ۔گے کںبھی کجفت کہو 

    اور ک ک     1 2 1 2.f x x f x f x  

1 1.1  

1 1 
 

 شرط کصحیح کہوئی۔ ک

 کطاق کعنصر ککے کدرمیام ک(iiصورت:)  کجفت کاور کای  ای 
1 1,x y جہاں ک

1xجفت کاور ک ک
1y  

 

طاق کہے کت
1 1x yک ک   

 

 طاق کہوگا۔ت

     1 1 1 1.f x y f x f y 
   

 

 1 1. 1    

1 1    

 شرط کصحیح کہوئی۔

 کاگر ک(iiiصورت ک)  

 

دونوں کعناصر کطاق کہوں۔ کت
1 2,y y   

 

دونوں کطاق کہیں کت
1 2y yجفت کہوگا ک۔ ک ک 

 ک  

 

    ت     1 2 1 2.f y y f y f y  

   1 1 . 1    

1 1  

 شرط کیہاں کبھی کصحیح کہوئی۔ ک

ز کصورت کپوری کہوئی کاس ک
 
 کہم کمارفیت کہے۔ ک کfلیےچنانچہ کہم کمارفیت کی کشرط کہ  ای 

زض ک کلیےکاکرنل کمعلول ککر کنے ککے کfاب ک

 

کہ ککروف  1f x جہاں، ک, '1'Gی کاکائی کہے۔ ک ک 

ز ک
 
 ‘6’ کعکس کلیےکے ک   جفت کہم کانتے کہیں ککہ کہ

سل
 ہے۔ کا

ی
 کرنل کیں  کموجود کہوں کگے۔‘0’ے ککرنل کیں  کسارے کجفت کمعہ ک
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6.3  

 

قض

 
ی

 (Theorems and Solved Examples)ے کاور کحل کشدہ کمشقیں

f:اگر ک۔1قضیہ G Gہم کمارفیت کہے کاور کاگرa Gاور ک کaک   

 

اہی کہے۔ کت

 
 

م f aا کہے ک

 

 کو کaتقسیم ککرب

زض ککر کوکہ کثبوت۔

 

ف ,G اور ,G کاور ک کدو کگروپ کہیں :f G Gہم کمارفیت کہے۔ ک 

aاور ک Gاورa nیعنی ک ک

nx e
، ک

eجہاں Gاکائی کہے۔ ک ک 

 ک  

 

 ت f a G 

کہ کں کاور کچو f e eجہاںe Gاکائی کہے۔ ک ک 

   غور ککرو ککہ ک ک   ne f e f a   

 
n

f a    

 f a n  

  

 

یہ کب ات کصاف کہے ککہ ک کت f aا کہے

 

 ہیں۔ ک کnکہ کدونوں کبھیں ککو ککیو کaتقسیم ککرب

 کہوا۔ ک

 

 
ات

ث

 قضیہ کب

f:اگر ک۔ ک2قضیہ G Gک   

 

 کہم کمارفیت کہے کت kerای  fا کہے۔ ک

 

 گروپ ککا ک۔ کGتحت کگروپ کہوب

زض ککرو ککہ ک۔ثبوت

 

ف ,G اور ک ,G دو کگروپ کہ ی ںااور کe Gک ک ،e G اُنکے کاکائی کہیں۔ ک 

ہم کانتے کہیں ککہ ک  /Ker f x G f x e   

 ککر

 

 
ات

ث

ا ہمیں کب

 

Ker کہے ککہ کب fتحت کگروپ کہے کGز کہے ککہ ک ک۔ ککا
 
Kerیہ کتو کظاہ f Gک  Kerاور ک f کہں ککیو f e eک 

 
سل
  ا

ی
eے ک Ker f 

x,اب کمام کلو ککہ ک y Ker f 

 ک  

 

     ت   f x e f y e   

,     چوں ککہاور ک ,x y Ker f x y G     

     

1xy G  

 کتوجہ ککرو ککہ ک  

 

   ت     1 1f xy f x f y  ہم کمارفیت کی کوجہہ 

 

 

11

1
1 1

1 1

1

.

.

e f y

e e

e e

e





   







 

       1 1f xy f x f y  
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 کہوا ککہ ک

 

 
ات

ث

Kerاس کسے کب fکہوا۔ ک تحت کگروپ کہے ک 

 

 
ات

ث

 کا ک۔ کقضیہ کب

 کہم کمارفیت کہے۔ ک کfاگر۔3قضیہ    کپرگروپ کGگروپ کسےGای 

 

Kerت fا کہے ک

 

ارمل کتحت کگروپ کہوب

 

 کا کGب

 ککہثبوت۔  ککرو زض

 

ف ,G اور ,G کاور   کہیں eدوگروپ Gاور کe G کاور ک ک   کہیں۔  کاکائیاں  کی f:دونوں G Gہم ک

مارفیت کہے۔ کہم کانتے کہیں ککہ ک  ker /f x G f x e  ا کہے ککہ۔ کہمیںہے

 

 ککرب

 

 
ات

ث

ker کب fکہے ک  ا

 

ارمل کتحت کگروپ کہوب

 

ب

Gککریں کگے ککہ۔ ککا ک ک 

 

 
ات

ث

kerہم کب fتحت کگروپ کہے ک کGارمل کی کشرط کدیکھیں کگے۔ ک

 

 کا کپھر کب

ز کہے ککہ ک
 
Ker   یہ کتو کظاہ f G 

Ker    اور ک f کہ کں کچو f e eلیےاس کe Ker f 

x,   اب کمام کلو ککہ ک y Ker f 

 ک  

 

    ت   f x e f y e   

x,چوں ککہاور ک y G 

1xy G  

  اب کغور ککرو کہم کمارفیت کی کوجہ ک     1 1f xy f x f y  

 

 

1'

1
' '

' '

'

.

.

e f y

e e

e e

e





   







 

(1).....................  

1xy Ker f
 

 کہوا ککہ

 

 
ات

ث

Kerیہاں کب fوپ کہے کتحت کگر کGارمل کی کشرط کدیکھیں۔ ک

 

 کا ک۔ کاب کب

gمام کلو ککہ Gاور ک کx Ker f 

 کغور ککرو ککہ ک  

 

   ت       1 1f g x g f g f x f g  

   

   

1

1

f g e f g

f g f g

e





    

   



 

1 &g x g Ker f x Ker f g G      

Kerیہاں کمعلول کہوا ککہ fارمل کتحت کگروپ کہے ک ک

 

 کا ک۔Gب

 کہوا۔

 

 
ات

ث

دا کقضیہ کب

 

 ل

  پر ک کGسے کGہم کمارفیت کہےfاگر ک۔4قضیہ
 

 کت   f a f bاگر کاور کصرف کاگر کker kera f b f 
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 ککہ کثبوت۔  ککرو زض

 

ف ,G اور ,G کہیں ک   کگروپ eاور دو Gاور ک کe G کہیں ام   کاکائیاں f:اور ک ی G Gہم ک

 ۔فیت کہےمار

 کہ کہم کانتے کہیں  /Ker f x G f x e   

a,اگر b Gک ک   

 

kerت kera f b fگےں کہو ک کدو کہم کسٹسker fکے ک کGیں  کاب کاگر ک   f a f b 

  

         

   

 

1 1 1

1

1

1 ker

ker ker

f a G f a f a f a f b

e f a f b

e f a b

a b f

a f b f

  







            

 

 

 

 

 

 کہوا۔ ک

 

 
ات

ث

 چنانچہ کقضیہ کب

G:۔ کاگر ک5قضیہ ک G ہم کمارفیت کہے کاورg Gاگر ک ک  ( )         

 

 ت

    (  )  *     ( )    +         

G:دب ا کگیا کہے ککہثبوت۔ G ہم کمارفیت کہے۔ ک ک 

( )     *     اور کہم کانتے کہیں ککہ  کاتحت کگروپ کہے۔ ک کGاور کیہ ک+   

زض ککرو ککہ ک

 

( )   ̅     ف    
 

 ک  

 

(  )     ت  *     ( )    + 

 ککرنے ککے کلیے

 

 
ات

ث

 کیہ کب  

 

(  )     ککہ کت         

زض ککرو ککہ ک

 

(  )       ف   ( )      ( ) 

 

ker ker

ker ker

x g

x x g

 

 

 

  
 

 (6..............)     (  )          

زض ککرو ککہاور

 

ف

 

  kerg x g 
  

  

  1kery y e    
 

 کغور ککروکہ  

 

ت

      gy g y   

 

 

       

   

       (  )

       (  )

 

(6) .....          (  ) 
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 ( کی کمدد کسے2(اور)6)

   (  )        

 کہوا۔ ک

 

 
ات

ث

 قضیہ کب

G:اگر ک۔6قضیہ G اگر کہم کمارفیت کہے کاورker n کنقش ک   

 

 ک کت 1nای  to ا کہے

 

سے کGنقش کہوب Gکپر ک  

زض ککرو ککہ کثبوت۔

 

ف ,G اور ک ,G دو کگروپ کہیں۔ کe Gاور کe Gاکائیاں کہیں۔ ک ک 

 کہم کانتے کہیں ککہ  

 

ت  /Ker x G x e    یہ ک ک کGا کہے۔ ک

 

 کا کتحت کگروپ کہوب

زض ککرو ککہ ک 

 

kerف n  

 ک   

 

 ت 1 1kerg g   

زض ککرو ککہ ک 

 

ف
1 1,g e G g e G    

  

 

 

1 1

1 1

ker

ker

e e

e

 

 





 

 
 

   

 

 ت 1 1ker e   

kerچوں ککہاور ک n  

1nلیےاس ک to زنقش کہوگا۔ ک  ی 

 کہوا۔ ک

 

 
ات

ث

 قضیہ کب

f:اگر ک۔7 کقضیہ G Gگروپوں کی کہم کمارفیت کہے کاور کe Gاور     
 ک ک  ک  

 

 اُنکی کاکائیاں کہیں کت

 ( ) ( )                    (  ) (   )  , ( )-       

 و ک( کغور ککرi)ثبوت ک۔   f ee f e 

       f e f e f e   ہم کمارفیت کی کوجہہ ک 

       1f e f e e f e  تنسیخ ککے ککلیہ کی کوجہہ 

    1f e e  

(iiزض ککرو ککہ ک

 

 ( کف

1x G x G   

   اور ک

1xx e  

 کغور ککرو ک  

 

  ت     1 1f xx f x f x  

  

     

   

   

1

1 1

1 1

f e f x f x

e f x f x

f x f x





 

 

 

   

  

 کہوا۔ ک

 

 
ات

ث

 قضیہ کب
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اگر۔8قضیہ ,G دو کگروپ کہیں کاور(    )اور ک ک      
 ک ک  

 

ہم کمارفیت کہے کت f Gتحت کگروپ کہوگا ک  
 کا ک۔ ک

      دب ا کگیا کہےثبوت۔
 ۔ ککہ کہم کمارفیت کہے ک

  اور ک ک    /f G f a a G  

     ( )    
 

ا کہے ککہ

 

 ککرب

 

 
ات

ث

 کہمیں کب  

 

ت f Gتحت کگروپ کہوگا ک ک

1Gکا ک۔ 

زض ککرو ککہ ک

 

 ( )        ف

  

 

a, ت b G  اس کطرح ککہ ک ک ( )       ( )    
 

(( ) )( )    (  )     غور ککرو ککہ کاب ک
  

 

      ( ) (   )     (    ) 

 ہم کمارفیت کی کوجہ کسے ک

            (  )    ( ) 

چنانہ ک f G،تحت کگروپ کہو   
 کا ک۔ ک

 کہوا۔ ک

 

 
ات

ث

 قضیہ کب

 کگروپ ککا کہم ک ک۔9قضیہ ک

 

ن
 
 ی لی
ب

اہے۔ کا

 

 کہوب

 

ن
 
 ی لی
ب

 مارفی کعکس کبھی کا

زض ککرو ککہثبوت۔

 

ف ,G کاور ک   کگروپ کہے۔ کاور کای 

 

ن
 
 ی لی
ب

 گروپ کہے۔ ک ک (    )ا

      اور ک
 ہم کمارفیت کہے۔ ک

ا کہے ککہ کGدب ا کگیا کہے ککہ

 

 ککرب

 

 
ات

ث

 کہے کاور کب

 

ن
 
 ی لی
ب

ا f Gکہو ک 

 

ن
 
 ی لی
ب

 گا۔ کا

 ک( )       اگر ک  

 

a,ت b G اس کطرح ککہ ک ( )       ( )    
 

abب ا کدرہے ککہ ba [Gکہے۔ ک ک 

 

ن
 
 ی لی
ب

 [ا

   غور ککرو   1 1a b f a f b 

 ہم کمارفیت کی کوجہہ

   f ab

  f ba ab ba  

     f b f a 

     
 

ی کخاصیت کپوری کہوئی کاس ک کچوں ککہ  
قلی ی

 

ت

لیے f Gکہے۔ ک ک 

 

ن
 
 ی لی
ب

 ا

 کہوا۔

 

 
ات

ث

 قضیہ کب

ی ۔10قضیہ ک

کل

ے

ت

 فیگروپ ککا کہم کمار کسا

ے

ت

ی کہوگا۔ ک کعکس کبھی کسا

کل
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زض ککرو ککہ ک کثبوت۔

 

ف ,G ی

کل

ے

ت

گروپ کہے۔ کاور کسا :f G f Gہم کمارفیت کاور ک ک /nG a n Z a   

  

 

کا کعکس ک کGت    /f G f a a G  

ا کہوگا ککہ ک

 

 ککرب

 

 
ات

ث

ہمیں کب f Gی

کل

ے

ت

 ہے۔ ک کسا

ہم کانتے کہیں ککہ ک   a G f a f G   

bاگر Gک   
 

ت

mb a m Z کہ کںچو کG a 

اور ک   f b f Gک   

 

 ت

   mf b f a 

 

 

   

 

. ............

..........

m

f a a m times

f a f a m times

f a





   

 

معلول کہوا ککہ ککوئی کبھی کعنصر ک   f b f Gکو f aز ککیا کاسکتاہے۔ ک ک
 
 ی ککوئی کقوت ککے کطور کپر کظاہ

د

 

ہ
ا کل f aکعکسفیہوا کہم کمارلدمو  f Gکعکس کفیکا کچنانچہ کہم کمار ک  f Gی کہے۔ ک

کل

ے

ت

 سا

 کہوا۔ ک

 

 
ات

ث

 قضیہ کب

      اگر ک ک۔66قضیہ ک
 کگروپ کہم کمارفیت   اور کeہے کای 

  اور کGاکائیاں کہیں ک
 ک  

 

 کنقش کہوگا کاگراور کصرفfی کت  کای   کای 

اگر ک ker f e 

زض ککرو ککہ کثبوت۔

 

 کہے۔ ک کfف  کای  ا کہوگا ککہ کای 

 

 ککرب

 

 
ات

ث

 کب  

 

ت ker f e 

( )     *      ہم کانتے کہیں ککہ ک    + 

 کچو  

 

( )  کہ کہمیشہ کں کت    
 

  kere f  

ker  یعنی ک f   

kera اب کمام کلیں ککہ ک f 

 ک  

 

( )  ت    
 

( )   توپھر ک      ( ) 

 کہے کfکہںر کچواو  کای   ای 

aلیےاس ک e 

دا

 

 ل ker f e 

زض ککرو ککہ ک

 

اس ککے کب العکس کف ker f e 
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ا کہوگا ککہ ک

 

 ککرب

 

 
ات

ث

 کہمیں کب  

 

 کہے۔ کfت  کای   ای 

زض ککرو ککہ ک

 

a, ف b G 

   اور   f a f b 

       
1 1

f a f b f b f b
 

       
 

  ( ) (   )    
 

             (    )    
 

              * + 
                          

               (    )     

              (    )    

                             

                              

 کنقش کہے ک۔ کfچنانچہ  کای   ای 

 کہوا۔ ک

 

 
ات

ث

 قضیہ کب

ارملHاگر۔ ک62قضیہ ک

 

 کنقشGتحت کگروپ کہے ک کب  

 

:کا کت
G

f G
H

جو ک ک f a aHاہے۔ کاس ک

 

سے کمعرف کہے ک، کہم کمارفیت کہوب

 کمارفیت ککو  کہم  ک ک(Natural Homomorphism)فطری  کاور(Canonical Homomorphism)ب ا کہتے کہیں

ker f Hہوگا۔ ک ک 

:دب اگیا کہے ک کثبوت۔
G

f G
H

اور ک f a aH  a G  

زض ککرو ککہ

 

a,ف b Gک ک   

 

abت G 

 کغور ککرو ککہ ک  

 

 ت f ab abH 

  

   

.aH bH

f a f b




 

 کہوا ککہ ک

 

 
ات

ث

 ہم کمارفیت کہے۔ کfاس کسے کب

  اور ک  ker /f a G f a H   

  کہ کںکیو

G

H
eHی کاکائی ک  Hہے۔ ک 

  کہں کچو f a aH H اگر ک کkera f 

  a H  

   کاس کلیے ker /f a G a H H    

 کہوا۔ ک

 

 
ات

ث

 قضیہ کب

ایسا کگروپ کہے ککہ کGاگر۔63قضیہ ک

 
G

Z G
ی 

کل

ے

ت

 کہوگا۔ کیہاں کپر کGہے کتو کسا

 

ن
 
 ی لی
ب

ا Z G،Gز کہے۔ ک

 

 کا کمرک
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زض ککرو ککہ کثبوت۔

 

ف ,G گروپ کہے۔ ک ک 

 کGاور ک  ک ز

 

کا کمرک   /Z G x G gx xg g G     

 کہم کانتے کہیں ککہ  

 

ت Z Gارمل کتحت کگروپ کہے ک

 

 کا ک۔ ک کGب

 اور ک

 
    /

G
gZ G g Z G

Z G
   

زض ککرو ککہ

 

ف

 
 

G
gZ G

Z G
 ی

کل

ے

ت

 گروپ کہے۔ ک کسا

ا کہے ککہ

 

 ککرب

 

 
ات

ث

 کہمیں کب  

 

 کہوگا۔ ک کGت

 

ن
 
 ی لی
ب

 ا

زض ککر کوکہ

 

a,ف b G 

 ک  

 

 ت    
i

aZ G gZ G i Z  

  ig Z G 

 مام کلیں .ia g x x Z G   

 اسی کطرح ک    
j

bZ G gZ G j Z  

   .jg Z G 

  مام کلیں ک .jb g y y Z G  

 اب کغور ککرو ک

i jab g xy
 

,i j j i i j Z     ز ککے کا

 

ی کصفتور کمرک  
قلی ی

 

ت

 اس کلیے کپوری ککرتے کہیں۔ کعناصر کبھی ک

          

ba
   

 

دا ک ک

 

a,ل b G کی کصفت کپوری کہوئی۔ ک  قلی ب 

 

ت
 

 
س
 ا
ل
  
ی
 کGے ک  کہے۔ ک

 

ن
 
 ی لی
ب

 ا

 کہوا۔ ک 

 

 
ات

ث

 قضیہ کب

اگر ک ک۔6ك کمثا
30 30:f Z Zہم کمارفیت کہے کاور ker 0,10,20f اور ک ک 23 9f   

 

 کمعلول ککرو۔ ک ک9ت

ٹ

 کا کمعکوس کس 

دب ا کگیا کہےکہ کحل ک۔
30 30:f Z Zہم کمارفیت کہے۔ ک 

  اور ک ker 0,10, 20f  

  اور 23 9f  

 

 

 

 

1 9 23 ker

23 0,10,20

23,33,43

f f  

 


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   23,3,13بہ کمقیاس
30

 +ی کوجہہ ک

   3,13,23 

اگر ک ک۔2ك کمثا ,G غیر کصفر کحقیقی کاعداد ککا کگروپ کہے کاور ک:f G Gاس کطرح کسے ککہ ( )  ککرو ک ک        

 

 
ات

ث

 کب  

 

ت

 مارفیت کہے کاور کاسکا ککرنل کبھی کمعلول ککرو۔ کہم ک کfکہ

f: دب ا کگیا کہےکہ ک کحل۔ G G 

    2f x x x G   

زض ککرو ککہ ک

 

a, ف b G ab G   

 ک  

 

  ت       
22 2f a a f b b f ab ab   

  غور ککرو ک   
2

f ab ab 

  

   

2 2a b

f a f b




 

1 کہم کانتے کہیں ککہ ککرنل کمعلول ککرنے ککے کلیےہم کمارفیت کہے۔ کاب کاسکاfمعلول کہوا ککہ کیہاں ک Gاکائی کہے۔ ک ک 

 
س
 ا ک
ل
 
ی
  ے ک  ker / 1f x G f x   

    1f x   

  

2 1

1

x

x

 

  
 

  ککرنل کاس کلیے ker 1, 1f   

 کمثا ۔اگر ک3ك ,Z ک  اور  1, 1, , ,G i i   کنقش   کاور  کہیں  کگروپ f:دو Z Gککہ ک   کسے  کطرح اس

  nf n i n Z ککرو ککہ ک ک 

 

 
ات

ث

 کب  

 

 ہم کمارفیت کہے کاور کاس ککا ککرنل کبھی کمعلول ککر۔ کfت

f:دب ا کگیا کہے۔ ک ۔ کحل Z G 

   nf n i n Z  

ز کہے ککہ کاسکی
 
1اور کظاہ Gاکائی کہے۔ ک 

a,اگر ک b Z ک   

 

aت b Z  

 غور ککرو ک  a bf a b i   

  

   

.a bi i

f a f b




 

 ہم کمارفیت کہوا۔ کfچنانچہ ک

  کمعلول ککرنے ککے کلیے کاب ککرنل
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  ہم کدیکھتے کہیں ککہ ک   1 21 , 2 1f i i f i     

  

   

   

3 4

5 6

3 , 4 1

5 , 6 1

f i i f i

f i i f i

    

    
 

دا ک

 

ز کچار کعناصربعد کمکر کرعکس کب ائے کاتے کہیں۔ کfل
 
ز کتفاعل کہے کاور کہ  ی 

 جیسے ک

4 8 121 .......i i i   

دا ک

 

 ل  ker / 1f n Z f n   

 

4 1ni  

 کاس کلیے 4 1f n  

  ker 4 /f n n Z   

اگر ک۔4كمثا ,Z ککا کگروپ کہے کاور کنقش ک  f:صحیح کاعداد Z Zہے کجہاں f x Zx x Z  ککہ ک   ککرو

 

 
ات

ث

 کب  

 

ہم ک کfت

زہم کمارفیت کہے۔ کfمارفیت کہے کاُسکا ککرنل کمعلول ککرو کاور کمعلول ککر کوکہ کآب ا ک  ی 

f:دب ا کگیا کہےکہ ک کحل۔ Z Z اور ک ( )             

a,اگر ک b Zک   

 

aت b Z  

    غور ککرو   2 2 2f a b a b a b     

        f a f b  

 ہم کمارفیت کہے۔ کf کاس کلیے

0کہں کاور کچو Zاکائی کہوی۔ ک 

اگر ک کلیے ککرنل ککے کاس کلیے  2 0f x x  

   0x  

د

 

ہ
   ا کل ker 0f  

 کہے کاس کلیے2xکہ کں کچو ا

 

ں کیں  کچھوٹے کہوئے کہو(Codomain) کسارے کطاق کاعداد کدورےے کگروپ کیعنی کعکس کہمیشہ کجفت کہوب

زہم کمارفیت کنہیں کہے۔  کگے۔ کاس کلیے  ی 

 ک5كمثا اگر ک۔
0 0:f C Cجہاں  nf Z Zاور ک

0Z Cاورnکمستقل ک   ک(Constant)ای 

 

 
ات

ث

 کب  کہے کتو مثبت کصحیح کعدد

زہم کمارفیت کہے کاور کاسکا ککرنل کبھی کمعلول ککرو۔ ک ک کرو ککہ  ی 

ہم کانتے کہیں ک ک۔ کحل 0 ,C ا کہے۔ ک

 

 گروپ کہوب

اور کدب ا کگیا کہے ککہ ک
0 0:f C C 

  0

nf Z Z Z C اورnک (مقرر کConstantمثبت کصحیح کعدد کہے۔ ک) 
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زض ککرو ککہ ک

 

ف
1 2 0,Z Z C  

 

 ت
1 2 0,Z Z Cبندشی کخاصیت کی کبناء( ک( 

  

 

ت   1 1 2 2

n nf Z Z f Z Z اور ک ک   1 2 1 2

n
f Z Z Z Z 

ر ککرو کغو   1 2 1 2

n
f Z Z Z Z 

 

   
1 2

1 2

.n nZ Z

f Z f Z




 

 ہم کمارفیت کہے۔fچنانچہ ک

اور کاگر ک   1 2f Z f Z 

 
1 2

1 2

n nZ Z

Z Z

 

 
 

 کہوا ک کfیہاں  کای  چوں ککہای 
0 0:f C Cکہے ک   کای   ای 

س
  کا ک
ل
  
ی

دا

 

زنقش کہے۔ کل زہم کمارفیت کہے۔ ک کfے کی   ی 

زض ککرو ککہ ککرنل ککے کلیے

 

 کف  1nf Z Z  

د

 

ہ
در ک۔ ا کل

 

n کے کج  thn rootsکرنل کہوگا۔ ک 

 کاس کلیے  
2

ker / 0,1,2,....... 1
i
nf e r n



   

ا6۔6مثاك ک  رجہ کبندی ککرو۔ ک کرنے و کوا ت کتمال کگروپس کی کدتبہسے کم  کر ک6ب 

( کاگر کi) حل۔  1o G   

 

ت G eمعمولی کگر کوپ کہے۔ ک ک 

(iiکاگر ک )  2o G ز کمفرد کعدد ککے ک
 
 کمفرد کعدد کہے کاور کہ  کیہ کای   

 

یکا کگروپ ک کرتبہت

کل

ے

ت

ا کسا

 

 کہے کچوہوب ا

 

 کہوب

 

ن
 
 ی لی
ب

ا کا اا

 

 ی
 ت
ی

 

ی

 

ت

ز کں ک کہے۔ ک
 
کہ کہ

ی

کل

ے

ت

 کہو کسا

 

ن
 
 ی لی
ب

ا کہے۔ کچوا

 

 کہی کں کب یکے کدو ک کرتبہکہ کای 

کل

ے

ت

 کاگر کہوتے کہیں کاس کلیے کمارفیگروپ کہم ک کسا  1, 1 ,G   ک   

 

گروپ کہو کت

ا کہے۔ کمارتبہ کوا ت کگروپ کسے کہم ککسی کدورےے کدو ک

 

 رف کہوب

(iiiکاگر )  3o G کمفرد کہونے کی کبناء ک ک   کیہ کای   

 

یت

کل

ے

ت

 ک کسا ا

 

 کہوب

 

ن
 
 ی لی
ب

ا کا اا

 

 ی
 ت
ی

 

ی

 

ت

ہے۔ کچنانچہ کاگر کاور ک  21, , ,G w w گروپ کہو ک ک

 ککسی کدورےے ک  

 

ا کہے۔مارتبہ کوا ت کگروپ کسے کہم ک3ت

 

 رف کہوب

(ivکاگر ک )  4o G ک   

 

ت  24 2o G  اور کہم کانتے کہیں ککہ کاگر کp  

 

مفرد کعدد کہے کت

2pدا ک کرتبہ

 

ا کہے کل

 

 کہوب

 

ن
 
 ی لی
ب

والا کگروپ کا

Gکگروپ کہوگا۔ ک 

 

ن
 
 ی لی
ب

 ا

ا لیکن کیہاں کدو کامکا

 

 ت کہیں۔ کب

زض ککرو ککہ

 

aف Gاور ک ک  2o a ک  ا ب   4o a چوں ککہکہ ک کلیےیہ کاس ک o aا ک

 

ہےتقسیم ککرب o Gکو۔ 

اگر ک  2o a تو کاکائی کعنصر کاورaک ک ،Gکے کپورے کعناصر کی کتکمیل کنہیں ککرتے ک۔ ک 

زض ککرو ککہ

 

bف Gاور ک کb a 
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اگر ک  4o a ک   

 

 کہے ککہGکہ کں ک کعدااد کچار کسے کیب ادہ کہوی۔ کچویں  کعناصر کیGت ا

 

 کہوب د

  

a.گروپ کہے کیہ کاج b Gکیہ ککہ ک ک  د زی 

 

م

  2o ab  

اس کطرح کسے ک , , ,G e a b abا کہے۔ کاور کدو کعناصر کگر4جو ککہ ککلائین ککا ک

 

 کہوب

 

ن
 
 ی لی
ب

ا کہے۔ ک کbاورaوپ کہے ک۔ کیہ کا

 

ب  سے کتخلیق کب ا

Gی

کل

ے

ت

ا۔ں کنہیں ککیو کسا

 

 کہ ککوئی کواحد کعنصر کسارے کگروپ کی کتخلیق کنہیں ککرب

اگر  4o b ک ک   

 

یGت

کل

ے

ت

اہے۔ کچو کسا

 

 کہوب

 

ن
 
 ی لی
ب

ا کا اا

 

 ی
 ت
ی

 

ی

 

ت

 کہی کں کاور ک یرنے و کوا ت کدو ک کرتبہکہ کای 

کل

ے

ت

 ک کگروپس کسا ہوتے کہیں کاس ک کمارفیی 

 کلیے  1, 1, , ,G i i   ز ک4 رتبہ
 
یوا ت کہ

کل

ے

ت

ا کہے۔ ک کسا

 

 گروپ کسے کہم کصارف کہوب

(v)اگر ک  5o G ک5 چوں ککہتو   کمفرد کعدد کہے کاس ک ک ی کیہ کلیےای 

کل

ے

ت

ا کہے۔ کاور ککسی کبھی ک کسا

 

 کہوب

 

ن
 
 ی لی
ب

ا کا اا

 

 ی
 ت
ی

 

ی

 

ت

رتبہ کوا ت کگروپ ک5اور ک

ا کہے۔ کماکےہم ک

 

 رف کہوب

(viکاگر )  6o G ات کہیں۔ ک ک

 

 کدو کامکاب  

 

 ت

 کتو  کچھٹے ک کGب ا ا کہے کب ا ک کرتبہای 

 

ا۔اگر ککا کعنصر ک کرتبہچھٹے کGکا کعنصر کرکھ

 

یکا کعنصر کموجود کہے کتو کیہ ک کرتبہیں  ککوئی کچھٹے کGنہیں کرکھ

کل

ے

ت

ہوگا کاور ک کسا

 کہوگا۔ کاگر ک

 

ن
 
 ی لی
ب

ا کا اا

 

 ی
 ت
ی

 

ی

 

ت

G۔ کاس کصورت کگےں کوا ت کعناصر کموجود کہو کرتبہ3اور2کا کعنصر کموجود کنہیں کہے کتو کاس کیں  ک کرتبہیں  ککوئی کچھٹے ک

 کہوگا۔ ک ک    یں 

 

ن
 
 ی لی
ب

 اور کغیر کا

اگر ک۔7ك کمثا ,R اور ک ,R کنقش ک   

 

f:دو کگروپس کہیں کت R R معرف کبہ ک ک  10log ,f x x x R  ک 

 

 
ات

ث

 کب  

 

ت

 ہم کمارفیت کہے کاور کاس ککا ککرنل کبھی کمعلول ککرو۔ کfکرو ککہ

f:دب ا کگیا کہے ککہ ک ک۔ کحل R R  

اور ک   10logf x x x R   

زض ککرو ککہ

 

a,ف b R ab R   ک ک   

 

ت     10 10 10log , log , logf a a f b b f ab ab   

 غور ککرو ککہ ک  10logf ab ab 

 

   
10 10log loga b

f a f b

 

 
 

د

 

ہ
 ا۔ کہم کمارفیت کہوfا کل

  کاب ککرنل کمعلول ککرنے ککے کلیے

چوں ککہ ,R اکائی کہے۔ ک‘0’یں  ک 

 
س
 ا ک
ل
 
ی
ے ک  ker / 0f x R f x   

  10log 0

1

f x x

x

  

 
 

 کاس کلیے ker 1f  
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اگر ک ک۔8ك کمثا 0 ,R کاور   ککا گروپ کہے کغیر کصفر کحقیقی کاعداد
0 0:f R Rاس کطرح کسے ککہ ک  0f x x x R  ک ک   

 

ت

 ککرو ککہ ک

 

 
ات

ث

 ہے کاور کاسکا ککرنل کبھی کمعلول ککرو۔ ک کمارفیہم کfب

 دب ا کگیا کہےکہ کحل۔
0 0:f R R 

  جہاں ک  0f x x x R   

زض ککرو ککہ ک

 

 ف
0 0,a b R ab R   

 ک  

 

  ت     f a a f b b f ab ab   

غورکرو f ab ab 

 

   

a b

f a f b




 

 کہوا ککہ ک

 

 
ات

ث

  کہے۔ کفیہم کمارfیہاں کب

  ککے ککرنل ککے کلیےfاب ک

کہ کں کچو 0 ,R اکائی کہے۔ ک’1‘یں  ک 

 کلیے ا کس  0ker / 1f x R f x   

 ک  

 

 ت  1f x x  

 1x  

 کاس کلیے ker 1, 1f   

 کمثا اگر ک۔9ك   0: 2, ,GL R R  معرف کبہ ک ک  detA A ہو ک 2,A GL R ککروکہ ک 

 

 
ات

ث

 کب  

 

 کمارف کت ہم

 کا ککرنل کبھی کمعلول ککرو۔ ک ہے کاور کاس

زض ککرو ککہ ک کحل۔

 

ف , 2,A B GL R ک   

 

ت 2,AB GL R 

  اور ک     A A B B AB AB     

 غور ککرو ککہ   detAB AB AB   

  A B 

     A B   

دا ک

 

 ہم کمارف کہوا۔ل

 کہمیں کمعلول کہے ککہور کاب ککرنل ککے کلیےا 0 ,R ہے۔ ک‘6’یں  کاکائی ک ک 

لیےاس ک    ker 2, / 1A GL R A    
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 

 

1

2,

A A

A SL R

   

 
 

دا ک

 

ل ker 2,SL R  

: نوٹ 2,SL R(،Special Linear Groupہے کجہاں)2 2زس ککا کتبہر ک

 

det ککے کحقیقی کاعداد کمای 1ا کہے۔ ک

 

 ہوب

 ککہ کنقش ک۔60ك کمثا  ککرو

 

 
ات

ث

ب   : , 2,f R GL R اس کطرح ککہ 
cos sin

sin cos

x x
f x x R

x x

 
   

 
ہم کمارفیت ک ک

 ہے کاور کاسکا ککرنل کمعلول ککرو۔ ک

دب ا کگیا کہے ککہ ک کحل:۔   : , 2,f R GL R  

  اور ک 
cos sin

sin cos

x x
f x x R

x x

 
   

 
 

زض ککرو ککہ ک

 

x,ف y R 

 ک  

 

xت y R بندشی کخاصیت کی کبناء ک 

 کغور ککرو ککہ  

 

  ت 
cos sin

sin cos

x x
f x

x x

 
  

 
 

   
   
   

cos sincos sin
&

sin cossin cos

x y x yy y
f y f x y

x y x yy y

   
           

 

 ( )  ( )  0
        
         

1  [
        
         

] 

 [
                                  

                                    
] 

 [
   (   )    (   )

    (   )    (   )
] 

  (   )
 

fہم کمارفیت کہے۔ ک 

نتے کہیں کہم کامعلول ککرنے ککے کلیے کاب ککرنل 
1 0

2,
0 1

GL R
 

 
 
 اکائی کہے۔ ک ک

 اگر ک 
cos sin 1 0

sin cos 0 1

x x
f x

x x

   
    

   
 

 

 

cos 1 sin 0

2

ker 2 /

x x

x n n Z

f n n Z





  

  

  
 

 (Keywords)کلیدی کالفاظ 6.4

یہم کمارفیت، کنقش، کوحید کمارفیت،

کل

ے

ت

 کمارفیت، ککرنل،عکس، کسا  دو کربطی، کی 
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 (Learning Outcomes)اکتسابی کنتائج 6.5

ز کمارفیت کاور کدونوں کگروپوں ککے کدرمیام کا ز کہوتو کی   کہو کتو کوحید کمارفیت کاور کی   کای   کخاص کنقش ککو کہم کمارفیت ککہتے کہیں ک۔ کیہ کنقش کای  ی 

 کہے کپہلے کگروپ کسے کجو کدورےے کگروپ ککے کاکائی کپر کنقش کہوتے ک

ٹ

 کمارفیت ککہتےہیں۔ ککرنل کاُم کعناصر ککا کس   کاسے کی   

 

ہوں ک)دوربطی( کت

ارمل کتحت

 

 کگروپ ککا کہم کما کہیں۔ہم کمارفیت ککا ککرنل کپہلے کگروپ ککا کب

 

ن
 
 ی لی
ب

ا کہے۔ کا

 

ا کہے۔ کہم کمارفیت کیں  کفیرگروپ کہوب

 

 کہوب

 

ن
 
 ی لی
ب

 کعکس کبھی کا

 ک  کاکائیاں  کی  کگروپوں   کنقشہمیشہ کدونوں

ے

ت

 کسا  کہیں۔  کمارہوتی  کہم  کگروپ ککا ی

کل

 فی

ے

ت

 کنقش ک کعکس کبھی کسا اہے۔

 

 کہوب ی

کل

:
G

f G
H

جہاں ک

 f a aHاہے۔ کہم

 

 ککرنے کاور ککرنل کمعلول ککرنے کی کچند کمشقیں کحل کی کگئیں۔ ک کفطری کہم کمارفیت ککہلاب

 

 
ات

ث

 مارفیت ککو کب

 (Model Examination Questions)نمونہامتحانی کسوالات 6.6

 (Objective Answer Type Questions)معروضی کجواب ات ککے کحامل کسوالات 6.6.6

 ہم کمارفیت کی کتعریف ککیجیے۔ .6

 کرنل کی کتعریف ککرو۔ .2

 کمارفیت کی کتعریف ککیجیے .3  ۔ی 

 (Short Answer Type Questions)مختصر کجواب ات ککے کحامل کسوالات 6.6.2

 ک .6       اگر ک
 ک  ک   گروپوں کی کہم کمارفیت کہے کاور ک      اور ک

 ککرو ککہ

 

 
ات

ث

 کب  

 

 ام کی کاکائیاں کہیں کت

a)  ( )    
 

b)  (   )  , ( )-        

       دو کگرپس کہیں کاور ک(    )اور(   )اگر ک .2
 ککرو ککہ ک ک

 

 
ات

ث

 کب  

 

  ،( )  ہم کمارفیت کہے کت
 کا کتحت کگروپ کہوگا۔ ک

 ک      غیر کصفر کحقیقی کاعداد ککا کگروپ کہے کاور ک(   )اگر .3 ( ) اس کطرح کسے کہے ککہ ک  ک          ک ک

 

 
ات

ث

 کب  

 

ت

 ہم کمارفیت کہے کاور کاس ککا ککرنل کبھی کمعلول ککرو۔ ک کرو ککہ ک

 کنقش ک (   )اور(    )اگر ک .4  

 

( ) معرف کبہ      دو کگروپس کہیں کت              
 ک  ک ک

 

 
ات

ث

 کب  

 

ت

 ہم کمارفیت کہے کاور کاس ککا ککرنل کبھی کمعلول ککرو۔ ک کرو ککہ

 (Long Answer Type Questions)طویل کجواب ات ککے کحامل کسوالات 6.6.3

ا کہے۔ .6

 

ارمل کتحت کگروپ کہوب

 

 ککرو ککہ ککرنل کب

 

 
ات

ث

 ب

 کگر .2

 

ن
 
 ی لی
ب

 ککرو ککہ کا

 

 
ات

ث

ا کہے۔ب

 

 کہوب

 

ن
 
 ی لی
ب

 وپ ککا کہم کمارفی کعکس کبھی کا

ا کہے۔ .3

 

 کہوب

 

ن
 
 ی لی
ب

ی ک کگروپ ککا کہم کمارفی کعکس کبھی کا

کل

ے

ت

 ککرو ککہ کسا

 

 
ات

ث

 ب

 ک .4  ک       اگر
 ک ک  ک  کاور  کمارفیت کہے  ک ہم  ک   اور

 ک  کاگر ک ک  کصرف  کاور  کاگر  کنقش کہوگا  کای   کای   ککہ  ککرو

 

 
ات

ث

 کب  

 

 کہیں کت اکائیاں

 ہے۔ ک+ *     
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ز 6.7

 

د کمطالعے ککے کلیے کتجوی  زی 

 

 (Suggested Books for Further Readings)کردہ ککتابیں کم
1. Text Book of Differential Equations, Khalil Ahmad, Real World Education Publishers, 

New Delhi 

2. Ordinary and Partial Differential Equations-   RaiSinghania, S.Chand& Company,  

New Delhi 

3. A Text Book of B.Sc. (Mathematics), Volume –I , V. VenkateshwaraRao and others, S. 

Chand & Company New Delhi 
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 کی یک مارفیت گروپس ۔7اکائی 

(Isomorphism of Groups) 

 

زا

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید    7.0

 مقاصد   7.1

 اور مثالیں ت تعریفا   7.2

7.3    

 

قض

 ے اور مشقیںحل شدہ 
ی

 

 اکتسابی نتائج   7.4

 کلیدی الفاظ   7.5

 نمونہ امتحانی سوالات   7.6

  معروضی جواب ات کے حامل سوالات  7.6.1 

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات  7.6.2 

 طویل جواب ات کے حامل سوالات  7.6.3 

ز کردہ کتابیں   7.7

 

د مطالعے کے لیے تجویک زیک

 

 م
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 (Introduction)تمہید  7.0

ا ےپچھلی اکائی میں دو گروپو

 

 ں  کے دریانن قش  م  مارفیت ب  ہلاتب
ی

 

قض

ا ۔ اس کے متعلق 

 

ز بحث رے گی جسکو ،  م  نے جاب ے زیک

 ہوگا۔ کیلے)

 

 
اب

 

 Permutation)(کا قضیہ Caylayیک مارفیت سے تعبیر کرتے ہیں۔ م  مارفیت کا بنیادی قضیہ بیان اور ب

Group)  ا منا

 

ددہ اکائی بناب
ٰ
ح
عل

 کر گے گا۔ یک مارفیت سے متعلق قضیوں  کی تعداد اور مشقیں اس قدر ہیں کہ اسکوایک 

 

 
اب

 

پر یک مارفیت ب

 س  ہوا۔ 

 (Objectives)مقاصد 7.1

 ہو جائیں گے کہ دبکا ہوا قش  یک 
 
 کیں  گے۔ یک مارفیت کے  ے بکا ہیں  جاچ  کرفیرمااس اکائی کی تکمیل کے بعد آپ اس قاب

 
ی

 

قض

 کر کیں  گے۔ کیلے)متعلق 

 

 
اب

 

کہ بیان اور ب ی
قط
 کر کیں  گے۔ م  مارفیت کا بٹادی 

 

 
اب

 

 کر کیں  Caylayے ، ب

 

 
اب

 

(کا قضیہ بیان اور ب

 گے اور ان کے متعلق مشقوں  کو حل کر ب ائیں گے۔ 

 (Definitions and Examples)اور مثالیں ت تعریفا  7.2

زض کرو کہ (:Isomorphismیک مارفیت )

 

      دو گروپ ہیں اور       اور      ف
ایک ایک  جو دوربطی یعنی

زاور    (م  onto & 1-1 )ی 

 

ا ے۔  مارفیت ے۔ ب

 

 بکا  یک مارفیت ہلاتب

      
ا ے، 

 

 اگر تین شرطیں پور ی ہوں  ۔  یک مارفیت ہلاتب

(1 )      Gba,b0fafba,f  )م  مارفیت( 

 (1-1)    ایک ایک ہو  ( 2)

ز تفاعل ہو  (3)  (onto)    ی 

      ( 1نوٹ:۔)
اے۔  

 

ز کیا جاب
 
ااہ

 

    یک مارفیت ہو تو یو ں ظ
 

ا ے۔ 2)

 

ز کیا جاب
 
    ( اگر م  مارفیت ہو تو یوں  ظاہ

 

اگر ۔ 1مثال R, اور  ,R  

 

 دو گروپ ہو ں  ب

 RR:φ 

  معرف بہ  x2xφRx     ا ے۔

 

 یک مارفیت ہوب

زض کرو کہ 

 

              ف

  

 

    ب   yx2yxφ   

 2
 
 2 

 

     ۔۔۔۔۔۔۔۔                     

    اور اگر    yφxφ  

    2
 
 2  
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  ےφ1.1   ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔(2) 

اور کسی بھی 

Ra کے لیےRalog2  

  اس طرح سے کہ   2log a

2φ log a 2 a  

دا( 3)

 

ٰ
ز قش  ے۔ φ ل  ی 

 ہوا کہ 3اور ) ( 2) (1)

 

 
اب

 

 یک مارفیت ے۔ ( کی مدد سے ب

اگر ۔ 2مثال ....3,........2,1,0,1,2,3,..........G   اورm 

 دو جمع کے عمل سے گروپ ہیں ۔ {                2                 2           }   

  قش  

 

      ب
  جہاں    Gama,af  

ا ے۔ 

 

 یک مارفیت ہوب

زض کرو کہ 

 

,G,baف    

 

Gbaب  

  غور کرو    bambaf  

 
   bfaf

mbma




 

  م  مارفیت ے۔  ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔(1)

  اور اگر    bfaf  

  

ba

mbma




 

   ایک ایک ے ۔۔۔۔۔۔۔۔(2)

        کسی بھی 
 Gaکے لیے 

اس طرح کہ   maaf  

ز  ۔۔۔۔۔۔۔۔(3)    قش  ے۔ ی 

 ہوا کہ 3( اور )2(،)1)

 

 
اب

 

 یک مارفیت ے۔  ( کے ذریعہ ب

اگر  ۔3مثال  R, اور  ,R دو گروپ ہیں اورRR:f 
 کہ  طرح ا س 

                    
    

 

 یک مارفیت ے۔ ب

زض کرو

 

 کہ ف

  RxyRyx, 

   غور کرو   xylogxyf 10 

   yfxf

ylogxlog 1010




 

    م  مارفیت ے۔   ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔(1)
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             اور اگر 

              
    

 

   ایک ایک ے۔ ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔(2)

  Raاگر 

 

ب

Ra10 

 اس طرح کہ   alog10f
a10

10

a  

ز قش  ے۔ ۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔۔(3)  چنانچہ   ی 

ز م  مارفیت ے۔  ( سے معلوم ہوا کہ 3( اور )2( ،)1)  ایک ایک ی 

 یک مارفیت ہوا۔  چنانچہ 

اہی کوئی بھی   ۔4مثال 

 
 

 لام

 

ئ

ی گروپ سا

ا ے۔  کل

 

 پر یک مارف ہوب

زض کرو کہ

 

〈 〉   ف اہی   {      } 

 
 

یلام

کل

 

ئ

 گروپ ے۔  سا

زض کرو کہ 

 

        اور ف

                  معرف بہ 

زض کرو کہ 

 

Ga.aGa,a ف nmnm  

  غور کرو    nmnm aφa.aφ  

     
             

 (1)        م  مارفیت ے یہاں  معلوم ہوا کہ

  اور اگر    nm aφaφ  

         

        
 

 (2)        ایک ایک ے φیہاں  معلوم ہوا کہ

Ganکے لیے    اور کسی  

اس طرح کہ   naφ n  

زقش  ے φیہاں  معلوم ہوا کہ  (3)         ی 

 یک مارفیت ے۔ φ( سے معلوم ہوا کہ 3( اور )2(،)1)

اہی 

 
 

ییعنی کوئی بھی لام

کل

 

ئ

ا ے۔ پر   گروپ سا

 

  یک مارف ہوب

 ے اور مشقیںحل شدہ  7.3
ی

 

قض

(Solved Theorems and Examples) 

اگر ۔ 1قضیہ G, یک مارفیت ے۔       دو گروپ ہوں  اور        اور    

 

 ب

      [    ]              
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      دبکا گیا ے کہ   ۔ثبوت 
ا ے کہ  یک مارفیت ے 

 

 کرب

 

 
اب

 

              [    ]      اور ب

    : صور تپہلی 
 

 کریں گے ( Mathematical Inductionاس کو م  ربکاضیاتی استقرا  )

 

 
اب

 

 سے ب

 لیے کے   

                

                                [    ]       
 

دا

 

ٰ
 کے لیےیہ صحیح ے۔     ل

زض کرو ہ کہ 

 

knف   بھی یہ صحیح ے۔  لیےکے 

 یعنی     kk aφaφ  

1kn   اب کے لیے  

                 
  [           ] 
  [    ]   [    ] 
  [    ]   

 

1knچنانچہ مساوا ت  ۔ئی بھی صحیح ہوکے لیے 

دا

 

ٰ
               [    ]       کی رو سے مساوات ربکاضیاتی استقرا  ل

 صحیح ے۔  

    اگر  صورت:دوسری 
 

  

 

nmب  مثبت جمع عدد ہوگا یعنی    
 

  

 

  ب    mm aφaφ  

       nn aφaφ
  

دا

 

ٰ
    یہاں  مساوات  ل

 کے لیے بھی صحیح ے۔ 

          :صورتتیسری 

 

 ب

      00 aφeeφaφ  

دا مساوات صحیح ے۔

 

ٰ
 ہوا۔  ل

 

 
اب

 

ز صورت میں قضیہ ب
 
 ہ

      دو گروپ ہیں اور       اور      اگر ۔2قضیہ
   

 

قلب  ہو          یک مارفیت ہو ب

 

گے اگر اور صرف ں  می

اگر    bf,af  قلب

 

 ۔ ں ہومی

 یک مارفیت ے                 کہ دبکا گیا ے ۔ ثبوت 

زض کرو کہ 

 

       ف

baab  اور  
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 کر

 

 
اب

 

  ب

 

اب

 

 ے کہ ب       afbfbf,af  

  غور کرو      abfbfaf  

   baf baab  

    afbf 

چنانچہ    bf,afقلب  ہوئے ۔

 

 می

زض کرو کہ  

 

اس کے ب العکس ف       f a f b f b f a   

ا ے کہ

 

 کرب

 

 
اب

 

baab اب ب  

  غور کرو کہ        afbfbfaf  

      bafabf  

   baab     ایک ایک ے۔ 

دا

 

ٰ
قلب  ہوئے۔       ل

 

 ہوا۔ می

 

 
اب

 

 قضیہ ب

  ̅     اگر  ۔3قضیہ 

 

̅  اگر اور صرف اگر    〈 〉  یک مارفیت ے ب  〈    〉 

زض کرو کہ ۔ ثبوت 

 

 گروپ ہیں ۔ دو   ̅  او ر        ف

 یک مارفیت ے ̅     اور 

زض کرو کہ

 

〈 〉  ف ی {      } 

کل

 

ئ

 گروپ ے۔  سا

ا ہوگا کہ

 

 کرب

 

 
اب

 

̅ ب ی 〈    〉 

کل

 

ئ

 گروپ ے۔  سا

    کے لیے ̅       کسی 

  

 

ی کہ ں  چو     ب

کل

 

ئ

 ے۔  سا

  

 

 ̅        ب

       [    ]         

           ̅  〈    〉 

 ̅ 

 

ئ

ی گروپ ے۔سا

کل

 

زض کرو کہاس کے 

 

̅ ب العکس ف  〈    〉  

 

ئ

ی ے۔ سا

کل

 

ا ہوگا کہ

 

 کرب

 

 
اب

 

  ب

 

  Gب

 

ئ

ی ےسا

کل

 ۔

 ̅           غور کرو 

  

 

  ̅ کہں  چو ̅   [    ]ب
 

ئ

ی ے سا

کل

 

      

aG

Ga

aφaφGaφ

n

nnn





 
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د

 

ٰ
یGا ل

کل

 

ئ

 گروپ ہوا۔  سا

 ہوا۔ 

 

 
اب

 

 قضیہ ب

GG:φاگر  ۔4قضیہ      

 

یک مارفیت ے ب aφaG,a  یعنیGaکے لیےa''  اور  رتبہکا aφ رتبہکا 

 گے۔ں  مساوی ہو

زض کرو کہ ۔ ثبوت

 

ف G, اور ,G  دو گروپ ہیں ۔ 

GG:φاور   یک مارفیت ے 

زض کرو کہ  

 

| |اورGaف        (..................A) 

ا ہوگا کہ 

 

 کرب

 

 
اب

 

  ہمیں ب

 

ب  naφ  

eanے اس لیے  رتبہکا  'aچوں  کہ   جہاںGe  اکائی ے۔ 

   
 
   

   eaφ

etimes...n..........aφaφ

etimes......n,a.a.a.....φ

eφaφ

n

n







 

 

 a رتبہکا      naφ  (...................1) 

اگر ممکن ہو کہ  maφ    اورnm (....................B) 

  

 

  ب   eaφ
m

  

     eφaφ m  

eaφ m 1-1  ے یک مارفیت کی بنا ۔ 

nma  

ا ے کیونکہ Aیہ) 

 

د کرب زدیک

 

| |(کی ی  ۔ے  

دا

 

ٰ
دا(ممکن ہیں  ے B) ل

 

ٰ
 ل  naφ ہوگا ۔ چنانچہ aφa  ہوا۔ 

 

 
اب

 

 ب

 ہوا۔ 

 

 
اب

 

 قضیہ ب

GG:φاگر  ۔5قضیہ   یک مارفیت ے اورG  

 

اہی ے ب

 
 

رکھنے والے عناصر کی تعداد بھی مساوی  رتبہمساوی Gاور  Gم

 ہوگی۔ 

زض کرو کہ   ثبوت۔

 

ف G, اور ,G  دو گروپ ہیں۔ 

GG:φاور   یک مارفیت ے۔ 

اہی گروپ ے۔ Gدبکا گیا ے کہ 

 
 

 م

زض کرو کہ 

 

nG ف  
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زض کرو کہ 

 

   ف

 

 Ga ب

  

 

na ب  ہوگا۔ 

1ean)اکائی (   

  

 

GG:φ ب ز ہوگا یک مارفیت کی بنأ۔  1-1 چوں  کہ  اور ی 

 

 

 

 

n

n

1 φ 1

φ a

φ a

 



   

 

 ہیں۔ کے رتبے میں عناصر کی تعداد مساوی ہوگی جنGاور  Gچنانچہ

 ہوگیا کہ

 

 
اب

 

 رکھنے والے عناصر کی تعداد بھی مساوی ہوگی۔  رتبہمیں مساوی Gاور  Gگوبکا یہ ب

 ہوا۔ 

 

 
اب

 

 قضیہ ب

GG:φاگر   ۔6قضیہ    

 

GG:φیک مارفیت ے ب 1 
 یک مارفیت ہوگا۔  

زض کرو کہ ۔ ثبوت 

 

ف ,G اور ,G دو گروپ ہیں ۔ 

GG:φ  اور   یک مارفیت ے۔ 

ا ے کہ 

 

 کرب

 

 
اب

 

  ب

 

GG:φب 1 
 یک مارفیت ہوگا۔ 

 م  جانتے ہیں     G/aGaφGφ  

 Ga مان لیں کہ 

  

 

ا س طرح کہ  Gb  ب aφb  

  

 

  ب    G/bbφGφ 11  
 

      GGφbφa 11  
 

  کی بنأ ۔ہوگا یک مارفیت   1-1چوں  کہاب 

 غور کرو کہ    2

1

1

1 bφbφ   

 

     
21

2

1

1

1

bb

bφφbφφ



 

 

دا

 

ٰ
 (1......................)      -ہوا  1-1  ل

 اور    GGφgφGg  

 

    

 

 

1 1

1

g G φ φ g φ g

φ g g

g φ g

 



   

 

 
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دا

 

ٰ
 ل

1φ
ز قش  ہوا   (2...................)   -ی 

زض کرو کہ 

 

 اب ف GφGy,x  

  مان لو کہ 

 

ب xφx  اور yφy   
 

,Gyxکہ  ج  

    yyφ&xxφ 11  
چوں  کہ

1φ
 ے۔  1-1 

  

 

 ب      yφxφφy,xφ 11   

  xyφφ 1 چوں  کہφ  یک مارفیت ے۔ 

      

   yφxφ 11  
...(..............3) 

1φ
 ہوا۔ 

 

 
اب

 

 م  مارفیت ب

( سے معلوم ہوا کہ3(اور)2(،)1)

1φ
ز اور م  مارفیت ے۔  1-1   ی 

لیےاس 

1φ
 یک مارفیت ے۔ 

 ہوا۔ 

 

 
اب

 

 قضیہ ب

GG:φاگر ۔ 7قضیہ    

 

 ہوگا اور صرف اگر Gیک مارفیت ےب

 

ن
ک
کلی  ی
ب

 ہو۔  Gا

 

ن
ک
کلی  ی
ب

 ا

زض کرو کہ   ثبوت ۔

 

ف ,G اور ,G دو گروپ ہیں ۔ 

GG:φ اور   یک مارفیت ے۔ 

زض کرو کہ 

 

ا ہوگا کہ Gف

 

 کرب

 

 
اب

 

  ب

 

 ے ب

 

ن
ک
کلی  ی
ب

 Gا

 

ن
ک
کلی  ی
ب

 ہوگا ۔  ا

زض کرو کہ 

 

Gb,a  ف   

  

 

,Gbaب   اس طرح سے کہ    bfb,afa  

   غور کرو    bφaφba  

 abφ φیک مارفیت ے۔ 

 baφ G ے۔ 

 

ن
ک
کلی  ی
ب

 ا

  

   

ab

aφbφ




 

 ہوا کہ

 

 
اب

 

 ے۔  Gیہاں  ب

 

ن
ک
کلی  ی
ب

 ا

زض کرو کہ

 

ا ہوگا کہ   Gاس کے ب العکس ف

 

 کرب

 

 
اب

 

  ہمیں ب

 

 ے ب

 

ن
ک
کلی  ی
ب

 ے  ۔Gا

 

ن
ک
کلی  ی
ب

 ا

زض کرو کہ 

 

,Gba   ف  

  مان لو کہ 

 

ب    bbφ,aaφ ،   جہاںGba,  اورabba  

  

 

ب   bφb,aφa 11   چوں  کہφ1-1 ے یک مارفیت کی بنا پر 
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  غو ر کرو کہ

 

 ب   bφaφab 11  
 

 baφ 1  چوں  کہ

1φ
ا ے۔ 

 

 بھی یک مارفیت ہوب

 abφ 1   Gے 

 

ن
ک
کلی  ی
ب

 ا

              1 1φ b φ a

ab ba a,b G

  

   
 

 گروپ ہوا۔  چنانچہ 

 

ن
ک
کلی  ی
ب

 ا

 ہوا۔  

 

 
اب

 

 قضیہ ب

GG:φاگر ۔ 8قضیہ   یک مارفیت ے اور اگرk کا  تحت گروپ ے   
 

ب kφ  تحت گروپ ہوگاG کا ۔ 

زض کرو کہ   ثبوت۔

 

ف G, اور ,G دو گروپ ہیں۔ 

GG:φ اور   یک مارفیت ے۔ 

 کا  Gتحت گروپ ےk اور 

  

 

 ب    k/axφkφ  

ا ے کہ

 

 کرب

 

 
اب

 

ہمیں ب kφ  تحت گروپ ہوگاGکا ۔ 

  

 

 ب  φkφ چوں  کہ   GeeφGa  

 غور کرو      kφxφ,xφ 21  

  

 

kx,x ب 21  

  توجہہ کرو 

 

 ب       
1 1

1 2 1 2φ x , φ x φ x φ x
    

   1

1 2φ x x  

 چوں  کہاب 

1

1 2x x k   تحت گروپ ہونے کی وجہ سے 

  لیےاس       kφxφxφ
1

21 


 

  لیےاس  kφکا ۔ ̅ تحت گروپ ہوا 

 ہوا۔ 

 

 
اب

 

 قضیہ ب

GG:φاگر  ۔ 9قضیہ   

 

(    )   یک مارفیت ے ب ز کا عکس Gیعنی   ̅    

 

ز ہوگا۔ Gکے مرک زای  ز کے ی 

 

 کے مرک

زض کرو کہ ثبوت ۔

 

ف G, اور ,Gدو گروپ ہیں ۔ 

GG:φاور   یک مارفیت ے۔ 

ز 

 

 {                }      م  جانتے ہیں گروپ کا مرک

 {̅                  ̅    }  ̅      اسی طرح 
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 (    )          اب غور کرو 

                            
                                  

                       
                       
                                           

 

                           ̅  

 چنانچہ     GZGZφ  

 ہوا۔ 

 

 
اب

 

 قضیہ ب

اہی  ۔ 10قضیہ 

 
 

یکوئی بھی م

کل

 

ئ

ا ے۔ے یک      رتبہگروپ جس کا  سا

 

صحیح   یہ یعنی جمع کے تحت بہ مقیاس          مارف ہوب

 اعداد کے گروپ پر ۔

زض کرو کہثبوت ۔

 

ف ea,.........a,aa,G n32  ی

کل

 

ئ

 گروپ ے۔ سا

nG  اور   

   گروپ ے۔     {                   2    }     اور 

زض کرو کہ 

 

    {                   2    }    ف

  جہا ں    Gamaf mm  

  eaa n0  

                     

Ga,a  اگر  ji  

  

 

 ب   ji afaf   

  
ji aa

ji




 

دا

 

ٰ
 (1ے۔......................) 1 -1     ل

         اور اگر

 

Gakب  

 اس طرح سے کہ   kaf k  

دا

 

ٰ
زقش  ے۔......................)    ل  (2ی 

Ga,aاب اگر ji    

 

 ب

i j i ja . a a G  

ی الگورتھم )

کم
سی
ق

 

ئ

Division Algorithm)0جہاں            کے مدد سے r < n ،rnqji ہوگا۔ 

  

 

  ب

rnqji aa   
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 

   

   

 

   

nq r

q
n r

q r

r r

i j r

i j r j

i j

i j

a .a

a .a

e .a

e.a a

f a f a r

i.e.f a . a f a r

a . a i j r

f a f a r











 

  

 

   

  

 

 (3م  مارف ے۔ ....................)  

ز مارف ے۔  1-1   ( سے معلوم ہوا کہ3( اور )2(،)1)  اور ی 

 ہوا۔  یک مارفیت ے۔    لیےاس 

 

 
اب

 

 قضیہ ب

 (Fundamental Theorem of Homomorphism of Groups)م  مارفیت کا اساسی قضیہ 

اگر ۔11قضیہ  

'GG:f toon  ز م  مارفیت ے جس کا کرنل   Kی 

 

ے ب

 

 
  ′

 

 بکا

ا ے۔    کسی خارج قسمت Gکا م  مارف عکس کے  Gکسی بھی گروپ

 

 گروپ پر یک مارف ہوب

زض کرو  کہ ثبوت۔

 

ف G, اور ,G'
 د و گروپ ہیں ۔  

اور 

'GG:f toon زم  مارفیت ے ۔  ی 

ا ے کہ

 

 کرب

 

 
اب

 

ہمیں ب

'G کسی کےG  ا ے۔

 

 خارج قسمت گرو پ سے یک مارف ہوب

زض کرو کہ

 

جہاں            ف  Ker f K r G / f r e    

  

 

ارمل تحت گرو پ ہوگا۔  G,Kب

 

 کا ب

 

  7.1شکل  

اور 

 

 
 ایک خارج قسمت گروپ ے جہاں  

 
  {      } 

 کریں گے کہ  

 

 
اب

 

اب م  ب

 

 
  ′
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زض کرو کہ   لیےاس کے 

 

  ف
 

 
  ′

                       جہاں   
 

 
 

ا ہوگا کہاب 

 

 کرب

 

 
اب

 

زم  مارفیت ے۔ 1-1    یہ ب  اور ی 

 کریں گے کہ 

 

 
اب

 

 پہلے م  یہ ب

(i)   (صحیح معرف ے۔well defined) 

زض کرو کہ  

 

       ف
 

 
 

        اور 

                                

                             
 

                          
 

              [    ]     
 

     [    ]              
                                   
                                     
                                  

دا

 

ٰ
 صحیح معرف ے۔    ل

(iiکرنے کے لیے 

 

 
اب

 

 ے۔ 1-1    (یہ ب

زض کرو کہ  

 

             ف

                         
                 [    ]  

 

               
 

                   
 

                      

                         

دا

 

ٰ
 ے۔  φ  1-1ل

(iiiیہ )کرنے کے لیے 

 

 
اب

 

زقش  ے۔  φ کہ  ب  ی 

 اگر

'Gy   
 

 Gx ب

 اس طرح کہ   yxf  ہوگا ۔ 

     جہاں               اور پھر
 

 
 

دا

 

ٰ
ز قش  ے۔  φ ل  ی 

(iv کرنے کے 

 

 
اب

 

 م  مارفیت ے۔  φکہ لیے( یہ ب

زض کرو کہ 

 

        ف
 

 
 

                    غور کرو ارمل تحت گروپ ے ۔  

 

 ب

   abf 



142 

 

     bfaf  f  م  مارفیت ے۔ 

             

 م  مارفیت ے۔  φچنانچہ

ا  φ  1-1چنانچہ ز م  مارفیت ے گوبک  یک مارفیت ے۔ φاور ی 

دا 

 

ٰ
 ہوا کہ  ل

 

 
اب

 

ب

 

 
  ′

 

 ہوا۔ 

 

 
اب

 

 قضیہ ب

 (Cayley’s Theorem)۔کیلے کا قضیہ 12قضیہ 

ا ے ایک مبادلہ گروپ پر 

 

اہی گروپ یک مارف ہوب

 
 

ز م
 
 ہ

زض کر وکہ  ثبوت ۔

 

ف G,  اہی گروپ ے۔

 
 

 ایک م

   Gaاگر 
 

GxGaxب  '
 ہوگا ۔ 

         اب توجہہ کرو ۔ 

                    جہاں  کہ 

  اگر 

 

,Gyx   ب    

 

,Gayax ب  

yx   اور اگر   

                

دا

 

ٰ
 ۔(well definedصحیح معرف ے)   ل

 لیا جائے ۔           اور اگر

  

 

ayax ب  

 yx  

دا

 

ٰ
 ہوا۔  1-1   ل

زقش  ہوگا  ۔ اس لیےfaاور    Gx کہ اگر ی 

 

Gxaب 1 
 

       اس طرح سے کہ 
            

  

 
xex

xxa 1



 

 

دا

 

ٰ
زقش  ے۔  1-1   ل  ی 

ا ایک faکہچوں  

 

ز قش  ہوا  ایک ب داپر ’G‘اور ی 

 

ٰ
تمام {      }   پر اب دوسرے مرحلہ میں م  Gایک مبادلہ ے۔   ل

 کریں گے Gمبادلات جو

 

 
اب

 

 بناتے ہیں اور ب

ٹ

 ہیں اُسکا سک

 

مطلوبہ شرائط 4 گروپ کے  کہ یہ مبادلہ گروپ ے۔ جس کے لیےپر بن سکت

 کو جانچا جائے گا۔ 
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(i: بندشی خاصیت )  اگرGba,   

 

 Gabب

′          اور 
 

 (     )             لیےکے Gxغور کرو  

  

       

      

            

       

 

′       چوں  کہاور 
دا 

 

ٰ
 بندشی خاصیت پوری ہوگی۔  ل

(ii:تلاذمی خاصیت )          لیےکے           ′
 

  

 

 (     )         (         )                  ب

  

                                            

                                           

                                           (       )    

                                         (        )   

  

دا

 

ٰ
 می خاصیت پوری ہوئی ۔ تلاز  ل

(iii: اکائی کا وجود ) اگرGe   

 

′    اکائی ہو ب
 

             اس طرح کہ  

             اور 

دا

 

ٰ
′     ل

 اکائی ے۔ 

(iv:معکوس کا وجود ے ) م  جانتے ہیں اگرGa   
 

Gaب 1 
 گروپ ے۔  Gچوں  کہ

دا

 

ٰ
′           ل

 

                  جوکہ 

′    چنانچہ معلوم ہوا کہ کسی بھی
    لیےکے  

         ′
دا 

 

ٰ
گروپ کے سارے یعنی چاروں  شرائط پورے ہونے  ل

 ایک مبادلہ گروپ ہوا۔Gکی بنأ 

ا ہوگا کہ

 

 کرب

 

 
اب

 

ز میں ہمیں ب

 

 کے بیچ یک مارفیت ے۔G'اور  Gاب آج

زض کرو کہ 

 

ف

'GG:φ   جہاں  faaφGa  

ا ے کہ 

 

 کرب

 

 
اب

 

زم  مارفیت ے۔   φ 1-1اب ہمیں ب  اور ی 

φ 1-1  کہ  لیےہوگا اس 

   اگر     bφaφGba,  
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دا

 

ٰ
 ے۔ φ 1-1  ل

ز قش  ہوگا اس  φاور  کہ لیےی 

اگر

'Gfa   

 

اس طرح سے کہ  Gaب  faaφ   ہوگا۔ 

دا

 

ٰ
ز قش  ے۔   ل  ی 

 لیےم  مارف دیکھنے کے  اور پھر 

,GabGba  غور کرو   

  اور پھر   fababφ  

 

   bφaφ

fbfa




 

دا

 

ٰ
 م  مارف ہوا۔    ل

ز م  مارف ے   1-1چوں  کہ دااور ی 

 

ٰ
یک مارف ے یعنی   ل

'GG  

 ہوا۔ 

 

 
اب

 

 قضیہ ب

 مندرجہ ب الا قضیہ کو یوں  بھی بیان کیا جاسکتا ے۔  :۔ (1نوٹ )

ا ے۔    

 

ز گروپ ایک مبادلہ گروپ کے تحت کا م  مارفی ہوب
 
 ہ

الا( :۔ کیلے کا قضیہ 2نوٹ)

 
 

ا ے۔  لیےہی گروپ کے م

 

 بھی صحیح ہوب

 کیلے کے قضیہ کو یوں  بھی بیان کیا جاسکتا ے۔  :۔ (3نوٹ)

ا ے۔  nSوالا گروپ مبادلہ گروپ رتبہ’ n‘کوئی بھی 

 

 پر یک مارف ہوب

ضربی گروپ  ۔1ل مثا 2ww,1,G   ب اقاعدہ مبادلہ گروپ جس پر یک مارف ہو معلوم کرو۔  لیےکے 

دبکا گیا ے کہ   حل۔ 2ww,1,G    ضربی گروپ ے۔ 

 G  ز یک مارف ہونے والا ب اقاعدہ مبادلہ گروپ معلوم کرنے کے
 
 م  کیلے کا قضیہ استعمال کر یں گے۔ لیےہ

د ا

 

        ل
 

    GxaxxfaG,a  

  ب اقاعدہ مبادلہ گروپ 

 

 ہوگا۔  {         }   ب

 جہاں  
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















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

























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









































w

w

1

w

w

1

.ww

w

.ww

w

.1w

1
f

1

w

w

w

w

1

w.w

w

w.w

w

w.1

1
f

w

w

w

w

1

1

1.w

w

1.w

w

1.1

1
f

2

222

2

22w

2

22

2

w

2

2

2

2

1

2

 

ضربی گروپ    ۔2لمثا ii,1,1,G   یک مارف ہونے والا ب اقاعدہ مبادلہ گروپ معلوم کرو۔  لیےکے 

دبکا گیا ے کہ  حل ۔ ii,1,1,G   ضربی گروپ ے۔ 

G  م  کیلے کے قضیہ سے مدد لیں گے۔  لیےسے یک مارف ہونے والا ب اقاعدہ مبادلہ گروپ معلوم کرنے کے 

دا

 

ٰ
GG:fa  ل  

 جہاں    GxaxxfaG,a  

  ب اقاعدہ متبادلہ گروپ 

 

ب ii11

' f,f,f,fG   ہوگا۔ 

 جہاں  

   

   

   

     

1

1

1

i

i

1 i1 i 1 1 i i
f

1. 1 1. i1.1 1.i 1 1 i i

1 i1 i 1 1 i i
f

1. 1 1. i1.1 1.i 1 1 i i

1 i1 i 1 1 i i
f

i. 1 i. ii.1 i.i i i 1

1 i i1 1 1 i i
f

i. 1 i. i i. ii.1 i i 1 1





     
    

     

     
    

        

     
    

     

    
   

       





 

اس سے یک مار ف ہونے والا مبادلہ گروپ لیےکے U(12)ضربی گروپ  ۔ 3لمثا 12U معلوم کرو۔ 

م  جانتے ہیں  ۔    ۔حل    1,5,7,1112U  12 

ٹ

ا ے ۔  ے  سےم  مفرد ہونے والے صحیح اعداد کا س

 

 جو ضربی گروپ ہوب

اس سے یک مارف ہونے والا  12Uمبادلہ گروپ کیلے( Caylay )  ے کے مطابق 
ی

 

قض

 کے 

        2     2  
       12Uxaxxfa,12Ua  

 اور مبادلہ گروپ    11751 f,f,f,f12U   ہوگا۔ 

 جہاں  
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5

5

1

1

1.11

11

1.7

7

1.5

5

1.1

1
f

11

7

5

1

 

 کہ ایک ہی درجہ )  ۔ 4ل مثا
ٔ
ی( کے دو رتبہبتلاو

کل

 

ئ

  ہوتے ہیں۔ فیگروپ یک مار سا

یوالے  رتبہnدو  2Gاور 1Gاگر :(i)صورت  حل۔

کل

 

ئ

   سا

 

اہی گرو پ ( ب

 
 

زض کرو کہ  گروپ ہیں ) م

 

 ف

   {              } 

 {              }       اور 

             اور                معرف بہ          اگر اور

  

 

               اگرب

  

 

       ب
 

     

      
 

دا

 

ٰ
 ے۔1-1   ل

ز ہیں اس لیے1-1جو        اور چوں  کہ  زای  ز قش  ہوگا۔   ے اور دونوں  کے درجے ی   ضرور ی 

1p, (i)اور غور کرو  q

1a ,a G p q n    

  

 

  ب

   

   

p q p q

p q

q

p q

p

f a a f a

                 

                 

                 f f b

b

b

a

b

















 

 م  مارفیت ے۔  

p,  (:ii)صورت q

1a ,a G p q n   

  

 

p  ب q n v 1 r n     ہوگا۔ 

  پھر    qpqp afa,af   
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 

 

 

 

 

   

n r

n r

r

r

r

p q n

p q n

1
p q n

p q 1

p q

p q

p q

p q

f a

f a .a

f e.a

f a

b

b

b .b

b . b

b .e

b e

b

b .b

f a f a



 

 




 






























 

 م  مارف ے۔  اس صور ت میں بھی 

زم  مارف ے اس f1-1چوں  کہ 21ے۔یعنی  رفیک ما لیےی  GG  

اہی  2Gاور 1G( اگر2صورت )

 
 

یلام

کل

 

ئ

 گروپ ہیں۔  سا

انی ہی 

 
 

  م  جانتے ہیں کہ کوئی بھی لام

 

یب

کل

 

ئ

ا ے۔      گروپ سا

 

داسے یک مارف ہوب

 

ٰ
 ہوا۔  ل

 

 
اب

 

 قضیہ دونوں  صورتوں  میں ب

اگر   ۔5ل مثا 0,1,2,3G گروپ ے اور4مقیاس جمع  بہ 'G 1,2,3,4 کرو 5مقیاس ضرب بہ 

 

 
اب

 

  ب

 

گروپ ے ب

کہ

'GG:f  یک مارفیت ے۔ 

دول یوں  ہو  ۔حل  گے ۔ ں دونوں  گرو پ کے کیلے ج 

3 2 1 0 
4
+  4 3 2 1 

5
 

3 2 1 0 0  4 3 2 1 1 

0 3 2 1 1  3 1 4 2 2 

1 0 3 2 2  2 4 1 3 3 

2 1 0 3 3  1 2 3 4 1 

   اکائی       اکائی  

 اور 
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1344

2223

3132

0011

11

11

11

11

















  

م  جانتے ہیں   1eef    یعنی  10f  ہوگا ۔ 

 اور      Gaafaf
11 
 , 

 اور اگر       23f4,2f2,1f  

  

 

  ب   11 3f1f13   

 

  

2

3

3f

1

1











 

  اور   11 2f2f22   

 

  

4

4

2f

1

1











 

  اور      12 3
11 11 3 f 3 f 1 f 1
         

  اب غور کرو       4 5 54 1 4f 0+ 2 f 2 f 0 f 2      

ا     بک   4 2f 2 3 f 1   

  اور    3 25 5f 2 f 3 4    

دا

 

ٰ
  ل     4 5f 2 3 f 2 f 3   

  لیےاس      4 5a,b G f a b f a f b      

ز ے اور دونوں  کے رتبے 1-1 چوں  کہم  مارف ہوا۔ اور  
 
زتفاعل ے۔ ظاہ ز ہونے کی وجہ ی  زای  دا ی 

 

ٰ
زم  مارف ہونے  1-1   ل اور ی 

 کی وجہ سے یک مارف ے۔ 

321اگر  ۔6مثال G,G,G21تین گروپ ہیں اور اگر GG:f  32اور GG:g   کروکہ 

 

 
اب

 

دو یک مارفیت ہیں تو ب

31 GG:gof  بھی یک مارفیت ے۔ 

21 دبکاگیا ےکہ   حل ۔ GG:f  د یہ

 

ز م  مارفیت ہیں۔ 1-1یک مارفیت ے ل  اور ی 

32  اور  GG:g  دایک مارفیت ے۔

 

ٰ
زم  مارفیت ے۔ 1-1یہ  ل  اور ی 

دا

 

ٰ
31   ل GG:gof  زقش  ضرور ہوگا۔ -1-1بھی  اور ی 

 کرنے کے 

 

 
اب

 

ا ہوگا۔  لیےاب اسے یک مارفیت ب

 

 کرب

 

 
اب

 

 ہمیں صرف م  مارفیت ب
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زض کرو کہ 

 

,Gba  ف  

  غو کرو 

 

  ب     abfgabgof  

    bfafg   م  مارفیت ے۔ 

     bfgafg    م  مارفیت ے۔ 

       bgofagof 

دا

 

ٰ
 پر بھی ے۔ 1-1م  مارفیت ہوا جو gofل

 یک مارفیت ے۔ gofلیے ا س

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 7.4

ز ہو یک مارفیت ہلاتتی ے۔   ′     م  مارفیت جو ایک ایک اور ی 
 ہو تو Gیک مارفیت ہو تو اگر 

 

ن
ک
کلی  ی
ب

     ا

 

ن
ک
کلی  ی
ب

بھی ا

ا ے۔ اور اگر 

 

 Gہوب

 

ئ

ی ہو تو سا

یبھی (G) کل

کل

 

ئ

ا ے۔ یہ بھی قضیہ سامنے آبکا کہ سا

 

ہوب afa  ہوگا کسی بھیGa کے

ا ے۔ اگر  بھی        لیے

 

  Gتحت گروپ ے kیک مارفیت ہوب

 

  تحت گروپ ہوگا    کا ب
کا م  Gکا کسی بھی گروپ  

ز گروپ یک مارف Gمارف عکس 
 
ا ے۔ ہ

 

ا ے۔ یہ بھی مارفیت کا اساسی بکا بنیادی قضیہ ہلاتب

 

کے کسی خارج قسمت گروپ سے یک مارف ہوب

ز  ا ے۔ چند مشقی سوالات کو بھی زیک

 

ا ے۔ ایک مبادلہ گروپ پر۔ اسکو کیلے کا قضیہ کہا جاب

 

 بحث لابکا گیا ے ۔ ہوب

 (Keywords)کلیدی الفاظ 7.5

 م  مارفیت، یک مارفیت، مبادلہ گروپ

 ( Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  7.6

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 7.6.1

 یک مارفیت کی تعریف کرو۔ .1

 کیلے کا قضیہ بیان کرو۔ .2

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات 7.6.2

G'G:fاگر  .1 کرو کہ 

 

 
اب

 

  ب

 

,Gbaیک مارفیت ے ب    قلب  ہوں

 

گے۔ اگر اور صرف اگر می   bf,af

قلب  ہو

 

ے۔ں می
گ

 

یدرجہ کے دو  کہ ایک ہی بتلاؤ .2

کل

 

ئ

  ہوتے ہیں۔ گروپ یک مارفی سا

ضربی گروپ  .3 ii,1,1,G  کے لیے یک مارف ہونے والا ب اقاعدہ مبادلہ گروپ معلوم کرو۔ 
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اگر .4 0,1,2,3G   گروپ ے اور 4یہ میقاس جمع 1,2,3,4G '
 کرو کہ5یہ مقیاس ضرب 

 

 
اب

 

  ب

 

گروپ ے ب

G'G:f  یک مارفیت ے۔ 

 (Long Answer Type Questions)کے حامل سوالاتطویل جواب ات  7.6.3

 کرو۔  .1

 

 
اب

 

 م  مارفیت کا ااساسی ) بنیادی (قضیہ بیان اور ب

 کرو۔  .2

 

 
اب

 

 کیلے کا قضیہ بیان اور ب

GG:φاگر  .3  

 

 
اب

 

  ب

 

کرو کہ  یک مارفیت ے ب    φ G G 

GG:φاگر  .4  کرو کہ 

 

 
اب

 

  ب

 

یک مارفیت ے ب aφaGa  

ز کردہ کتابیں 7.7

 

د مطالعے کے لیے تجویک زیک

 

 (Suggested Books for Further Reading)م

1. Text Book of Differential Equations, Khalil Ahmad, Real World Education 

Publishers, New Delhi 

2. Ordinary and Partial Differential Equations-   RaiSinghania, S.Chand& Company,  

New Delhi 

3. A Text Book of B.Sc. (Mathematics), Volume –I , V. VenkateshwaraRao and others, 

S. Chand & Company New Delhi 
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 خودمارفیتکی  گروپس ۔8اکائی 

(Automorphism of Groups) 

 

 

زا

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید    8.0

 مقاصد   8.1

 اور مثالیں  تتعریفا   8.2

 خود مارفیت  8.2.1

 اندرون اور بیرون خود مارفیت  8.2.2

 خود مارفی گروپ  8.2.3

 اندرونی خود مارفیت کا گروپ  8.2.4

8.3    

 

قض

 ے اور حل شدہ 
ی

 مشقیں

 اکتسابی نتائج   8.4

 کلیدی الفاظ   8.5

 نمونہ امتحانی سوالات   8.6

  معروضی جواب ات کے حامل سوالات  8.6.1 

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات  8.6.2 

 طویل جواب ات کے حامل سوالات  8.6.3 

ز کردہ کتابیں   8.7

 

د مطالعے کے لیے تجوی  زی 

 

 م
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 (Introduction)تمہید  8.0

ز مطالعہ رہا۔ ہم مارفیت میں ای  شرط کے پورا ہونے پر اُسے  پچھلی دو اکائیوں میں دو گروپوں کے درمیان ای  نقش پر بحث زی 

ز کی شرطیںہم مارفیت کہا گیا اور ی  مارفیت میں اُس شرط پر دو   زا ک کر کے اُسے ی  مارفیت ا گ گیا ۔ اس اکائی میں اور شرطیں ای  ای  اور ی 

منہ دونوں گروپ ای  ہی گروپ ہوا  ۔ امنہ اور ہم دا شرطوں و  نقش پر پرھا  ائے  ا  یکن  دو ختلف  گروپوں کی جائے  دان ہی تین

   ان کےپیش ا گ ائے  ا ۔ اندرونی خود مارفیت اور بیرونی خود مارفیت کا تعارف بھی 
ی

 

قض

 ے اور چند مشقیں بھی حل کی ائئیں گی۔ متعلق 

 (Objectives)مقاصد 8.1

 ہو  و   اس اکائی کی تکمیل کے بعد آپ
 
ا چاہیےاس قاب

 

 ے۔۔ ب

 

 
 ہ  خود مارفیت ا گ ے۔۔ ی  مارفیت سے اس میں ا گ ناسب

ا چاہیے(Inner Automorphism)اندرونی خودمارفیت 

 

ے کہتے ہیں معلوم ہوب
س
ک

 Outer)۔ بیرونی خود مارفیت 

Automorphism)ا چاہیے۔ دیے

 

ے کہتے ہیں معلوم ہوب
س
ک

ا چاہیےنقش کی خود مارفیت کی ائ ہوے  

 

 پیدا ہوب

 

 ۔ نچ کرنے کی صلاح 

 (Definitions and Examples)اور مثالیں  تتعریفا  8.2

 (Automorphism) خود مارفیت  8.2.1

GG:fای  گروپ ے۔ اور   اگر    

 

 ب ا  ۔ ہیںکہتےی  مارفیت و  نقش ی  مارفیت ے۔ ت

اگر  G, نقش  

 

GG:fگروپ ے۔ ت  و  خود مارفیت کہتے ہیں اگر تین شرطیں پوری ہوں۔ 

(1 )      Gba,bfafba,f   یعنی ہم مارفیت ہو۔ 

 (1-1)     ای  ای  ہو ( 2)

ز   ( 3)  ۔ ہوی 

معرف بہ        نقش:(1۔)1مثال  biabiaφ ،                   ا ے۔۔ ہاںفیتخود مار

 

  ہوب

ف کا(   )

 

 کا گروپ ے۔۔Complex Number)اعداد) ملی

ف اعداد کا  +          *  ہم ائنتے ہیں ہ  

 

 ملی

 

ا ے۔۔  (   )اور س

 

 گروپ ہوب

دب ا گیا ے۔ ہ    biabiaφ  

زض کرو ہ  

 

                   ف

  

 

  ت  ibaibaφ 1111  

  اور   ibaibaφ 2222  

  غور کرو         ibbaaφibaibaφ 21212211  
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   

   

   

1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2(1)............

a a b b i

a b i a b i

a b i a b i 

   

   

   

 

۔ہم  مارفیت ہوا 

 اور اگر    ibaφibaφ 2211  

 

ibaiba

bb&aa

ibaiba

2211

2121

2211







 

1-1  ے۔۔  (...................2) 

aاب اگر کسی بھی  bi C  

 کے لیے a b i C   ا ے۔۔

 

 ہوب

اس طرح سے ہ      a b i a b i      

a bi    

دا

 

ہ
ز  ل  (3...................) ے۔۔(onto)ی 

 خود مارفیت ے۔۔  ( کی مدد سے معلوم ہوا ہ 3(اور )2(،)1)

  +      (   )*   گر ا ۔ 2مثال

 

:ت R R 2 2
  
 

ہ  ج   a,b b,a  اور گروپ (    )   

 

ہو ت

 خود مارفیت ے۔۔ 

زض کرو ہ    حل۔

 

ف   a ,b a ,b R  2

1 1 2 2 

  

 

  ت   a ,b b ,a 1 1 1 1 

  اور   a ,b b ,a 2 2 2 2 

  غور کرو      a ,b a ,b a a ,b b          1 1 2 2 1 2 1 2
 

 

   

   

b b ,a a

b ,a b ,a

a ,b a ,b 

  

 

 

1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

 

 ہم مارفیت ے۔۔   ..................(1) 

   اور اگر    a ,b a ,b 1 1 2 2 

  

   

   

b ,a b ,a

b b & a a

a ,b a ,b

 

  

 

1 1 2 2

1 2 1 2

1 1 2 2

 

1-1 ے۔۔   ..................(2) 
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اور کسی بھی a,b R 2
 کے لیے b,a R 2

 

ہاں    a,b b,a  

ز ) چنانچہ  (3)...................  (ہوا ۔ ontoی 

 ہوا۔   ( کی بنأ پر3( اور )2(،)1)

 

 
ات

 

 خودمارفیت ب

( )  جوہ        نقش۔ 3مثال        اور          

 

 خود مارفیت ے۔۔fصحیح اعداد کا جمعی گروپ ے۔ ت

 گروپ ے۔۔   (   ) جیسا ہ  دب ا گیا ے۔ ہ حل۔ 

       اور 

  ( )            

      تو پھر        غور کرو اگر

  

 

   ت f x x   اور  f y y  

    اور    f x y x y    

    

   

x y

x y

f x f y

  

   

 

 

 .....................(1)  مارفیت ے۔۔ ہم  

    اور اگر    f x f y 

  

x y

x y

   

 
 

 ....................(2) ے۔۔(1-1)ای  ای   

  ہ     اوراگر 
 

    ( ے۔۔Codomainہم دامنہ )   ج

 

     ت

اس طرح سے ہ     f x x    

   f x x  

ز )  ( ے۔۔ ontoی 
 

...................(3) 

د کرتے ہیں ہ   کی بنا (3)اور (2(، )1)

  

 خود مارفیت ے۔۔  پر یہ نتیجہ اخ

 (Inner Automorphism and Outer Automorphism)اندرون اور بیرون خود مارفیت  8.2.2

زض کرو ہ 

 

ف G,  معرف بہ       ای  گروپ ے۔ اور اگر fa x a xa x C  1
 کے لیے    اور کسی متعین

 کا۔  و  اندرون خود مارفیت کہتے ہیں  faخود مارفیت ہو تو

نوٹ۔ fa x ax a x C  1
 بھی لیا ائسکتا ے۔۔

اے۔۔ نوٹ۔

 

ا وہ بیرونی خود مارفیت کہلاب

 

 جو خود مارفیت اندرون نہیں ہوب
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ا ے۔۔  ۔4مثال 

 

 گروپ کا اندرون خود مارفیت اکائی نقش ہی ہوب

 

ن
 
 ی لی
ب

 کسی بھی ا

زض کرو ہ  ثبوت۔

 

ف G, گروپ ے۔۔ 

 

ن
 
 ی لی
ب

 ا

 متعین عنصر ے۔۔           اور

  خود مارفیت کی وجہہ سے 

 

 ت

  x C fa x a xa    1
   

 a xa 1  Cے۔۔ 

 

ن
 
 ی لی
ب

axا xa    ہوا ۔ 

ex

x




 

    ے۔۔  اکائی نقش  

ا ے۔۔ 

 

 ہی اندرون خود مارفیت ہوب

 

ش

ق

 

س

 

ن

 ہوا ہ  اکائی 

 

 
ات

 

 اس سے ب

 (Group of Automorphism) گروپ خود مارفی  8.2.3

اگر  G,  

 

ز G گروپ ے۔ ت

 

ز ممکن تمام خود مارفتیں ای  گروپ بناتی ہیں۔ یہ عمل ی
 
 گروپ کیب نقش ے۔۔  اسُ گروپ و  خود مارفیہ

G (کاGroup of Automorphism of G کہتے ہیں ۔ جیسے )(G)Aut ز کرتے ہیں۔
 
 سے ظاہ

یعنی     Aut G A G / is Aut of G  

 ( Group of Inner Automorhism)اندرونی خود مارفیت کا گروپ  8.2.4

   Gاگر

 

پر تمام اندرون خود مارفتیں ای  گروپ بنتے ہیں جسکو اندرونی خود مارفیت گروپ کہتے ہیں۔ جسے  Gای  گروپ ے۔ ت

Inn(G) اے۔۔

 

ز ا گ ائب
 
 سےظاہ

یعنی    e a bInn G , , ..............   

ہاں 
e ا ے۔ اور دوسرے اور خود مارفتیں ہیں۔

 

 اکائی ہوب

 ے اور مشقیں 8.3
ی

 

قض

 (Solved Theorems and Examples)حل شدہ 

  تما م خود ماریتوںں کا پر Gکسی گروپ ۔1قضیہ

 

ا ے۔ جسے خود  س

 

زکیب نقش گروپ ہوب

 

گروپ کہتے ہیں اور  مارفیبہ عمل ی Aut G

ز کرتے ہیں۔
 
 سے ظاہ

زض کرو ہ  ۔ ثبوت

 

ف G, گروپ سے اور ( )  {                           } 

  

 

G: ت G  ز ) 1-1خود مارفیت یعنی  ( ہم مارفیت ے۔۔ ontoاور ی 

زض کرو ہ  

 

زکیب نقش ے۔ و ئی بھی دو نقشو ں کے بیچ ۔’0‘ف

 

 عمل ی

اب ہم A G  ز گروپ کی خاصیتیں ائنچ کریں گے۔  ی 

زض کرو ہ  بندشی خاصیت( 1)

 

: ف , A G   
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ن ہیں اس  ,چوں ہ ت
 
ی

 

 ی
فی

ز ہیں ۔ 1-1 لیےخود مار دااور ی 

 

ہ
ز ہوا ۔  1-1بھی      ل  اور ی 

زض کرو ہ 

 

ف a,b G   

 

a,bت G 

(  )       غور کرو    ( (  )) 

    a b     خود مارفیت ے۔۔ 

     a b      خود مارفیت ے۔۔ 

   (   )( )(   )( ) 

دا

 

ہ
ز ے۔۔ اس 1-1ہم مارفیت اور  بھی    ل  خود مارفیت ہیں۔     لیےاور ی 

   o A G  
 

۔بندشی خاصیت پوری ہوئی

 

ا ے۔۔ چوں (2)

 

زکیب نقش تلازمی ہوب

 

 ہ  عمل ی

دا

 

ہ
ل A G  ز تلازمی خاصیت پوری ہوتی ے۔۔  ی 

Iہ ں چو ( اکائی کا وجود۔3) :G G  ا ے۔۔

 

 اکائی نقش موجود ہوب

eجو    :G G  ا ے۔۔

 

 ہوب

 

  1e x e xe x G

x

   


 

oIاور  Io    داہوا ۔

 

ہ
 ل A G میں اکائی موجود ے۔۔   

اگر  ( معکوس کا وجود۔4) A G   

 

ز ہونے کی بنا 1-1ت  اور ی 

1 
ز1-1بھی   ہوا ۔ او ر ہم مارفیت بھی ہوا ۔ گوب ا خود مارفیت ہوا ۔ اور ی 

  

 

 ت 1 A G   

 اور 

1 1 I      

دا

 

ہ
ز  ل

 
معلوم ہوا ہ  ہ A G  کا معکوس  اس لیےکے A G میں موجود ے۔۔ 

 ہوئیں ۔  رہیگروپ کے چاروں مطلوبہ خاصیتیں پو چوں ہ 

 اس لیے  A G ,oسے 1-1گروپ ہو Aut G ز کرتے ہیں۔
 
 سے ظاہ

 ہوا۔

 

 
ات

 

 قضیہ ب

 و ں کا ۔ 2 قضیہ
ی

 

ی ی 
ف

 کسی گروپ کے تمام اندرونی خود مار

 

ا ے۔۔ س

 

زکیب نقش ے۔۔ بہ  گروپ ہوب

 

  عمل ی

زض کرو ہ  ثبوت ۔

 

ف G,گروپ ے۔۔ 

  

 

 ت    1Inn G / x a x a x G      
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aہاں  :G G  خود مارفیت 

اب ہمیں  Inn G ز گروپ کی خاصیتیں ائنچنا ہوا ۔
 
 ہ

زض کرو ہ  بندشی خاصیت :۔  (1)

 

ف a b, Inn G   

  

 

ت  1

a x a x a   اور  1

b x b xb ،x G  

  غور کرو      b a b ao x x    

 

 

   

     

1

b

1 1

1 1

1

a x a

b a x a b

ba x a b

ba x ba Inn G

 

 

 









 

د

 

ہ
ا بندشی خاصیت پوری ہوئی ۔ ل  

اگر  ( تلازمی خاصیت:۔2) a b c, , Inn G    

  غور کرو

 

   ت       a b c a b co o x o x            

   

  

   

a b c

1

x

ab c x ab c

  



   

       

 

a,b,c G  متلازم ہوتے ہیں ۔    
1

a bc x a bc


        

     a b co o x      

چنانچہ Inn G  ا ے۔۔

 

 تلازمی خاصیت پوری کرب

e( وجود اکائی :۔3) G  کی اکائی ے۔۔ 

  

 

  ت e Inn G  

 

 

 

1

e x e xe

x I a

  

 
 

    لیےاس      e a e ao x x    

 

 
 

1 1

e

a

a xa a xa

x





  


 

   لیےاس 
e a e e bo o      

 e Inn G  اکائی ے۔۔ 

   وجود:۔( معکوس کا 4)
 

aج G  

 

ت
1a G  

توپھر  a Inn G  اور 1e
Inn G   

  غور کرو

 

   ت     1 1a aa a
o x x     
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     
1

1 1 1

eaa x aa e xe x


    

  اس طرح  1a aa
o x    

د

 

ہ
  ا ل   1

1

a a
Inn G  


  

چنانچہ   Inn G ز گروپ کی تمام خاصیتیں پوری ہوئیں۔ 0,
 
 ہ

لیےاس  Inn G گروپ ہوا ۔ 

 ہوا۔ 

 

 
ات

 

 قضیہ ب

اگر ۔ 3قضیہ  G, اور  ے۔ ی  گروپa G نقش  

 

ای  متعین عنصر ے۔ ت
af :G G معرف بہ

  1

af x a x a x G   ا ے۔۔

 

 خود مارفیت ہوب

دب ا ہوا ے۔ ہ  ثبوت ۔ G,  گروپ ے۔۔ 

اور 
af :G G    1

af x a x a x Ga ,a G    ا ے۔ ہ

 

 کرب

 

 
ات

 

  ہمیں ب

 

ت
af  خود مارفیت ے۔۔ 

اا ۔ 3ذیل کی  لیےجس کے 

 

 شرطیں پوری ہوب

(1 )
afا چاہیے۔

 

 ہم مارفیت ہوب

زض کرو ہ 

 

x,yف G xy G   

  غور کرو 

 

  ت   1

af xy a xy a 

 

 

  
   

1 1

1 1

a a

a x a a ya

a xa a ya

f x f y

 

 







 

دا

 

ہ
 ل

af ہم مارفیت ہوا۔ 

(2)
af  1-1 ا چاہیے

 

 ۔ہوب

زض کرو ہ 

 

,x   ف y G 

زض کرو ہ  

 

   اور ف   a af x f y 

    

1 1a xa a ya   

     x y  ت کی بنأ  کے یاتنسیخ 

af  1-1 ے۔۔     

(3 )
af ( ز ا چاہیےontoی 

 

 ۔ ( ہوب

زض کرو ہ  )ہم دامنہ میں(

 

yف G 

  

 

aت G لیےکے

1a G  
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 اور )دامنہ میں( 

1a ya G  

 اس طرح سے ہ     1 1 1

af a y a a a y a a   

 

   1 1a a y a a

y

 


 

af ( ز    ( ے۔۔ ontoی 

چوں ہ 
af1-1 ( ز  (ہم مارفیت ے۔۔ ontoاور ی 

لیےاس 
af ہوا۔ 

 

 
ات

 

 خود مارفیت ب

 ہوا۔ 

 

 
ات

 

 قضیہ ب

'کسی بھی مثبت صحیح عدد  ۔4قضیہ  n' لیےکے nAut ا ے۔۔

 

ی  مارف ہوب U n سے ۔ 

زض کرو ہ  ۔ثبوت 

 

nف  

ہ  ہم ائنتے ہیں nAut  اور U n ضربی گروپ ہوتے ہیں۔ 

زض کر وہ  

 

 ف   nT : Aut U n 

  ہاں    T 1  

  اور     nk k 1 k    

 اگر n, Aut    

 

   

       

    n

1 1

k k 1 k 1 k

k k k

 

   

 

 

   

   

  

   

   

   

T T

1 1

 

 

 

 

 

 

 

T 1- 1  ے۔۔  (....................1) 

زض کرو ہ  

 

 اور ف r U n 

اور 
n n:    اس طرح سے ہ    ns sr mod n s    

  

 

 خود مارفیت ے۔ ت
n

 ۔ پر

     T 1 r    

د

 

ہ
ز )Tال  (2(ہوا ....................)ontoی 

زض کرو ہ  

 

   اور ف n, Aut   
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  غور کرو 

 

    ت    T 1  

      1  

    

        

   

   

1 1 ...... 1 1 times

1 1 ........... 1 1 times

1 . 1

T .T

 

   

 

 

   

   





 

دا

 

ہ
 (3)مارفیت ے۔۔ ....................ہم Tل

 ی  مارفیت ے۔۔ Tکی مدد سے معلوم ہوا ہ  ( 3)اور(2(،)1)

دا

 

ہ
  ل   nAut U n 

 ہوا۔ 

 

 
ات

 

 قضیہ ب

  Gاگر ۔ 5قضیہ 

 

ای  گروپ ے۔ ت Inn Gتحت گروپ ہوا ۔ Aut G   کا اور

 
 

G
Inn G

k G
 ہاں k G کرنل

 )ب ا(     ے۔۔ 

  Gاگر 

 

ای  گروپ ے۔ ت Inn Gارمل تحت گروپ ہوا ۔

 

ب Aut G   کا اور

 
 

G
Inn G

k G
 ہاں k Gکرنل ے۔۔ 

زض کرو ہ  ۔ثبوت

 

  ف : G Inn G  

   ہاں   gg I , g G   

  اگر

 

g,h   ت G 

  کسی بھی 

 

xت G لیےکے 

 

   

 
 

1

gh

1 1

1 1

g h

I x gh x gh

gh x h g

g hxh g

I I x



 

 









 

  لیےاس      gh g hgh I I I g h     

 ہم مارفیت ے۔۔     

 چوں ہ اور    G Inn G  

  اور   Inn G Aut G 

لیےاس  Inn G ا ے۔

 

تحت گروپ ہوب Aut G  کا 

 اور    gke r k G g G / I x x , x G       
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  1g G / g x g x x G     

ا ے۔ ہ  ؍ہم مارفت کے اساسی  لیےاس 

 

 بنیادی قضیہ سے معلوم ہوب

 
 

G
Inn G

k G
 

اور اگر  Aut G اورg G  

 

 ت

1

g gx G, I I x     

لیےاس  Inn G  ارمل تحت گروپ ہوا۔

 

ب Aut Gکا ۔ 

نوٹ :۔ ب اد رے۔ ہ 

 

 

Aut G

Inn G
G  ا ے۔۔

 

 کا بیرون خود مارفیت گروپ کہلاب

 (   )اگر ۔6قضیہ 

 

اس طرح ے۔ ہ        (کا جمعی گروپ ے۔ اور نقشComplexNumbersف اعداد )ملی

 ( )   pاور        ( )  

 

 کرو ہ  ای  غیر صفر ملی

 

 
ات

 

  ب

 

 خود مارفیت ے۔۔ ف عددے۔۔ ت

  (   )دب ا گیا ے۔ہ   ۔حل 

 

 ف اعداد کا جمعی گروپ ے۔۔ ملی

       اور 

( )  ہاں    ( )         

(   )  اور     

زض کرو ہ  

 

         ف

  

 

          ت

(  )   اور             (  )         

(     )   غور کرو   (     )   

                        

             (  )   (  ) 

 ہم مارفیت ے۔۔  ...................(1) 

(  )    اگر   (  ) 

          

           

1-1 ے۔۔  ...................(2) 

        ( Codomainاور اگر )

 

ت

 

 
Pہ کیوں    0 

)  اس طرح سے ہ   
  

 
)   (

  

 
) 

دا

 

ہ
ز) ل  ...................(3) (نقش ہوا۔ ontoی 

و م ہوا ہ  (3)اور(2(،)1)
مع
 ( ے۔۔ Automorphismخود مارفیت) کی مدد سے 
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  نقشGاگر ۔7قضیہ

 

φ:Gای  گروپ ے۔ ت G جو ہ  معرف بہ یوں ے۔۔ a a a G   1
 کرو ہ  

 

 
ات

 

 تو ب

 ے۔۔  Gخود مارفیت ہوا  اگر اور صرف اگر

 

ن
 
 ی لی
ب

 ا

زض کرو ہ   ۔ثبوت 

 

ف G,۔  گروپ ے۔ 

φ:G  دب ا گیا ے۔ ہ   اور G 

 اس طرح سے ہ   a a a G   1
 

زض کرو ہ 1)

 

 خود مارفیت ے۔۔  ( ف

ا ے۔ ہ 

 

 کرب

 

 
ات

 

  ہمیں ب

 

 ہوا ۔  Gت

 

ن
 
 ی لی
ب

 ا

زض کرو ہ  

 

,x  ف y G   

 

xyت G ہوا  ۔ 

   غور کرو    xy xy



1

 کی تعریف ے۔۔ جیسا ہ   

 

   

y x

y x 

 



1 1

 

    xy   ہم مارفیت ے۔۔  چوں ہ 

   xy yx  

G  ے۔۔ 

 

ن
 
 ی لی
ب

     ا

زعکس اگر و 2)  مان لیا ائے ۔  G( اس کے ی 

 

ن
 
 ی لی
ب

 ا

  

 

ا ے۔ ہ   ت

 

 کرب

 

 
ات

 

 خود مارفیت ے۔۔ ہمیں ب

,xاب اگر y G   

 

xyت yx ہوا ۔ 

  اور اگر    x y  

    

x y

x y

x y

 

 
 

 

 

 

1 1

1 1
1 1

   

چنانچہ

 (1)..................... ہوا۔ 1-1 

x( Codomainاور اگر ) G(  

 

Domain )xت G 1
 

 اس طرح سے ہ     x x


 
1

1 1 

  x  

( ز  (2)ے۔۔....................( ontoی 

  اگر اور
x,y G xy G  
 

 غور کرو ہ  
   xy xy




1
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y x

x y

 

 





1 1

1 1 

G
 ے۔۔ 

 

ن
 
 ی لی
ب

 ا

  
   x y 

 

دا

 

ہ
 ل


 (3).................... ہم مارفیت ے۔۔ 

کی بنأ پر معلوم ہوا ہ   (3)اور(2(،)1)


 خود مارفیت ے۔۔ 

 اگر۔ 8قضیہ R ,  گروپ ے۔ اورf : R R  معرف بہ f x x , x R  2
 کرو ہ 

 

 
ات

 

  ب

 

خود مارفیت  fت

 ے۔۔ 

دب ا گیا ے۔ ۔حل R ,  ہ  گروپ ے۔۔ 

f  اور  : R R  

  ہاں  f x x , x R  2
 

ا ے۔ ہ  

 

 کرب

 

 
ات

 

 خود مارفیت ے۔۔ fہمیں ب

ز ہم مارفیت ہوا ۔ f 1-1یعنی  اور ی 

زض کرو ہ 1)

 

x ( ف ,x R1 2
 

  اوراگر    f x f x1 2 

  

x x

x x

 

 

2 2

1 2

1 2

  

f1-1  (1.......................)  ے۔۔ 

y( Codomain( اگر )2) R 

(3( )Domain) y R 

 اس طرح سے ہ     f y y
2

  

ز ) fچنانچہ  (2.......................) ( ہوا ontoی 

زض کرو ہ  3)

 

x( ف ,x R1 2
  

 

xت x R1 2
 

  غور کرو ہ     f x x x x
2

1 2 1 2 

  

  

x x

f x x





2 2

1 2

1 2

 

 (3.......................)    .ہم مارفیت ے۔fچنانچہ

 ہوا ہ  3( اور )2(،)1)

 

 
ات

 

 خود مارفیت ے۔۔ f( سے ب
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  اگر  Gتحت گروپ ے۔  گروپHاگر  ۔ 5مثال

 

G:کا،  ت G  خود مارفیت ے۔ اور    H h / h H    

 

ت

 کرو ہ 

 

 
ات

 

ب H   ای  تحت گروپ ہواG کا۔ 

تحت گروپ ے۔ گروپ Hدب ا گیا ہ حل۔ G,  کا 

G:اور  G  خود مارفیت ے۔۔ 

 اور یہ ہ      H h / h H   

ا ے۔ ہ 

 

 کرب

 

 
ات

 

ہمیں ب H ای  تحت گروپ ہوا  گروG کا ۔ 

a,b غور کرو اگر  H  

 

abت H 1
 تحت گروپ ے۔۔ Hچوں ہ 

  اور      a , b , ab H    1
 ہوا ۔ 

  

 

  ت     ab a b   1 1   خود مارفیت ے۔۔ 

       a b H  


   
1

 

تحت  Hگروپ ہواG  کا  

 ا گ گیا۔ 

 

 
ات

 

دا ب

 

ہ
 ل

 کرو ہ  ۔ 6 لمثا

 

 
ات

 

ی والا رتبہ 4ب

کل

 

ن

ہوا ۔2 تبہرکا ( Group of Automorphism گروپ )فیگروپ پر خود مار سا

 ب ا      

 کرو ہ  اگر 

 

 
ات

 

ب G a,a ,a ,a e 2 3 4
  

 

ت  O Aut G  2 

زض کرو ہ  ۔حل

 

ف G a,a ,a ,a e 2 3 4
ی 

کل

 

ن

 گروپ ے۔۔  سا

ہاں O G   ے۔۔  4

ز ے۔ ہ  
 
  یہ ظاہ O a a e 4

4 

   

     

   

O a a a e

O a a a e e

&O a a e e

  

   

  

2
2 2 4

4 3
3 3 4 3

1
4 4 1

2

4

1

 

ا ے۔۔  چوں ہ اور 

 

 خود مارفیت ی  مارفیت ہوب

ز ہوتے ہیں۔ اس  رتبہعکس کا  اس کےاور  رتبہاور ی  مارفیت میں کسی بھی عنصر کا  ز ای   ہیں۔Gخود مارفیت جو لیےی 

 

I وہ پر بناے  ائسکت

 ہیں  fاور

 

 جوہ  یوں معرف ہوں گے۔، ہوسکت

       2 2 3 3I e e I a a I a a I a a    

 اور        3 2 2 3 2f e e f a a f a a f a a    
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چنانچہ    Aut G I , fزکیب نقش

 

  ۔گروپ ہوا  بہ عمل ی

  

 

  ت  O Aut G  2 

 قضیہ 

 

 
ات

 

 ۔  ہواب

گروپ ۔ 7لمثا 10 10, لیےکے  10Aut ی  مارف ہونے والا  لیےمعلوم کرو اور اس کے U  بھی معلوم کرو۔ 10

  ہم ائنتے ہیں ہ   حل ۔ 10 0,1,2,3,4,5,6 ,7,8,9 

یہ گروپ ہوا  بہ عمل 
10 

  0 1 1.0 0  

1 )اکائی ( یہا ں  10 10 1 0   

   

2 5 5 2 0

3 10 10 3 0

4 5 5 4 0

5 2 2 5 0

6 5 5 6 0

7 5 10 7 0

8 5 5 8 0

9 5 10 9 0

  

  

  

  

  

  

  

  

 

)جوہ رکھنے والے عناصر 10 ہم دیکھتے ہیں ہ  رتبہ
10
 1,3,7,9یہ ہیں  ( ے۔کا بھی رتبہ 

  ہم ائنتے ہیں ہ  اگر 

 

 ی  مارفیت ے۔ ت

    a a 

د

 

ہ
 ہوں گی وہ ا جو ی  مارفتیں ممکنل

1 3 7 9, , ,      ہوں گی۔ 

 لیےیکھنے کے یہ خود مارفتیں ہوں گی د

ز ے۔ ہ  
 
ظاہ

1 اکائی ے۔۔ 

  اور  3 10x 3x x    

 چوں ہ اور  x y mod 10 

   3x 3y mod 10  

دا

 

ہ
  ل

3خوش معرف ے۔ 

د یہ ہ   زی 

 

 م    
11

3 3 10a a , a 
    

لیےاس 
2 1-1 ے۔۔ 
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 چوں ہ اور  3 1 3   10ہاں 3 

لیےاس 
3( ز  ( ے۔۔ ontoی 

 لیےاب ہم مارفیت کی ائنچ کے    3, a b 3 a b    
10a,b  

3a   غور کرو  3b   

    3 3a b   

د

 

ہ
ا ل

31-1ز ہم مارفیت ہوا۔  اور ی 

گوب ا 
3 خود مارفیت ہوا

10
 ۔پر

 ہیں ہ 

 

اسی طرح ہم دیکھ سکت
7 9,   بھی خود مارفتیں ہونگے۔ 

دا

 

ہ
 ل   10 1 3 7 9Aut , , ,    ہوا ۔ 

اور ہم ائنتے ہیں ہ     U 10 1,3,7,9 

 مفرد ہونے والے صحیح اعداد کا  ہم سے 10سے کم اور 10

 

 ے۔۔  س

ا ے۔ بہ مقیاس ضرب

 

 گے ۔ں گروپ حس  ذیل ہوCaylayان کے  10اور یہ گروپ ہوب

    U 10     10Aut 

9 7 3 1 
    

 
9
 

7
 

3
 

1
 0 

9 7 3 1 1  
9
 

7
 

3
 

1
 

1
 

7 1 9 3 3  
7
 

1
 

9
 

3
 

3
 

3 9 1 7 7  
3
 

9
 

1
 

7
 

7
 

1 3 7 9 9  
1
 

3
 

7
 

9
 

9
 

  یہاں    10: Aut U 10  

معرف بہ    a a a U 10     

ا ے۔ یعنی 

 

خود مارفیت ہوب   10Aut U 10 

کے مطابق4قضیہ  نوٹ۔   nAut U n  ا ے۔۔

 

 ہوب

 

 
ات

 

 ب

اگر۔8مثال  R , کر وہ  نقش 

 

 
ات

 

  ب

 

:خود مارفیت ہوا ۔ جو ہ  گروپ ے۔ ت R R   معرف بہ

 x x x R    ے۔۔ 

دب ا گیا ے۔ ہ  ۔حل  R ,   مثبت صحیح اعدا د کا ضربی گروپ ے۔۔ 

: اور نقش  R R   
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 x x x R    ے۔۔ 

ا ے۔ ہ 

 

 کرب

 

 
ات

 

  ہمیں ب

 

 خود مارفیت ے۔۔  ت

ا ہوا ۔ 1-1لیےجس کے 

 

ز ہم مارفیت بتلاب  اور ی 

( Domainغور کرو ہ  اگر )
1 2x ,x R 

  اور اگر   1 2x x    

 

 ہو ت

1 2x x  تعریف کے مطابق 

1 2x x   

1-1  ے۔۔   ....................(1) 

y(Codomainاور اگر) R   

 

( Domain) ت

2y R 

  اس طرح سے ہ   2 2y y y   

دا

 

ہ
ز ) ل  (2.....................) (ہوا ontoی 

اور اگر 
1 2 1 2x ,x R x x R   بندشی خاصیت کی بنأ۔ 

  

 

 ت 1 2 1 2x x x x  تعریف کے مطابق 

   

1 2

1 2

x x

x x 




  

دا

 

ہ
 (3.....................) ہم مارفیت ہوا ے۔۔  ل

 خود مارفیت ے۔۔ ( کی بٔنا پر ہمیں معلوم ہوا ہ  3(اور)2(،)1نتائج )

 ا گ گیا ۔قضیہ 

 

 
ات

 

 ب

 کرو ہ  ۔ 9ل مثا

 

 
ات

 

ب   :U 16 U 16  نقش معرف بہ   3x x x U 16    

ا ے۔۔ 

 

 خود مارفیت ہوب

ہم ائنتے ہیں ہ  ہو۔حل   U 16 1,3,5,7,9,11,13,15ا ۔ 

 سے ہم مفرد مثبت صحیح اعداد کا 6سے کم اور  16جو ہ  

 

 ے۔۔  س

  غور کرو  3 31 1 3 11 mod 16  

  

3 3 3

3 3 3

5 13 7 7 9 9

11 3 13 5 15 15

  

  
 

 جیسا ہ  تعریف میں دب ا گیا ہ     3x x x U 16    

دا

 

ہ
  ل
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 

 

 

 

 

 

 

 

3

3

3

3

3

3

3

3

1 1 1

3 3 11

5 5 13

7 7 7

9 9 9

11 11 3

13 13 5

15 15 15

















 

 

 

 

 

 

 

 

 

ا ے۔ ہ  اور انعناصر 

 

ز غور کر نے سے معلوم ہوب ز ے۔۔ پھر بھی نقش کی تعریف کے مطابق  1-1کےمعکوس ی  ز ہم 1-1اور ی  اور ی 

  مارفیت کی ائنچ کر یں گے۔

( Domainغور کرو اگر ) 1 2x ,x U 10 

  اور اگر     1 2x x  

   

3 3

1 2

1 2

x x

x x

 

 
 

1-1 ے۔۔  (...................1) 

(Codomainاور اگر ) y U 10  

 

(Domain)ت 1/ 3y U 10 

     
3

1/ 3 1/ 3y y y   

دا

 

ہ
ز )ل   (...................2) (ہوا۔ ontoی 

اور غور کرو ہ  اگر 1 2x ,x U 10   

 

ت 1 2x x U 10 

  اور    
3

1 2 1 2x x x x  

 

   

3 3

1 2

1 2

x .x

x x 




 

دا

 

ہ
  (...................3) ہم مارفیت ہوا۔ ل

زہم مارفیت ہوا ۔ گوب ا 1-1( کی بنیاد پر 3( اور)2(،)1)  خود مارفیت ہوا۔ اوری 

 ہم کسی دو عناصر پر ائنچ بھی کریں گے۔ 

       9,13 U 16 9 9, 13 5 mod 16     

  اور      9 13 9 13    

 

   5 9 5 mod 16

13 13

  

 
 

 ہوا۔ 

 

 
ات

 

 مارفیت ب



169 

 

اگر ۔ 10ل مثا  n

1 2 n iR a ,a ...........a / a ' s R  کرو ہ  نقش 

 

 
ات

 

  ب

 

 ت

   1 2 n 11 2 n: a ,a ...........a a , a ........... a      ہ خود مارفیت ہوا  
 

ج nR ,  گروپ ے۔۔ 

دب ا گیا ے۔ ہ  ۔حل  n

1 2 n iR a ,a ...........a / a ' s R  

اور  nR ,اور پھر  گروپ ے۔۔: R R   

جو ہ  یوں معرف ے۔۔    1 2 n 1 2 n: a ,a ...........a a , a ........... a     

ا ے۔ ہ  

 

 کرب

 

 
ات

 

 خود مارفیت ے۔۔ ہمیں ب

ا ہوا ۔ 1-1 لیےجس کے 

 

 کرب

 

 
ات

 

زہم مارفیت ب  اور ی 

 غور کرو اگر     n

1 2 n 1 2 na ,a ...........a , b ,b ...........b R 

  اور اگر    1 2 n 1 2 na ,a ...........a b ,b ...........b  

  

   1 2 n 1 2 n

1 1 2 2 n n

a ,a ...........a b ,b ...........b

a b , a b ,...........,a b

 

   
 

  

 

  ت   1 2 n 1 2 na ,a ...........a b ,b ...........b 

  1-1 (1)...................... ے۔۔ 

 (codomainاور اگر )  n

1 2 nx ,x .............x R 

  

 

 (Domain) ت  n

1 2 nx , x ............. x R    

 اس طرح سے ہ          1 2 n 1 2 nx , x ............. x x , x ............. x           

   1 2 nx ,x .............x 

دا

 

ہ
ز ) ل  (2)....................       (ہوا Ontoی 

ز میں اگر 

 

 اور آج    n

1 2 n 1 2 na ,a ...........a , b ,b ...........b R 

  غور کر و

 

   ت     1 2 n 1 2 n 1 1 2 2 n na ,a ...........a b ,b ...........b a b ,a b ...........a b        

      

 

1 1 2 2 n n

1 1 2 2 n n

a b , a b ,............ a b

a b , a b ,.......... a b

      

      
 

      

   

   

1 1 2 2 n n

1 2 n 1 2 n

1 2 n 1 2 n

a b , a b ,............ a b

a , a ........... a b , b ........... b

a ,a ...........a b ,b ...........b 

      

       

 

د

 

ہ
 ( 3) .................  ہم مارفیت ہوا۔ ال

 خود مارفیت ے۔۔ ( کی وجہ سے یہ نتیجہ نکلا ہ  3(اور)2(،)1)

 ا گ گیا۔ 

 

 
ات

 

 ب
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لیےکے  Gگروپ کسی بھی  ۔ 11مثال 
 

 ( )
ز ے۔ اور  G،( ) ہاں( )    

 

کا مرک Inn G اندرون خود مارفیت ے۔G

 کا ۔

زض کرو ہ   ثبوت۔

 

ف G,  گروپ ے۔۔ 

ز کے معنی 

 

( )  اور مرک  *                 + 

ا ے۔ 

 

ارمل تحت گروپ ہوب

 

 گرو پ کاGاور ہم ائنتے ہیں ہ  یہ ب

  خارج قسمت گروپ 

 

ت

 

 ( )
 *  ( )    + 

 کا گروپ ے۔۔
 

 

ز کے ہم سٹ

 

 یعنی مرک

 او ر     1Inn G G / x g x g , x G       

زض کرو ہ  

 

    ف
 

 ( )
    ( ) 

(( )  )    ہاں               

( )    اب اگر     ( )           

                         ( ) 
            (    )   (    )      

      (     )    (     )   
 

                              
 

                   ( )    ( ) 

                              

 (1)بھی ے۔۔ 1-1خوش معرف بھی ے۔ اور  معلوم ہوا ہ یہاں 

زض کرو ہ 

 

ف g Inn G    
 

gت G  

اس طرح سے ہ    1

g x g x g , x G    

دا

 

ہ
(( )     )  ل     

ز)Tلیےاس   (2)...................... (ہوا۔  ontoی 

 غور کرو ہ اب 

   (     ( )     ( ))   ((  ) ( )) 

   
gh g h      خود مارفیت ے۔۔ 

   (     ( ))  (     ( )) 

دا

 

ہ
 (3.....................) ہم مارفیت ہوا۔ T ل

 ی  مارفیت ہوا۔Tکے مطابق  (3) اور (2(،)1)

یعنی

 

 ( )
 ہوا۔  ( )    

 

 
ات

 

 ب
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 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 8.4

ا ے۔۔ کسی گروپ  سے خود  خود مارفیت دراصل ی  مارفیت ے۔ جو ہ  ای  گروپ 

 

 ں کا پر تمام خود مارفتو پر نقش ہوب

 

 س

ا ے۔۔ جسے گروپ خود مارفیت )

 

زکیب نقش گروپ ہوب

 

(کہتے ہیں اور      Group Automorhismبہ عمل ی Aut G  ز
 
سے ظاہ

ا ے۔۔ خود مارفیت

 

ا گ ائب
a :G G  ہاں  1

a x a x a , x G, a G     ( اندرونی خود مارفیتInner 

Automorphism ا ے۔۔ اور ان تمام کا

 

 ( کہلاب

 

زکیب نقش جسے گروپ اندرون خود مارفیت  س

 

ا ے۔۔ بہ عمل ی

 

بھی گروپ ہوب

(Inner Group Automorphism کہتے ہیں۔ اسے ) Inn G ا ے۔۔

 

ز ا گائب
 
سے ظاہ Inn G ارمل تحت گروپ

 

ب

ا ے۔۔

 

ہوب Aut G  گروپ کا یہ بھی دیکھاب ا گیا ہ

 
 

G
Inn G

Ker G
 ز بحث  ے اور مشقیں اکائی سے متعلق زی 

ی

 

قض

 ہیں۔ جو اور بھی 

 (کہتے ہیں۔Outer Automorphismاندرون خود مارفیت نہیں ے۔۔ اُسے بیرون خود مارفیت )

 (Keywords)کلیدی الفاظ 8.5

 خود مارفیت، اندرون خود مارفیت، بیرون خود مارفیت

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  8.6

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 8.6.1

 خود مارفیت کی تعریف کیجیے۔ .1

 مارفیت کی تعریف کرو۔خود  اندرون  .2

 مارفیت کی تعریف کرو۔ خود  بیررون .3

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات 8.6.2

  نقش Gاگر .1

 

G:ای  گروپ ے۔ ت G  ے۔۔جو ہ  معرف بہ یول  1a a a G      کروہ 

 

 
ات

 

خود تو ب

 ہو۔ Gمارفت ہوا  اور صرف اگر 

 

ن
 
 ی لی
ب

 ا

اگر     .2 R ,  ای  گروپ ے۔ اورf : R R  معرف بہ  2f x x x f : R R      کرو ہ 

 

 
ات

 

  ب

 

ت

f خود مارفیت ے۔۔ 

 کرو ہ  اگر  .3

 

 
ات

 

ب 2 3 4G a,a ,a ,a , e   

 

ضربی گروپ ے۔ ت  O Auto G 2 

گروپ .4 10 10,  کے لیے 10Aut معلوم کرو اور اس کے لیے ی  مارف ہونے والا بھی U  معلوم کرو۔ 10

 (Long Answer Type Questions)طویل جواب ات کے حامل سوالات 8.6.3

 و ں کا Gکسی گروپ  .1
ی

 

فی
 پر تمام خود مار

 

  بہ عمل س

 

 
ات

 

ا ے۔۔ ب

 

زکیب نقش گروپ ہوب

 

 ۔کیجیےی
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 کرو ہ   .2

 

 
ات

 

اندرون خود مارفیت کی تعریف کرتے ہوے ب Inn G ا ے۔۔

 

زکیب نقش گروپ ہوب

 

 بہ عمل ی

 کرو ہ  لیےکے nکسی بھی مثبت صحیح عدد .3

 

 
ات

 

ب nAut  ا ے۔۔

 

ی  مارف ہوب U n سے 

 کر و ہ Gاگر  .4

 

 
ات

 

  ب

 

گروپ ے۔ ت Inn G   ارمل تحت گروپ ہوا

 

ب Aut G  کا اور

 
 

G
Inn G

K G
  ہاں

 K G کرنل ے۔۔ 

ز کردہ کتابیں 8.7

 

د مطالعے کے لیے تجوی  زی 

 

 (Suggested Books for Further Readings)م

1. Text Book of Differential Equations, Khalil Ahmad, Real World Education Publishers, 

New Delhi 

2. Ordinary and Partial Differential Equations-   RaiSinghania, S.Chand& Company,  

New Delhi 

3. A Text Book of B.Sc. (Mathematics), Volume –I , V. VenkateshwaraRao and others, S. 

Chand & Company New Delhi 
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  ۔9اکائی 

گ

 اور تحت رن

گ

 رن

(Ring and Subring) 

زا

گ

 
 اکائی کے اج

  تمہید    9.0

 مقاصد   9.1

9.2    

گ

 رن

9.3    

گ

 تحت رن

 اکتسابی نتائج   9.4

 کلیدی الفاظ   9.5

 نمونہ امتحانی سوالات   9.6

  معروضی جواب ات کے حامل سوالات  9.6.1 

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات  9.6.2 

 طویل جواب ات کے حامل سوالات  9.6.3 

ز کردہ کتابیں   9.7

گ

د مطالعے کے لیے تجوی  زی 

گ

 م
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 (Introduction)تمہید  9.0

ئی مل  رھنے  واے  اجبراائی ظامل ر  حث  ی  ھی  جو ختلف  روووں  ر  شتمل میں ہم نےای  ثنا  2اور بلاک 1 بلاک 

مل  واے  اجبراائی ظاممو  ر  حث  کریں گے۔مثلاً  ثنائیمیں ہم دو  4 اور بلاک  3ھی ۔اس بلاک  ,+,• یعنیٰ صحیح اعدا کا  

ٹ

اور  س

مل  جمع اور ضرب ہیں۔ ارو ثنائیاس کے ساتھ دو  ,+   ی رووپ ہو اور  
ی لی
ق

 

ت

 ,• ی

م
قی س

 

ت

نصف رووپ ہو اور مل  ضرب ر  جمع 

(Distributiveا ہو

 

تو   (خاصیت دائیں اور ب ائیں رکھ ,+,• کے نظرب ات رب اضیات اور کمپیوٹر 

گ

اہے۔ رن

 

 کہا جاب

گ

کو رن

 روافکس کےدیگر شعبو  میں مسائل ی  تحقیق میں اہم روك ادا کرتے ہیں۔

 (Objectives)مقاصد 9.1

 ی  تعریف کریں مثالیں دیں اور دئیے ہوئے  اس

گ

 ہوجائیں گے کہ رن
 
  اکائی ی  تکمیل کے بعد آپ اس قاب

ٹ

کو دئیے  س

 ہوگاب ا نہیں آزماسکیں گے۔ اسی طرح دب ا ہوا تحت 

گ

  ہوئے دومثالی اعماك کے تحت رن

ٹ

 کب ہوگا معلول ہوجائے گا اور دئیے  س

گ

تحت رن

  ہوئے تحت 

ٹ

 ہونے کے  س

گ

 ۔ ہیں معلول ہو جائے گا کافی شرائط کیا ضروری   لیےکو تحت رن

9.2   

گ

 (Ring)رن

 :تعریف

  ای  

ٹ

ا ہے۔  '•'اور‘ +’اعماك ثنائیمع دو Rس

 

ا ہے ارو مندرجہ ذیل اصوك متعارفہ ی  تکمیل کرب

 

 کہلاب

گ

 رن

  1:R,+ R رووپ ہے۔ 

گ

ن
 
 ی لی
ب

 ا

11R(بندشی خاصیت:Closure Axiom ۔:)    ,a b R a b R     

12R(تلازمی خاصیت:Associative Axiom ۔:)     , ,a b c R a b c a b c        

13R:اکائی (خاصیتIdentity Axiom ۔:)   0 R0اس طرح سے کہ 0 0a a    

          a R  

14R:معکوسی (خاصیتInverse Axiom ۔:) 

    . . 0a R a R s t a a a a          

15R:ی  
قلی ی

 

ت

a,  (:۔ Commutative Axiomخاصیت)  b R a b b a      

  2:R, R نصف رووپ ہے۔ 

21R(بندشی خاصیت:Closure Axiom ۔:)    , .a b R a b R    

22R(تلازمی خاصیت:Associative Axiom ۔:)     , , . . . .a b c R a b c a b c   

3Rی ہے

 م
سی
ق

 

ت

  ۔(:Distributive Law) :ضرب کا مل  جمع کے مل  ر  
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31R(ی خاصیت

 م
سی
ق

 

ت

  :۔(Left Distributive Law:ب ائیں  , , . . .a b c R a b c a b a c       

32R(ی خاصیت

 م
سی
ق

 

ت

(:۔ Right Distributive Law:دائیں  , , . . .a b c R b c a b a c a      

  

 کہتے ہیں۔ یعنی  1نوٹ)

گ

ی رن  
قلی

 

ت

ا ہے تو اسے 

 

ی خاصیت ی  تکمیل کرب  
قلی ی

 

ت

 بلحاظ ضرب 

گ

 ( :۔ ارو کوئی رن

   , . .a b R a b b a    

ا ہے۔ یعنی 2نوٹ)

 

 بلحاظ اکائی خاصیت ی  تکمیل کرب

گ

1(:۔ ارو کوئی رن R 

گ

  اسے رن

 

 کہتے ہیں۔ت

گ

 اکائی ب ا اکائی رھنے  والا رن

 میں کم از کم ای  عنصر موجود ہوگا جو کہ3نوٹ )

گ

(:۔ رن 0  ہوگا۔ 

ا ہے۔ ‘ 0’(:۔ اکائی بلحاظ جمع جو 4نوٹ)

 

 کا صفر کہلاب

گ

 سے تعبیر کیا گیا رن

a.(:۔ 5نوٹ) b کوab ا ہے۔

 

ز کیا جاب
 
 سے بھی ظاہ

 معہ اکائی 6نوٹ )

گ

میں کم از کم دو عناصر‘ 1’( : رن 0,1 ہو  گے۔ 

) تعریف:

گ

(اروBoolean Ringبولین رن , ,R   ہے جس میں 

گ

ای  رن

2a R a a     اسے بولین  

 

ت

(

گ

اہے۔ Boolean Ringرن

 

 ( کہا جاب

ائی معہ عماك

 

 ہے جہا  ش

گ

ہیں۔ کیونکہ2اور  2مثاك:بولین رن

20 0 21اور 1 

( 7نوٹ ) 0R ( 

گ

ا ہے اور اسے صفر رن

 

 ہوب

گ

 کہتے ہیں۔  Null Ring( ب ا Zero ringرن

  

ٹ
گ

 (unit) یوت

ارو , ,R   ہے اور 

گ

aای  رن R لیےکے' 'a کا ضربی معکوسR میں موجود ہو تو' 'R a ا ہے۔

 

 میں واحد کہلاب

مثاك ۔ 0,1,2,3,4R   

 

ت 5 5, ,R   ا ہے اور اس میں

 

 ہوب

گ

0'رن کے علاوہ ب اقی تمال عناصر کے ضربی معکوس موجود ہیں  '

دا

گ

ٰ
  1,2,3,4ل

گ

 کے واحد ہیں۔  Rرن

 :۔ ضربی معکوس

 

 وضاح

  

1

1

1

1

1 1

2 3

3 2

4 4 R















 

 

 حل شدہ مشقیں:۔ 

 کرو کہ تمال جفت صحیح اعدا د کا  ۔1ك مثا

 

 
ات

 

  ب

ٹ

 ہوگا بغیر اکائی کے اور  س

گ

ی رن  
قلی

 

ت

  کہمعہ صفر ای  
 

 ہیں۔ ’.‘ اور ’+‘ اعماك ثنائی ح

زض کرو کہ  حل۔

گ

 {      }  ف

  

 

  ت ........... 4, 2,0,2,4,6..........R    

  ہمیں

 

ت , ,R   ا ہوگا۔

 

 ی  تمال اصوك معارضہ ی  آزمائش کرب

گ

ز رن
 
 ہ
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  1, :R R ا

گ

ی رووپ ہوب  
قلی

 

ت

 ۔ چاہیے

11R(بندشی خاصیت:Closure Axiom ارو: )2 ,2m n R  جہا      

  

 

 ت 2 2 2m n m n   

             

دا

گ

ٰ
 بندشی خاصیت ی  تکمیل ہوئی۔  ل

12Rتلازمی  خاصیت:(Associative Axiom۔:)2ارو ,2 ,2m n p R   

 

 ت

   2 2 2 2 2 2m n p m n p     کہ  لیےہوگا اس 

 صحیح اعداد تلازمی خاصیت وںری کرتے ہیں۔ 

13R(اکائی  خاصیت:Identity Axiom ۔:)0چو  کہ R  وںری ہوئی ۔اکائی خاصیت ی  تکمیل  لیےمل  جمع اس بہ اکائی ہے 

14R(معکوسی خاصیت:Inverse Axiom ۔:)2 چو  کہ 2x R x R    

اس طرح سے کہ  2 2 0x x    وںری ہوئی۔معکوسی خاصیت  لیےاس 

15R(ی خاصیت  
قلی ی

 

ت

:Commutative Axiom۔:) 

2ارو   ,2m n R 

  

 

 ت 2 2 2m n m n   

 

 2

2 2

m n

m n

 

 
 

دا

گ

ٰ
ی خاصیت ی  تکمیل ہوئی۔  ل  

قلی ی

 

ت

 

 ہوا کہ

 

 
ات

 

 یہ ب

 

یہا  ی ,R  ی روو  
قلی ی

 

ت

 ہے۔  پای  

  2, :R R ا

گ

 ۔ چاہیےای  نصف رووپ ہوب

21R(بندشی خاصیت:Closure Axiom: ) 

2ارو  ,2m n R  

 

ت 2 .2 2 2m n mn R  

دا

گ

ٰ
ا ہے۔ اس  ل

 

 بندشی خاصیت وںری ہوئی ہے۔  لیےکسی دو جفت اعداد کا حاصل ضرب پھر جفت ہی ہوب

22R(تلازمی  خاصیت:Associative Axiom ۔ارو:)2 ,2 ,2m n p R 

  

 

 ت 2 .2 .2 8m n p mnp 

 2 . 2 .2m n p 

دا

گ

ٰ
 ہوا کہ ل

 

 
ات

 

تلازمی خاصیت وںری ہوئی۔ یہا  یہ ب ,R   ای  نصف رووپ ہے۔ 

3R ا

گ

ی خاصیتیں وںری ہوب

 م
سی
ق

 

ت

 ( Distributive Law must be prove)چاہیے:

31R(ی خاصیت

 م
سی
ق

 

ت

2( ارو Left Distributive Law:ب ائیں  ,2 ,2m n p R 
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ت 2 . 2 2 2 .2 2 .2m n p m n m p     اور 

32R(ی خاصیت

 م
سی
ق

 

ت

2ارو (:۔ Right Distributive Law:دائیں  ,2m n R 

  

 

 ت 2 2 .2 2 .2 2 .2n p m m n p m   

ز ہے کہ وںرے  
 
 ۔  ہو  گےظاہ

 کے سارے اصوك معارضہ ی  تکمیل چو  کہ

گ

رن , ,R   تمال جفت صحیح اعدا د کا  لیےر  ہوگی۔اس  

ٹ

ا ہے۔ اب  س

 

 ہوب

گ

صفر رن

&1چو  کہ Rطاق عدد ہے۔‘1’ چو  کہ 

2 اور   ,2m n R  

ز  2 ی  .2 4m n mn 

 4mn 
2 .2m n 

دا

گ

ٰ
ی خاصیت وںری ہوتی ہے۔  ل  

قلی ی

 

ت

 مل  ضرب ر 

دا

گ

ٰ
  معلول ہوا کہ تمال جفت اعداد صحیح کا  ل

ٹ

  س

قلی 

 

ت

  معہ صفر ای  
ی

 ہوا۔ 

 

 
ات

 

ا ہے۔ بغیر اکائی کے۔ ب

 

 ہوب

گ

 ی رن

 کرو کہ صحیح عدد یہ مقیاس کا   ۔2ك مثا

 

 
ات

 

  ب

ٹ

ا ہے۔  س

 

 ہوب

گ

ی رن  
قلی ی

 

ت

 یہ مقیاس جمع اور یہ مقیاس ضرب کے تحت اکائی کے ساتھ 

  دب ا دگیا   ۔حل

ٹ

زض کرو کہ س

گ

ف 0,1,2,3,4,5 6R    ہے۔ 

ا ہے کہ 

گ

 کرب

 

 
ات

 

ہمیں ب 6 6, ,R   معہ اکائی ہوگا۔ 

گ

ی رن  
قلی ی

 

ت

 

دوك حس  ذیل   ۔ہو  گےکیلے کے ج 

5 4 3 2 1 0 6  3 4 3 2 1 0    

5 4 3 2 1 0 0  0 0 0 0 0 0 0 

0 5 4 3 2 1 1  5 4 3 2 1 0 1 

1 0 5 4 3 2 2  4 2 0 4 2 0 2 

2 1 0 5 4 3 3  3 0 3 0 3 0 3 

3 2 1 0 5 4 4  2 4 0 2 4 0 4 

4 3 2 1 0 5 5  1 2 3 4 5 0 5 

 6 3, :R R ا

گ

ی رووپ ہوب  
قلی ی

 

ت

 ۔ چاہیے

11R(بندشی خاصیت:Closure Axiom ز ہے کہ کسی بھی دو عناصر کا جمع بہ مقیاس کا
 
دوك سےظاہ   ( :کیلے کے ج 

ٹ

کا ہی  Rس

داعنصر ہوگا 

گ

ٰ
 بندشی خاصیت وںری ہوئی۔  ل

12R تلازمی:(خاصیتAssociative Axiom ۔:)     , ,a b c R a b c a b c        

  مثلاً    6 6 6 62 3 5 2 3 5     

  
6 65 5 2 2

4 4

   

 
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دا

گ

ٰ
زصادق ہے۔ Rتلازمی خاصیت  ل  ی 

13R(اکائی خاصیت:Identity Axiom ۔:)  ز ہے کہ
 
دوك سے ظاہ 0 کیلے ج  R  6اکائی بہ مل ہے۔ 

14R(معکوسی خاصیت:Inverse Axiom ۔:)  
6. .a R b R s t a b     

ز ہے کہ
 
دوك سے ظاہ  کیلےج 

   

1 1 1 1 1 10 0,1 5,2 4,3 3,4 2,5 1 R           
 

دا

گ

ٰ
ز عنصر کا معکوس  ل   موجود ہے۔ میںRی 

15R(ی خاصیت  
قلی ی

 

ت

:Commutative Axiom :) ,a b R a b b a      

 ہم دیکھتے ہیں کہ مثاك کے طور ر 

6 62 5 5 2

1 1

  


 

 اس طرح سارے عناصر ر  یہ خاصیت وںری ہوتی ہے۔ 

یہا  معلول ہوا کہ  6,R  ی رووپ ہے۔  
قلی ی

 

ت

 ای  

 6 2, :R R ا

گ

ی خاصیت ۔  چاہیےنصف رووپ ہوب  
قلی ی

 

ت

 معہ اکائی اور 

21R(بندشی خاصیت:Closure Axiom: ) 

دوك بہ مقیاس ضرب  ز ہے کہ 6کیلے کے ج 
 
ز یہ خاصیت مادق ہے۔ Rسے ظاہ  ی 

22R(تلازمی  خاصیت:Associative Axiom۔:) 

ارو    6 6 6 6, ,a b c R a b c a b c        

 مثاك دیکھیں :   6 6 6 62 3 4 2 3 4      

  

6 62 0 0 4

0 0

   


   

23R(اکائی خاصیت:Identity Axiom ۔:)  ز ہے کہ
 
دوك سے ظاہ 1  کیلے ج  R اکائی ہے۔ 

6چو  کہ 61 1a R a a a       

25R(اکائی خاصیت:Identity Axiom ۔:)  ز ہے کہ
 
دوك سے ظاہ 1  کیلے ج  R اکائی ہے۔ 

6چو  کہ 61 1a R a a a       

15R(ی خاصیت  
قلی ی

 

ت

:Commutative Axiom۔:) 

  6 6,a b R a b b a      

 مثاك دیکھیں 
6 62 5 5 2   

  4 4 
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دا

گ

ٰ
ی خاصیت وںری ہوتی ہے۔  ل  

قلی ی

 

ت

 

3R: ی خاصیتیں وںر ہونی

 م
سی
ق

 

ت

 ۔چاہیے

31R: ی خاصیت:۔

 م
سی
ق

 

ت

, ب ائیں  ,a b c R  

       6 6 6 6 6a b c a b a c       

  مثاك :۔     6 6 6 6 62 3 4 2 3 2 4       

6 62 1 0 2

2 2

   


 

 خاصیت وںری ہوئی ۔ 

32R: ی خاصیت:۔

 م
سی
ق

 

ت

, دائیں  ,a b c R 
 

 
     6 6 6 6 6b c a b a c a      

 

   مثاك 
 6 6 6 6 63 4 5 3 5 4 5      

 

   

6 61 5 3 2

5 5

   


 

 خاصیت وںری ہوئی۔

ا ہے کہ

 

 ہوب

 

 
ات

 

اس کے ساتھ ہی یہ ب 6 6, ,R   ا ہے۔

 

 معہ اکائی ہوب

گ

ی رن  
قلی ی

 

ت

 ای  

 کرو کہ ۔3كمثا

 

 
ات

 

ب 0,2,4,6,8 mod10R    
 

ت 10 10, ,R  ہوگا اور اسکا اکائی بہ مل  ضرب بہ مقیاس 

گ

بھی  10رن

 معلول کرو۔ 

 دب ا گیا ہے کہ ۔ حل  0,2,4,6,8 mod10R 
 

دوك حس  ذیل   ۔ ہو  گےکیلے کے ج 

8 0 4 2 0 10  8 6 4 2 0 10 

8 6 4 2 0 0  0 0 0 0 0 0 

0 8 6 4 0 2  6 2 8 4 0 2 

2 0 8 6 4 6  2 4 6 8 0 4 

4 2 0 8 6 7  8 6 4 2 0 6 

6 4 2 0 8 8  4 8 2 6 0 8 

 ہونے ی  شرائط ی  آزمائش کریں گے۔ 

گ

 اب ہم رن

 1 10 1, :R R ا

گ

ی رووپ ہوب  
قلی ی

 

ت

 ۔چاہیےای  

11R(بندشی خاصیت:Closure Axiom: ) 

   10,a b R a b R     
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دوك سے  ز ہے کہہم دیکھتے ہیں کہ ج 
 
ظاہ 1 10,R   بند ہے۔ 

22R(تلازمی  خاصیت:Associative Axiom۔:) 

     10 10 10 10, ,a b c R a b c a b c        

  مثاك:۔    10 10 10 102 6 8 2 6 8      

 

10 102 4 8 8

6 6

  


 

دا

گ

ٰ
 خاصیت وںری ہوئی۔  ل

13R(اکائی خاصیت:Identity Axiom ۔:)  دوك بہ مقیاس جمع ز ہے کہ10ج 
 
0سے ظاہ R  اکائی ہے۔ 

 چو  کہ
10 100 0a R a a a       

14R(معکوسی خاصیت:Inverse Axiom ۔:)  

 
10. . 0a R b R s t a b      

 ہم دیکھتے ہیں کہ 

  
1 1 1 1 10 0,2 8,4 6,6 4,8 2 R      

15R(ی خاصیت  
قلی ی

 

ت

:Commutative Axiom۔:) 

  10 10,a b R a b b a      

  :۔مثاك 

10 106 2 2 6

8 8

  


 

زتی ہے۔ یہا  معلول ہوا کہ

 

سارے ہی عناصر ر  یہ خاصیت وںری ای 10,R  ی رووپ ہے۔  
قلی ی

 

ت

 ای  

 10 1, :R R ا

گ

 ۔ چاہیےنصف رووپ ہوب

21R(بندشی خاصیت:Closure Axiom: ) 

   10,a b R a b R     

ز ہے کہ
 
دوك سے ظاہ ج  10,R   بند ہے۔ 

22R(تلازمی  خاصیت:Associative Axiom۔:) 

     10 10 10 10, ,a b c R a b c a b c        

  مثاك:۔    10 10 10 104 6 8 4 6 8      

  

10 104 6 4 8

2 2

  


 

 سارے ہی عناصر ر  یہ خاصیت وںری ہوگی۔ 
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دا

گ

ٰ
 ل 10,R  نصف رووپ ہوا۔ 

3R ی خاصیتیں:۔

 م
سی
ق

 

ت

: 

31R ی خاصیت):ب ائیں

 م
سی
ق

 

ت

Left Distributive Law ) 

       10 10 10 10 10, ,a b c R a b c a b a c          

  مثاك :۔

     10 10 10 10 104 2 6 4 2 4 6     
 

  

10 104 8 8 4

2 2

  

 

32R(ی خاصیت

 م
سی
ق

 

ت

 (:۔ Right Distributive Law:دائیں 

     10 10 10 10 10, ,a b c R b c a b a c a         

     10 10 10 10 10

10 10

. . 4 6 2 4 2 6 2

0 2 8 2

0 0

e g      

  



 

دا

گ

ٰ
ی خاصیتیں وںری ہوئیں۔  ل

 م
سی
ق

 

ت

 

نکلا کہیہا  یہ نتیجہ  10 10, ,R    ہے۔ 

گ

 ای  رن

 ہم دیکھتے ہیں کہ یہ مقیاس ضرب ہے۔ 

10 106 6a R a a a       

دا

گ

ٰ
6 ل R ی  اکائی ہے۔ 

گ

 اس رن

  جانچ کرو کہ آب ا ۔4كمثا

ٹ

س 2 /R a a Q  بہ مل  

 

 ہوگا ب ا نہیں۔  جمع و ہو ت

گ

 ضرب رن

دب ا گیا ہے کہ   ۔حل  2 /R a a Q  

 ہم پہلے بندشی خاصیتیں بہ مل  جمع اور ضرب دیکھیں گے۔

 بہ مل  جمع  2, 2 2 2 2,a b R a b a b a b Q        

دا

گ

ٰ
 بندشی خاصیت صحیح ہوتی ہے۔  ل

  کہ
 

,2 بہ مل  ضرب  ح 2a b R  

  

  
2. 2 .2

2. 2 2 2

a b ab

ab a b



 
 

  ب ا   2 2a b 

ز دو صورتو  میں ب ا تو 
 
2b ہ Q 

2a ب ا پھر  Q 
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 بندشی خاصیت وںری نہیں ہوتی۔ لیےاس 

 ہونے کے  Rجو کہ 

گ

ا ہے، رن

 

ا ہوب

گ

 ہوب

گ

 ۔لیےبہ مل  ضرب نصف رن

دا

گ

ٰ
 ل 2 /R a a Q  نہیں ہوگا۔ 

گ

 رن

ف اعدا دکا    ۔5ك مثا

 

 کرو کہ ملث

 

 
ات

 

  ب

ٹ

ا Complex Number set) س

 

 معہ اکائی ہوب

گ

ی رن  
قلی ی

 

ت

(بہ مل  جمع و ضرب ای  

 ہے۔ 

زض کروکہ   حل ۔

گ

ف / ,a bi a b R   

  مطلوبہ خاصیتیں بہ مل  جمع اور ضرب آزمائیں گے۔ 

 

 ت

  1, : R ا

گ

ی رووپ ہوب  
قلی ی

 

ت

 ۔چاہیے

11R 1:بندشی خاصیت:۔ غور کرو ارو 1 2 2,a bi a b i   

  

 

 ت       1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2,a b i a b i a a b b i a a b b R           

دا

گ

ٰ
 بہ مل  جمع بند ہے۔ ل

12Rتلازمی خاصیت:۔توجہہ کرو 

 

             

     

     

      

       

1 1 2 2 3 3 1 1 2 3 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 1 2 3 3

1 1 2 2 3 3

a b i a b i a b i a b i a a b b i

a a a b b b i

a a a b b b i

a a b b i a b i

a b i a b i a b i

         

    

     

     

     

 

 معلول ہوا تلازمی خاصیت وںری ہوتی ہے۔ 

13Rچو  کہ::اکائی خاصیت

 

0a b R  
 

اس لیے 
0 0 0i  
 

اس طرح سے کہ 

  0a bi a bi a bi       
 

 اکائی بہ مل  جمع موجود ہے۔  لیے ا س

14Rمعکوسی خاصیت: غور کرو کہ:

 

 a bi a b i      
 

     0a bi a b i     
 

ف عدد کا جمع ی معکوس 

 

ز ملث
 
دا ہ

گ

ٰ
 میں موجود ہے۔ ل

15R ی خاصیت: غور کرو کہ  
قلی ی

 

ت

:

 

       1 1 2 2 1 2 1 2a b i a b i a a b b i      
 

   2 1 2 1a a b b i   
ی ہوتے ہیں۔     

قلی ی

 

ت

 حقیقی اعداد 
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   2 2 1 1a b i a b i   

 

دا

گ

ٰ
ی رووپ ہوا۔       ل  

قلی ی

 

ت

 

  2, : R ا

گ

ی صفت ہوب  
قلی ی

 

ت

 ۔ چاہیےنصف رووپ معہ اکائی و 

21: R بندشی خاصیت:۔ارو    1 1 2 2a b i a b i    

  

 

ت   1 2 1 2 1 2 1 2,a a b b a b b a R          1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2.a b i a b i a a b b a b b a i       

دا

گ

ٰ
 بندشی خاصیت وںری ہوئی۔ ل

22R ف اعداد تلازمی خاصیت وںری کرتے ہیں۔تلازمی خاصیت:۔ ہم جانتے ہیں

 

 کہ ملث

 یعنی             1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3. . . .a b i a b i a b i a b i a b i a b i       

23R:1 خاصیت :۔ توجہہ کرو۔  اکائی, 0a b R   

1تو پھر 0 1a bi i     

اس طرح سے کہ  a bi   

   .1 1.a bi a bi a bi     

دا

گ

ٰ
 ضربی اکائی ہے۔1 ل

25R ی خاصیت :۔ غور کرو  
قلی ی

 

ت

ارو :   1 1 2 2,a b i a b i   

  

 

 ت       1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2.a b i a b i a a b b a b b a i      

                           2 2 1 1a b i a b i    متلازل ہوتے ہیں۔ حقیقی اعداد 

دا

گ

ٰ
ی خاصیت بہ مل  ضرب وںری ہوئی۔  ل  

قلی ی

 

ت

 

3R ی خاصیتیں وںری کرتے ہیں۔

 م
سی
ق

 

ت

ف اعداد 

 

ی خاصیتیں: ہم جانتے ہیں کہ ملث  
قلی ی

 

ت

: 

یعنی             1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3. . . .a b i a b i a b i a b i a b i a b i       

اور              2 2 3 3 1 1 2 2 1 1 3 3 1 1. . .a b i a b i a b i a b i a b i a b i a b i          

 ہوا کہ 

 

 
ات

 

یہا  ب , ,    ا ہے۔

 

 مع اکائی ہوب

گ

ی رن  
قلی ی

 

ت

 ای  

ارو ۔6ك مثا 2 / ,R a b a b Q    کرو کہ 

 

 
ات

 

  ب

 

ت , ,R   مع اکائی ہوگا۔ 

گ

ی رن  
قلی ی

 

ت

 ای  

کہ  دب ا گیا ہے ۔حل 2 / ,R a b a b Q    و   ی  آزمائیش ذیل میں ی  جائے گی۔ 
ث

 

صی
 مطلوبہ خا

  1, :R R ا

گ

ی رووپ ہوب  
قلی ی

 

ت

 ۔ چاہیے

11R بندشی خاصیت: ارو    1 1 2 22 , 2a b a b R   

  

 

   ت       1 1 2 2 1 2 1 22 2 2a b a b a a b b R        
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   چو  کہ   1 2 1 2,a a b b Q   

12Rتلازمی خاصیت: غور کرو 

              1 1 2 2 3 3 1 1 2 3 2 32 2 2 2 2a b a b a b a b a a b b           

     

     

      

      

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 1 2 3 3

1 1 2 2 3 3

2

2

2 2

2 2 2

a a a b b b

a a a b b b

a a b b a b

a b a b a b

     

     

     

     

 

 تلازمی خاصیت وںری ہوئی ۔ 

13R:0ارو   اکائی خاصیت, 0a b Q   

  

 

2  ت 0 0 2a b R    

0یعنی  R جمعی اکائی موجود ہے۔ 

14R:ہم دیکھتے ہیں کہ   معکوس خاصیت     2 2a b R a b R        

     . . 2 2 0s t a b a b      

دا

گ

ٰ
 معکوسی خاصیت وںری ہوئی۔  ل

15R:ی خاصیت  
قلی

 

ت

غور کرو          1 1 2 2 1 2 1 22 2 2a b a b a a b b       

  

   

   
2 1 2 1

2 2 1 1

2

2 2

a a b b

a b a b

   

   
  

یہا  معلول ہو اکہ ,R   ی رووپ ہے۔  
قلی

 

ت

 ای  

  2, :R R و   کے ساتھ 
ث

 

ی ی 
ص

ی خا  
قلی ی

 

ت

 ای  نصف رووپ ہو اور اکائی و 

21R بندشی خاصیت: ارو    1 1 2 22 , 2a b a b R   

  

 

  ت       1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 22 . 2 2 2a b a b a a bb a b b a R       

22R تلازمی خاصیت: دیکھا جاسکتا ہے کہ 

              1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 32 2 . 2 2 . 2 . 2a b a b a b a b a b a b       

23R :1ارو اکائی خاصیت, 0a b Q   

  

 

2ت 1 0 2 1a b R     

 میں اکائی بہ مل  ضرب موجود ہے۔ Rیعنی 

25R :ی خاصیت  
قلی ی

 

ت

 غور کرو کہ         1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 22 . 2 2 2a b a b a a bb a b b a      
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   

   
2 1 2 1 2 2 2 1

2 2 1 1

2 2

2 . 2

a a b b a b b a

a b a b

   

  
 

3Rی خاصیتیں: بہ ذریعہ اعماك جمع و ضرب دیکھا جاسکتا ہے کہ

 م
سی
ق

 

ت

 

             1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 1 1 3 32 . 2 2 2 . 2 2 2a b a b a b a b a b a b a b          

اور            2 2 3 3 1 1 2 2 1 1 3 3 1 12 2 2 2 . 2 2 2a b a b a b a b a b a b a b          

دا

گ

ٰ
 ہوا کہ ل

 

 
ات

 

ب , ,R    معہ اکائی ہے۔ 

گ

ی رن  
قلی ی

 

ت

 ای  

1ارو  ۔7ك مثا / , , ,
a b

M a b c d R
c d

  
   

  
 کرو کہ یہ 

 

 
ات

 

  ب

 

  ت

ٹ

ی  س  
قلی ی

 

ت

زسوس کے جمع اور ضرب کے تحت ای  غیر

 

مای

ا ہے۔ 

 

 مع اکائی ہوب

گ

 رن

1دب ا گیا ہے  حل  ۔ / , , ,
a b

M a b c d R
c d

  
   

  
  حقیقی اعدا د کا  Rکہ جہا 

ٹ

 ہے۔  س

   ی  جانچ ذیل میں کریں گے۔مطلوبہ خاصیتو

 1 1, :M R ا

گ

ی رووپ ہوب  
قلی ی

 

ت

 ۔ چاہیےای  

11R بندشی خاصیت : غور کرو ارو

1 1 2 2

2

1 1 2 2

,
a b a b

M
c d c d

   
   

   
 

  

 

  ت

1 1 2 2 1 2 1 2

2

1 1 2 2 1 2 1 2

a b a b a a b b
M

c d c d c c d d

      
       

      
 

 1 2 1 2 1 2 1 2, , ,a a b b c c d d R     

12Rتلازمی خاصیت : توجہ کرو 

 

3 3 2 3 2 31 1 2 2 1 1

3 3 2 3 2 31 1 2 2 1 1

a b a a b ba b a b a b

c d c c d dc d c d c d

            
           

           
 

   

   

   
   

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

3 31 2 1 2

3 31 2 1 2

3 31 1 2 2

3 31 1 2 2

a a a b b b

c c c d d d

a a a b b b

c c c d d d

a ba a b b

c dc c d d

a ba b a b

c dc d c d

    
  

    

    
  

    

    
    

    

       
        
       

 

 خاصیت وںری ہوئی ۔ 

13R 0اکائی خاصیت : اروa b c d R     
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2ت

0 0

0 0
M

 
 

 
 

 

0 0 0 0
. .

0 0 0 0

a b a b a b
s t

c d c d c d

         
            

         
 

دا

گ

ٰ
2 ل

0 0

0 0
M

 
 

 
 جمع اکائی ہے۔ 

14R 2معکوس خاصیت : غور کرو 2

a b a b
M M

c d c d

    
      

    
 

   

0 0
. .

0 0

a b a b
s t

c d c d

      
      

      
 

زس کا جمعی معکوس 2Mیعنی 

 

ز مای  میں موجود ہے۔ 2Mکے ی 

15R  : ی خاصیت  
قلی ی

 

ت

 

  

1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

a b a b a a b b

c d c d c c d d

      
      

      
 

  

1 2 1 2 2 2 1 1

1 2 1 2 2 2 1 1

a a b b a b a b

c c d d c d c d

      
       

      
 

 خاصیت وںری ہوئی۔ 

 2 2, :M R ا

گ

 ۔ چاہیےنصف رووپ ہوب

21R  بندشی خاصیت : ارو: 

1 1 2 2

1 1 2 2

,
a b a b

R
c d c d

   
   

   
 

  

 

  ت

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

a b a b a a b c a b b d
M

c d c d c c d c c d d d

      
       

      
 

22R تلازمی خاصیت : ہم جانتے ہیں کہ مانرس تلازمی ہوتے ہیں۔: 

 یعنی    . . . .A B C A B C 

3R:ی خاصیتیں

 م
سی
ق

 

ت

 

ی خاصیت ر  غور کریں۔ 

م
قی س

 

ت

 ب ائیں 

  

3 3 1 3 2 31 1 2 2 1 1

3 3 2 3 2 31 1 2 2 1 1

. .
a b a a b ba b a b a b

c d c c d dc d c d c d

            
          

           
 

       
       

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 1 3

a a a b c c a b b b d d

c a a d c c c b d d d d

      
  

      

 1 2 1 3 1 2 1 3 1 1 1 3 1 1 1 3

1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3

1
a a a a b c b c a b a b b d b d

c a c a d c d c c b c b d d d d

      
  

      

اور 
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3 3 1 3 1 3 1 3 1 31 1 2 2 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2

3 3 1 3 1 3 1 3 1 31 1 2 2 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2

. .
a b a a b c a b b da b a b a b a a b c a b b d

c d c a d c c b d dc d c d c d c a d c c b d d

            
            

            

 1 2 1 2 1 3 1 3 1 2 1 2 1 3 1 3

1 2 1 2 1 3 1 3 1 2 1 2 1 3 1 3

2
a a b c a a b c a b b d a b b d

c a d c c a d c c b d d c b d d

      
  

      
 

ی خاصیت بھی وںری ہوتی ہے۔  (2)اور  (1)

م
قی س

 

ت

 سے ب ائیں 

دا

گ

ٰ
 ل 2 , ,M   ہوا۔ 

 

 
ات

 

 ب

گ

 ای  رن

2چو  کہاب 

1 0

0 1
M

 
 

 
 اس طرح سے کہ                                               

داضربی اکائی موجود ہے  لیےاس 

گ

ٰ
 مع اکائی ہوا ۔  ل

گ

 رن

ی نہیں ہوتے ۔     
قلی ی

 

ت

زس بلحاظ ضرب مل  

 

 اور مای

 کہ   کیو

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

a b a b a a b c a b b d

c d c d c a d c c b d d

     
    

     
 

 اور 

1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1

1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1

a b a b a a b c a b b d

c d c d c a d c c b d d

     
    

     
 

ز ہے
 
AB ظاہ BA 

دا

گ

ٰ
نتیجہ یہ نکلا کہ  ل 2 , ,M   مع اکائی ہے۔ 

گ

ی رن  
قلی ی

 

ت

 غیر 

مسلسل ہے، fارو  ۔8ك مثا / :S f f R R   یعنی مسلسل حقیقی قدر رھنے  واے  تفاعل کا  

ٹ

ہے اور انکے درمیام جمع اور  س

 ضرب یو  معرف ہیں کہ 

      f g f x g    

      .fog x f x g x 

 کرو کہ

 

 
ات

 

  ب

 

ت , , 0S   مع اکائی ہوگا۔ 

گ

ی رن  
قلی ی

 

ت

 ای  

  دب ا گیا   ۔حل

ٹ

ائی اعماك ی  س

 

 جائیں گے۔   رونی  میں مطلوبہ خاصیتیں جاچیاور ش

  1, :S R ا

گ

ی رووپ ہوب  
قلی ی

 

ت

 ۔ چاہیےای  

11Rیے ہوئے تعریف کے مطابق یہ خاصیت صادق ہے۔ :بندشی خاصیت ، د 

12R تلازمی خاصیت : غور کرو: 

        

      

      

      

f g h x f x g h x

f x g x h x

f x g x h x

f g x h x f g h x

    

  

  

     

 

 خاصیت وںری ہوتی ہے۔ 
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13R اکائی خاصیت : صفر تقاعل: , 0x R f x   جمعی اکائی ہے۔ 

14R   : معکوس خاصیت:   f x S f x S    جمعی اکائی ہے۔ 

      . . 0s t f x f x   

15R   : ی خاصیت  
قلی ی

 

ت

:      f g x f x g x   جمعی اکائی ہے۔ 

  

   

  

g x f x

g f x

 

 
 

2R: ,S  ا

گ

ی خاصیت ہوب  
قلی ی

 

ت

 ۔ چاہیےنصف رووپ مع اکائی و 

21Rبندشی خاصیت:۔دی ہوئی تعریف:      .fog x f x g x S    کے مطابق 

22R خاصیت:۔غور کرو:تلازمی        fo goh x f x goh x 

 

      

      

   

. .

.

.

f x g x h x

f x g x h x

fog x h x







 

 

   fog oh x
 

 چنانچہ تلازمی خاصیت وںری ہوتی ہے۔

23R اکائی خاصیت : غور کرو کہ: , 1x R f x   ا ہے کیونکہ

 

 تفاعل میں اکائی ہوب

   

      

 

 

1.

fog x f x g x

g x

g x







 

   اور       gof x g x f x 

  

 

 

.g x g

g x




 

25Rی خاصیت : توجہ کرو  
قلی ی

 

ت

:,f g s    

 

 ت

  

      

   

  

fog x f x g x

g x f x

gof x







 

 خاصیت صادق ہے۔ 

3R ی خاصیت

 م
سی
ق

 

ت

: غورکرو:       .fo g h x f x g h x      

 

 ت

     

       

     

. .

f x g x h x

f x g x f x h x

fog x foh x

   

 

 
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   اس طرح        g h of x gof x hof x   

 صحیح ہوگا۔ 

چو  کہ , , 0S   د بہ مل زی 

گ

 کے تمال صفات وںرے ہوئے اور م

گ

ی صفات بھی وںرے ہوئے اس ‘0’ر  رن  
قلی ی

 

ت

 دب ا گیا  لیےاکائی اور 

 

ٹ

 مع اکائی ہے۔  س

گ

ی رن  
قلی ی

 

ت

 

  صحیح اعداد کا ۔9ك مثا

ٹ

 ئی اعماك اس طرح معرف ہیں ۔جس ر  دو ثنا س

  1a b a b    

a  اور  b a b ab    

 کرو کہ 

 

 
ات

 

  ب

 

ت , , ہوگا۔ 

گ

ی رن  
قلی ی

 

ت

 اکائی کے ساتھ 

 مطلوبہ صفات ر  ذیل میں حث  ی  جائے گی۔  ۔حل

  1, : R ا

گ

ی رووپ ہوب  
قلی ی

 

ت

 ۔ چاہیے

11R بندشی خاصیت : تعریف کے مطابق:  , 1a b a b a b        

12Rتلازمی خاصیت : غور کرو:      1a b c a b c      

    

 1 1

2

a b c

a b c

    

   
 

     اور    1a b c a b c      

   1 1 2a b c a b c         

 یعنی    a b c a b c      ہوا۔ 

 

 
ات

 

 ب

13: Rاکائی خاصیت:۔ . .a e s t    

   

1

a e a

a e a

 

   
 

1e    بہ مل اکائی ہے۔ 

14: Rمعکوس خاصیت:۔ . . 1a b s t a b      

   

 

1 1

2

a b

b a

   

   
 

 یعنی بہ مل   1 2a a    

15: Rی خاصیت:۔غور کرو  
قلی ی

 

ت

 1a b a b    

    1b a      
قلی ی

 

ت

 ی ہوتے ہیں۔ صحیح اعداد 

    b a  

  2, : R اہوگا۔

 

ی خاصیت ہوب  
قلی ی

 

ت

 نصف رووپ مع اکائی و
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21R بندشی خاصیت:۔ جیسا کہ معرف بہ ہے کہ,a b a b a b ab        

22R تلازمی خاصیت: غور کرو:     a b c a b c bc      

  

 .a b c bc a b c bc

a b c bc ab ac abc

     

      
 

    اور    a b c a b ab c      

  

 a b ab c a b ab c

a b ab c ac bc abc

      

      
 

دا

گ

ٰ
  ل   a b c a b c     

 ہوا۔

 

 
ات

 

 ب

23: R:اکائی خاصیت  a e    

   

 

.

1

s t a e a

a e ae a

e a a

 

   

  

 

  0e   

 اکائی ہے۔  مل 0یعنی بہ 

25: R ی خاصیت:۔ غور کرو  
قلی ی

 

ت

, ,a b a b a b ab      

b a ba    ی ہوتے ہیں ۔ ]چو  کہ  
قلی ی

 

ت

 [صحیح اعداد 

b a   [بہ مل  جمع وضرب] 

3: Rی خاصیتیں:۔غور کرو۔

 م
سی
ق

 

ت

    1a b c a a c      

     1 1 1a b c a b c a b c ab ac a              

  2 1a b c ab ac      

  اور        a b a c a b ab a c ac         

  

1

2 1

a b ab a c ac

a b c ab ac

      

     
 

ا ہے۔ 

 

ی کلیہ وںرا ہوب

م
قی س

 

ت

 معلول ہوا کہ ب ائیں 

ا ہے۔ 

 

ی کلیہ بھی وںرا ہوب

 م
سی
ق

 

ت

 اسی طرح دائیں 

 ہوا کہ 

 

 
ات

 

چنانچہ ب , , ی ہے۔  
قلی ی

 

ت

 معہ اکائی و 

گ

 رن

9.3  

گ

 (Subring)تحت رن
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ارو تعریف:۔ , ,R   ہے اور 

گ

  اُسکا ای  غیر خالی  sای  رن

ٹ

   س

 

ا ہےsہے ت

 

 کہلاب

گ

کا ارو  Rتحت رن , ,s   

گ

بھی رن

ا ہے یعنی 

 

ہوب , ,s   ا ہے۔

 

 و   کو وںرا کرب
ث

 

ی ی 
ص

 ی  تمال خا

گ

 بھی رن

ہم جانتے ہیں کہ(:۔1مثاك ) , ,z    ا ہے۔ اور

 

 ہوب

گ

2zرن Z 

اور ہم نے دیکھا کہ  2 , ,z   ا ہے اس

 

 ہوب

گ

 ہے۔ 2zلیےبھی رن

گ

 تحت رن

2ارو  (:2مثاك ) / , , ,
a b

M a b c d R
c d

  
   

  
  

 

ت 2 , ,M   ا ہے اور

 

 ہوب

گ

رن

/ , , ,
a b

S a b c d R
c d

  
   

  
2Sیہا  M  ا ہے

 

 کے تمال خاصیتیں وںری کرب

گ

دااور بھی رن

گ

ٰ
 ہےS ل

گ

 2Mتحت رن

 کا۔  

ف اعداد کا  (:3مثاك)

 

  مرکب اعدا د/ملث

ٹ

ا ہے۔ بہ اعماك جمع و ضرب اور گاسین مجمع اعداد   {          }  س

 

 ہوب

گ

رن

  کا 

ٹ

ا ہے Gaussian Integers)س

 

 کا ۔ {          }  ( تحت ہوب

 ے:۔ 
ث

گ

قض

 

  ای  غیر خالی تحت   ارو ۔ 1قضیہ

ٹ

  س

گ

ہے رن , ,R     

 

 ہوگا   کا ت

گ

 کا ارو اور صرف ارو R،تحت رن

(i),a b S a b S     

(ii), .a b S ab S    

زض کرو کہ ثبوت۔

گ

 ہے۔ S ،Rف

گ

 کا تحت رن

  

 

bت S b S    معکوس بہ مل  جمع ی  وجہ 

توپھر  ,a b S a b S      ر  بہ مل  جمع بندشی خاصیت ی  بنا 

 a b S   

,اور .a b S a b S      بنا ر  بہ مل  ضرب بندشی خاصیت ی 

 چنانچہ ضروری شرائط وںری ہوئیں۔ 

زض کرو کہ دب ا گیا ہے اس کے ب العکس

گ

  ف

(i),a b S a b S     

(ii), .a b S ab S    

 ہونے کے 

گ

ا ہے کہ یہ دو شرطیں کافی ہیں تحت رن

گ

 کرب

 

 
ات

 

  ہمیں ب

 

 لیےت

a,دب ا گیا ہے کہ  b S a b S     

a  ارو b 

  

 

.ت 0a a S   اکائی بہ مل  جمع موجود ہے۔ 
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0a ارو   

  

 

0ت b b S    یعنی جمعی معکوس ر  عنصر کاS میں موجود ہے۔ 

  

 

ت a b a b S    ی  یعنی بندشی خاصیت بہ مل  وں 
ی
قل

 

ت
 ری ہوتی ہے اور تلازیت  اور 

 

  تحت Sث ت

ٹ

  س

گ

کا ہونے ی  Rرن

 وجہ موروثی طور ر  وںری ہوتی ہے۔ 

دا

گ

ٰ
 ل ,S  ی رووپ ہوا۔  

قلی ی

 

ت

 .....................(1) 

,اور دب ا گیا ہے  .a b S ab S    کہ بندشی خاصیت ہے۔ 

 اور تلازیت  موروثی طور ر  وںری ہوگی۔ 

لیےاس  ,S (2)...................... نصف رووپ ہوا۔ 

 ے بھی ضرور وںرے 
ث

 

کلی
ی 

 م
سی
ق

 

ت

 موروثی طور ر   ہو  گے

,  یعنی  ,a b c S  

   . . .a a c a b a c    

  اور   . .b c a b a c a   .............(3) 

 ہوا  Sی  بنأ ر  (3)اور (2(،)1)

گ

 بھی کا۔Rتحت رن

گ

 رن

دا

گ

ٰ
 ہوا۔  ل

 

 
ات

 

 قضیہ ب

اہے۔ ۔ 2قضیہ

 

 ہوب

گ

 کوئی دو تحت رنگو  کا تقاطع تحت رن

 ب ا 

   2Sاور1Sارو 

 

 کے ت

گ

 میں رن

گ

1دو تحت رن 2S S بھیR ہوگا۔ 

گ

 کا تحت رن

زض کرو کہ ثبوت۔

گ

 ہوئے۔  2Sاور1Sف

گ

 ہیں رن

گ

 دوتحت رن

ا ہے کہ

گ

 کرب

 

 
ات

 

  ہمیں ب

 

1ت 2S S  ہوگا۔ 

گ

 بھی تحت رن

1 2 0S S  1چو  کہ 20 S S  میں ہوتی ہے۔  لیےاس 

گ

 کہ جمعی اکائی دونو  تحت رن

زض کرو کہ 

گ

1ف 2,a b S S  

 2,a b S 1,a b S  

  

 

 ہونے ی  بنا 1Sت

گ

1aتحت رن b S   1اورab S 

 ہونے ی  بنا  2Sاسی طرح

گ

2aتحت رن b S  2اورab S 

  1 2.a b S S   

1  اور 2ab S S  

دا

گ

ٰ
1 ل 2S S ہوا۔ 

 

 
ات

 

ا ہے۔ قضیہ ب

 

 ہوب

گ

 تحت رن
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 (Corollaryنتیجہ سریح)

1ارو 2, .......... nS S S  

گ

 ہیں رن

گ

  Rتحت رن

 

کے ت

1

n

i
Si


 ہوگا۔ 

گ

 بھی تحت رن

ا ہے۔ یعنی

 

 کا تقاطع تحت ہوب

گ

 کیا گیا کہ کسی دو تحت رن

 

 
ات

 

1ثبوت :۔ اور  قضیہ میں ب 2S S  ہوگا۔ 

گ

 تحت رن

تو پھر  1 2 3/S S S ہوگا۔ 

گ

 بھی تحت رن

اسی طرح 1 2 3 nS S S S    ہوگا۔ 

گ

 بھی تحت رن

دا

گ

ٰ
 ل

1 2 3
1

............
n

n
i

Si S S S S

    ہوگا۔ 

گ

 بھی تحت رن

1ارو ۔ 3قضیہ  2,S S 

گ

 ہیں ای  رن

گ

  Rدو تحت رن

 

1کے ت 2S S امل ہو یعنی

 

 ہوگا اور صرف ارو ای  دوسرے میں ش

گ

تحت رن

1 2S S  ا 2ب  1S S 

امل ہو۔ 

 

 ہوگا ارو اور صرف ارو کوئی ای  دوسرے میں ش

گ

 کسی دو تحت رنگو  کا اجماع تحت رن

زض کرو کہ  ثبوت۔

گ

1ف 2,S S 

گ

 ہیں رن

گ

 کے Rدو تحت رن

زض کر وکہ 

گ

1اور ف 2S S 

  

 

1  ت 2 2S S S  

 ہے اس 2Sچو  کہ

گ

1لیےتحت رن 2S S ہوگا۔ 

گ

 بھی تحت رن

 یہا  ضروری شرط وںری ہوئی ۔

زض کرو کہ 

گ

1معکوساً ف 2S Sہے۔ 

گ

 تحت رن

ا ہوگا کہ ب ا تو

گ

 کرب

 

 
ات

 

  ہمیں ب

 

1ت 2S S 2ب ا پھر 1S S  ہوگا۔ 

زض کریں کہ

گ

1ارو ممکن ہوتو ف 2S S  2اور 1S S 

1   توپھر  2&a S a S   ..............(1) 

   2 1&b S b S   ..............(2) 

1 مگر  2,a b S S  

1تو پھر 2a b S S  1چو  کہ 2S S  ہے 

گ

داتحت رن

گ

ٰ
 بندشی ہے۔  ل

1aممکنات یہ ہو  گی ۔ b S   ا 2aب  b S  ا 1ب  2a b S S   

1a(:۔ 1صورت) b S  

1aچو  کہ S 1لیےاسa S  

  

 

 ت  1a a b S    

 1b S ( ا ہے۔ 2یہ

 

د کرب زدی 

 

 ( ی  ی

دا

گ

ٰ
1aیہ صورت صحیح نہیں ہے یعنی  ل b S  



194 

 

2a( 2صورت) b S  

2bچو  کہ S 2لیےاسb S  

  

 

 ت  2a b b S    

 2a S ( ا ہے۔ 1یہ

 

د کرب زدی 

 

 ( ی  ی

دا

گ

ٰ
2aیہ صورت بھی صحیح نہیں ہے یعنی  ل b S  

ز ہے کہ 
 
1پھر ظاہ 2a b S S   

1چنانچہ  2a b S S   ا ہے کہ

 

د کرب زدی 

 

1یہ ی 2S S ہے۔ 

گ

 تحت رن

1مفروضہ  لیےاس   2S S2اور 1S S  غلط ہے۔ 

ا یہ  لیےاس 

گ

1کہ ب ا تو چاہیےہوب 2S S  ا 2ب  1S S 

 ہوا۔ 

 

 
ات

 

 قضیہ ب

 کرو کہ  ۔ 1كمثا

 

 
ات

 

/ب , , ,
a b

S a b c d R
c d

  
   

  
 ہوگا تمال 

گ

2تحت رن 2 کا۔ 

گ

 حقیقی مانرسو  کے رن

ز ض کرو کہ ۔حل 

گ

2ف / , , ,
a b

M a b c d R
c d

  
   

  
اور  2 , ,M    ہے۔ 

گ

 رن

ز ہے 
 
2Sظاہ M 0اورS  

  غور کرو

1 1 2 2

1 2

,
0 0

a b a b
A B S

c c

   
     
   

 

  

 

  ت

1 2 1 2

1 20

a a b b
A B S

c c

  
   

 
  ...............(1) 

  اور 

1 1 2 2

1 2

. .
0 0

a b a b
A B

c c

   
    
   

 

  

1 2 1 2 1 2

1 20

a a a b b c
S

c c

 
  
 

  ...............(2) 

ز ہے کہ2(اور)1)
 
 ہے S( سے ظاہ

گ

 کا ۔  2Mتحت رن

گ

 رن

 ہوا۔ 

 

 
ات

 

 ب

ارو۔2ك مثا , ,R   ہے اور 

گ

ای  رن   /C R x R xa ax a R     کرو کہ 

 

 
ات

 

  ب

 

ت C R  

گ

تحت رن

 کا ۔ Rہوگا

دب ا گیا ہے کہ  ۔حل    /C R x R xa ax a R     

  0 0a a a R   

   0 C R   یعنی   0C R  
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زض کرو کہ 

گ

ف ,x y C R 

  

 

ya  ت ay  اورxa ax a R  

   غورکرو a x y ax ay   

 

 

xa ya

x y a

 

 
 

   x y C R   ...............(1) 

   اور    a xy ax y 

   

 

 

xa y x ay

x ya

xy a

 





 

   xy C R   ...............(2) 

ز ہے کہ  (2)اور(1)
 
سے ظاہ C R کیا گیا۔ 

 

 
ات

 

 ہے۔ ب

گ

 تحت رن

    ۔3ك مثا

گ

 کرو کہ ای  رن

 

 
ات

 

ی ہوگا ارو اور صرف ارو Rب  
قلی ی

 

ت

,a b R  

    
2 2 22a b a ab b     

زض کرو کہ حل ۔

گ

ی ہے۔  Rف  
قلی

 

ت

 

  

 

   ت    
2

a b a b a b    

 

2 2

2 2

2 22

a ab ba b

a ab ba b ab ba

a ab b

   

    

  

 

زعکس ارو  اس کے ی  
2 2 2, 2a b R a b a ab b       

ا ہے کہ 

گ

 کرب

 

 
ات

 

  ہمیں ب

 

ab ت ba 

  غور کرو      
2

.a b a b a b    

 

2 2a ab ba b    

  اور

2 22a ab b    دب ا گیا ہے۔ 

دا

گ

ٰ
2ab   ل ba ab  

  کہیہ ممکن ہے 
 

abح ba 

دا

گ

ٰ
ی ہوا۔  Rل  

قلی ی

 

ت

 

 ہوا۔ 

 

 
ات

 

 ب
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 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج9.4 

 کے کئی مثالو  ی  جانکاری حاصل ی  اور ام کے متعلق بہت سے نظرب ات 

گ

 اور تحت رن

گ

اس اکائی میں ہم نے رن

 کے ب ارے میں معلومات حاصل ہو گئی ہوگی۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ9.5 

 ،

گ

، تحت رن

گ

  رن

گ

 بولین رن

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 9.6

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 9.6.1

 ی  تعریف کرو۔ .1

ٹ
گ

 کے یوت

گ

 کسی رن

 ی  مثاك دو۔ .2

گ

 بولین رن

3.  

گ

رن 0,2,4,6,8 mod10R  ( ی  اکائیUnity )  ہے۔۔۔۔۔۔۔۔۔ 

.A 2  .B 4  .C 6  .D 8 

4.  

گ

 کے یونٹس ہیں       رن

.A 2  .B 4  .C 6  .D 8 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات 9.6.2

ف  .1

 

 کروکہ ملث

 

 
ات

 

  اعداد کا  ب

ٹ

ا ہے۔ س

 

 ہوب

گ

 بہ مل  جمع و ضرب رن

 ی  تعر .2

گ

ا ہے۔یفتحت رن

 

 ہوب

گ

 کرو کہ کوئی دو تحت رنگو  کا تقاطع تحت رن

 

 
ات

 

  کرو اور ب

3.  

گ

رن 14 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13Z  معلول کرو ۔ یونٹسکے تمال  

 کروکہ تمال جفت صحیح اعدا د کا .4

 

 
ات

 

  ب

ٹ

ا ہے س

 

 بغیر اکائی ہوب

گ

ی رن  
قلی ی

 

ت

 ۔بہ اعماك جمع و ضرب معہ صفر ای  

ارو .5 , ,R    

گ

اور  ہو ای  رن   /C R x R xa ax a R     کرو کہ 

 

 
ات

 

  ب

 

ت C R  

گ

تحت رن

 کا۔ Rہوگا 

ی ہوگا ارو اور صرف ارو  .6  
قلی ی

 

ت

 

گ

 کرو کہ ای  رن

 

 
ات

 

ب 
2 2 2, 2a b R a b a ab b       

ا  .7   جانچ کرو کرہ آب 

ٹ

س 2 /R a a Q ہوگا ب ا نہیں۔ 

گ

 بہ مل  جمع وضرب رن

 (Long Answer Type Questions)سوالاتطویل جواب ات کے حامل  9.6.3

 کرو کہ .1

 

 
ات

 

ب 0,1,2,3,4 mod 5R  ہوگا بہ اعماك 

گ

 5اور  5رن

 کرو کہ .2

 

 
ات

 

ب 10 10, ,R    ہوگا 

گ

  کہرن
 

ح 0,2,4,6,8 mod10R   ہے۔ 
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2ارو .3 / , , ,
a b

M a b c d R
c d

  
   

  
 کرو کہ 

 

 
ات

 

  ب

 

 ہوگا۔  (      ) ت

گ

 رن

  ارو ای  غیر خالی تحت  .4

ٹ

  س

گ

ہے رن , ,R   ہوگا۔ 

گ

  تحت رن

 

 کا ت

a,(i)  ارو اور صر ف ارو b S a b S     

   (ii), .a b S a b S    

 ہوگا  ارو اور صرف ارو  .5

گ

 کرو کہ دو تحت رنگو  کا اجماع تحت رن

 

 
ات

 

  ای  دوسرے  وہ ب

ٹ

 ۔ ہو کے تحت س

 کرو کہ .6

 

 
ات

 

2حقیقی  ب 2 ز
 

  سو  مای

ٹ

/کا س , ,
0

a b
S a b c R

c

  
   

  
  

گ

زسو  کے جمع اور ضرب کے رن

 

بہ لحاظ مای

 ہوگا ۔

ز کردہ کتابیں 9.7

گ

د مطالعے کے لیے تجوی  زی 

گ

 (Suggested Books for Further Readings)م

(1) Surjeet Singh and QaziZameeruddin : Modern Algebra, Vikas Publishing house Pvt. Ltd. 

(2) I.N Hevstein, Topic in Algebera, Vikas Publishers  
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ر ۔10اکائی

گ ت

 ك دامنے اورمیدامان

(Integral Domains & Fields) 

 

را

ت

 
  اکائی کے اج

 تمہید    01.1

 مقاصد    01.0

 تتعریفا    01.2

 ےحل شدہ     01.3
ی

ت

قض

  

 حل شدہ مشقیں    01.4

 اکتسابی نتائج   10.5

 کلیدی الفاظ   10.6

 نمونہ امتحانی سوالات   10.7

  حامل سوالاتمعروضی جواب ات کے  10.7.1 

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات 10.7.2 

 طویل جواب ات کے حامل سوالات 10.7.3 

ر کردہ کتابیں   10.8

ت

د مطالعے کے لیے تجوی  ری 

ت

 م
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 (Introduction)تمہید01.1

  الجبرائی نظال ای  

ٹ

 ہاگیااوردو ثنا س

ت

بہ مل  ضرب معکوس کو ب الکل نظر انداز کیا یا ۔ ئی مل  ر  چھلی  اکائی یں  حث  ی  ئی  سے  رگ

دوك یں  دو غیر صفر عناصر کا حاصل ضرب صفر ہونے کو بھی نظر انداز کیا یا۔ اس اکائی یں  خصوصاً ام دو خصوصیات کو حث  یں   اور کیلے کے ج 

ال تبدیل کر یں گے۔ 

ت

 کا ب

ت

ركلاکر رگ

گ ت

 کریں گے اور مشقیں بھی حل دامنہ اور میدام سے۔ پھر ام کے درمیام بننے و ان

گ

 
اب

 

الے قضیوں کو ب

 ی  جائیں گی۔ 

 (Objectives)مقاصد 01.0

 ہو جائیں گے کہ   اس کائی ی  تکمیل کے
 
  کے  (کوم ہوتے ہیں اور امZero Divisorsصفر کے قاسم ) بعد آپ اس قاب

ٹ

 س

ركیں  رہتے ہوئے کیا خصوصیات پیدا ہوتے ہیں۔ 

گ ت

دامنہ ی  تعریف کر سکیں گے اور میدام ی  تعریف کر سکیں اور میدام ی  تعریف کر  ان

 ۔ کے درمیام رشتہ جوڑ سکیں گے سکیں گے اور ام

  (Definitions)تتعریفا 01.2

اگر: (Zero Divisorصفر کا قاسم ) R, , ہے اور اگر 

ت

ای  رگ a 0 a R  اورb 0 R   اگر  

گ

ب

         

گ

'ب a' کو صفر کا ب اب اں قاسم کہتے ہیں۔ اسی طرح         

گ

'ب a'  کو صفر کا داب اں قاسم کہتے ہیں۔ 

ا ہے اُسے صفر کا قاسم ) 

گ

 ہیں۔(کہتے Zero Divisorsجو صفر کا ب اب اں اور داب اں قاسم ہوب

یای    نوٹ۔  
قلی ب

گ

ت

ا ہے۔  

گ

ر ب اب اں صفر قاسم داب اں صفر قاسم بھی ہوب
 
 یں  ہ

ت

 رگ

۔ 1مثاك  R 1,2,3,4,5 mod 6  ا ہے بہ مقیاس

گ

 ہوب

ت

 جمع و ضرب کے اور ہم دیکھتے ہیں کہ 6رگ

  6 62 3 0 3 2    

  6 63 4 0 4 3    

دا

ت

ہ
 یں  صفر کے قاسم ہیں۔2,3,4 ل

ت

 اس رگ

۔ 2مثاك R 0,1,2,3,4 mod 5ا ہے بہ

گ

 ہوب

ت

 یں  کوئی صفر کے قاسم موجود نہیں ہیں۔  5 مقیاس رگ

ت

 جمع وضرب کے اور اس رگ

  جو  (:۔0نوٹ)

ٹ

 بہ مقیاس مفرد عدد ہو اُس یں  صفر کے قاسم نہیں ہوتے ۔ س

اگر  (:۔2نوٹ) m n n, ,  ہے اور 

ت

  nرگ

گ

1غیر مفردصحیح عدد ہے ب m n  اور اگر m,n 1  یعنیm,nکاg.c.d

' 1'  

گ

'نہیں ہے ب m' (یں 0ہے جیسے مثاك )صفر کا قاسم 

 چوں کہ 6,2 2 1   صفر کا قاسم ہے۔2 لیے  اس 

  6 ,3 3 1 صفر کا قاسم ہے۔3 لیے  اسے 
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  6,4 4 1  صفر کا قاسم ہے۔ 4 لیے  اس 

 اور 6,5 1 صفر کا قاسم نہیں ہے۔ 5 لیے  اس 

2۔ 3مثاك

a b
M / a,b,c,d R

c d

  
   

  
ا ہے۔

گ

 ہوب

ت

ر س رگ

گ

 بہ مل  جمع و ضرب مای

 چوں کہاور  

1 0 0 0 0 0
.

0 0 1 0 0 0

     
     

     
 

 لیے  اس 

1 0 0 0
,

0 0 1 0

   
   
   

 دونو ں صفر کے قاسم ہیں ۔

دا

ت

ہ
رس کے  ل

گ

  مای

ٹ

 یں  بھی صفر قاسم ب ائے جاتے ہیں۔  س

رك

گ ت

یای  : (Integral Domainدامنہ ) ان  
قلی ب

گ

ت

 معہ اکائی جس یں  صفر کے قاسم موجود نہ ہوں  

ت

ركرگ

گ ت

اہے۔  ان

گ

 دامنہ کہلاب

:۔تعریفمفصل  D, , رك

گ ت

ا ہے۔ اگر درج ذیل خصوصیات پوری ہوتی ہوں۔  ان

گ

 دامنہ کہلاب

  1D, : I  یای  
قلی ب

گ

ت

 ہے 

ت

 رگ

11Iخاصیت : ۔ شی:بند a,b D a b D     

12I: خاصیت:۔ تلازمی    a,b,c D a b c a b c        

13I : 0 :۔خاصیتاکائی D 

14Iمعکوس خاصیت:۔: a D b Ds.t.a b 0      

15I:ی  
قلی ب

گ

ت

a,b خاصیت:۔  D a b b a      

  2D, : I ینصف گروپ معہ اکائی و  
قلی ب

گ

ت

 خاصیت ہو۔ 

21I: ۔بندشی خاصیت : a,b D a . b D    

22Iاکائی خاصیت:۔:    a,b,c D a. b.c a.b .c    

23Iتلازمی خاصیت:۔: , D 

24I:ی  
قلی ب

گ

ت

a,b خاصیت:۔  D a.b b.a    

3Iی کلیات پورے ہوں

 م
سب
ق

گ

ت

 ۔:

31I ی

 م
سب
ق

گ

ت

 کلیہ : ۔:ب اب اں  a,b,c D a . b c a.b a.c      

32Iی کلیہ : ۔

 م
سب
ق

گ

ت

 :داب اں  a,b,c D b c .a b.a c.c      

4D : I یں  صفر کے قاسم موجود نہ ہوں۔: 

a,bاگر   یعنی Dاور اگرa.b 0 ب اتو  

گ

aب 0  ا bب  0ا ہوگا۔

ت

 ہوب
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رك نوٹ:۔

گ ت

 ر  اضافہ درج ذیل خاصیتیں ہیں ان

ت

  :دامنہ یں  رگ

i)  23I
 اکائی خاصیت بہ مل  ضرب

ii)  24I
ی  
قلی ب

گ

ت

 خاصیت بہ مل  ضرب 

iii)  4D I یں  صفر کےقاسم موجود نہ ہوں۔ 

( 

ت

ی رگ

 م
سب
ق

گ

ت

Division Ring / Skew Field) : 

ت

ای  رگ R, , کہتے ہیں اگر 

ت

ی رگ

 م
سب
ق

گ

ت

کو  0R ,   ای

ا ہے۔ 

گ
ت

 
 گروپ ب

اہے نوٹ :۔

گ

 کہلاب

ت

ی رگ

 م
سب
ق

گ

ت

 ر  مندرجہ ذیل خصوصیات اضافہ ہونے ر  

ت

  :ای  رگ

i)  خاصیت بہ مل  ضرباکائی 

ii) ) معکوس خاصیت بہ مل  ضرب )غیر صفر عناصر ر 

ركای   (:Fieldمیدام )

گ ت

ر غیر صفر عنصر کا ضربی معکوس موجود ہوں۔ ان
 
 دامنہ کو میدام کہتے ہیں اگر اُسکے ہ

  ب ا

یای    
قلی ب

گ

ت

 کو میدام کہتے ہیں۔ 

ت

ی رگ

 م
سب
ق

گ

ت

 ب ا  

 F , , ا ہے اگر

گ

 میدام کہلاب

i)  F ,
 گروپ ہے۔

ت

ن
 
 ی لی
ب

 ا

ii)  F , گروپ بناتے ہیں۔ 

ت

ن
 
 ی لی
ب

 غیر صفر عناصر، ا

ی کلیات پورے ہوتے ہوں۔ 

 م
سب
ق

گ

ت

 

 مفصل تعریف:۔ 

 F , ,  ا ہے اگر درج ذیل خصوصیات پوری ہوتی ہوں۔

گ

 ای  میدام ہوب

  1F , : F گروپ ہو۔ 

ت

ن
 
ی ی
ب ل

 ا

11Fخاصیت : ۔شی:بند  a,b F a b F     

12F: خاصیت:۔ تلازمی    a,b,c F a b c a b c        

13F:0  خاصیت:۔اکائی F 

14Fمعکوس خاصیت:۔: a F b F s.t.a b 0      

15F 

قلی 

گ

ت

:  
ب

a,b ی خاصیت:۔ F a b b a      

  2F , : F گروپ ہوغیر صفر عناصر کے 

ت

ن
 
ی ی
ب ل

 ۔ لیے  ا
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11Fخاصیت : ۔شی:بند  a,b F a.b F    

12F: خاصیت:۔تلازمی    a,b,c F a. b.c a.b .c    

13F: 1 خاصیت:۔ اکائی F 

14Fمعکوس خاصیت:۔: a 0 F b F s.t.a.b 1      

15F 

قلی 

گ

ت

:  
ب

a,b ی خاصیت:۔ F a.b b.a    

3Fی کلیات پورے ہوتےہوں

 م
سب
ق

گ

ت

 :  a,b,c F a . b c a.b a.c      

    اور  b c .a b.a c.a   

ا ہے  :(0)نوٹ

گ

 ر  درج ذیل خصوصیات اضافہ ہونے سے وہ میدام ہوب

ت

  :ای  رگ

i) اکائی خصوصیت بہ مل  ضرب 

ii)  لیے  معکوس خصوصیات بہ مل  ضرب غیر صفر عناصر کے  

iii) ی  
قلی ب

گ

ت

 خاصیت بہ مل   

ركکسی بھی   (:2نوٹ)

گ ت

ٍ    ’1‘اور  ’0‘ دامنہ یں  کم از کم دو عناصر موجود ہوں گے  ان  یعنیہ اکائیاں بہ مل  جمع و ضربٍٍ 

ٍ  ’1‘ اور ’0‘ کسی بھی میدام یں  بھی کم از کم دو عناصر  :(3نوٹ) ا ہوگا۔   ٍٍ 

ت

 موجود ہوب

 حل شدہ 01.3

ق

 
ی

ت

ض
 (Solved Theorems)ے

 ۔0قضیہ

ت

کسی رگ R, ,  امل نہیں رہتے اگر اور صرف اگر بلحاظ ضرب

 

 ے صادق ہیںRیں  صفر کے قاسم ش
کلی
 ۔یں  تنسیخی 

رض کر وکہ   ثبوت۔

ت

امل نہیں ہیں۔ Rف

 

 یں  صفر کے قاسم ش

ے صادق ہیں۔ 

 

ی
 
کلی
ا ہے کہ تنسیخی 

ت

 کرب

گ

 
اب

 

  ہمیں ب

گ

 ب

a,b,c    اگر R اورa 0 

  

گ

ab     ب bc 

                              

                             

                       اسی طرح 

                   

           (   )    

                              

                            

دا

ت

ہ
  ل

گ

 
اب

 

 ے ب اب اں اور داب اں ب
کلی
 صادق ہوا۔ /تنسیخی 

 ے صادق ہیں۔ 
کلی
رض کرو کہ تنسیخی 

ت

 معکوساً ف
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ا ہے کہ

ت

 کرب

گ

 
اب

 

امل نہیں ہیں۔  Rہمیں ب

 

 یں  صفر کے قاسم ش

رض کرو کہ 

ت

a,bاگر ممکن ہوف R 

aاور  0,b 0  اورab 0 

   ab a0  

b 0   تنسیخی کلیہ ی  وجہ 

رض کیا یا تھا کہ  چوں کہیہ بہ مل  نتیجہ ہے 

ت

bف 0 

رض کیا یا مفروضہ لیے  اس 

ت

abممکناً ف 0 اورa 0, b 0  ممکن نہیں ہے۔ 

دا

ت

ہ
ab ل 0 ہوگا 

گ
گ

  کہاُسی وق
 

aب ا تو ج 0ا bب  0 

دا

ت

ہ
 یں  صفر کے قاسم موجود نہیں ہیں۔ R ل

 ہوا۔ قضیہ

گ

 
اب

 

 ب

ركکسی بھی ۔ 2قضیہ

گ ت

ے صادق ہوتے ہیں۔  ان

 

ی
 
کلی
 دامنہ یں  تنسیخی 

رض کرو کہ ثبوت:۔

ت

ركای   Dف

گ ت

 دامنہ ہے۔  ان

رض کرو کہ

ت

a,b,c ف D  اورa 0 

رض کرو کہ

ت

ab  اور ف ac 

  

 

ab.ac 0

a b.c 0

 

 
 

(Dرك

گ ت

aدامنہ ہے(  ان 0 b.c 0   

دا

ت

ہ
 تنسیخی کلیہ صادق ہے)ب اب اں(  ل

ba اسی طرح اگر  ca 

  

 

ba ca 0

b c a 0

  

  
 

b c 0 a 0    

b c  

دا

ت

ہ
 داب اں تنسیخی کلیہ بھی صادق ہے۔  ل

 

ت

 ض
قی

 ہوا۔ 

گ

 
اب

 

 ہ ب

امل نہیں ہوتے۔  ۔3قضیہ

 

 کسی بھی میدام یں  صفر کے قاسم ش

رض کرو کہ  ثبوت۔

ت

ف F , ,   ای  میدام ہے۔ 
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a,b اگر  F  اورa 0 

  

گ

میدام ہونے ی  وجہ سےFب

1a F  (چوں کہ  ) ا ہے۔

گ

ر غیر صفر عنصر کا ضربی معکوس موجود ہوب
 
 میدام یں  ہ

  

گ

 ب

1a a 1  

ab اگر 0 

  

گ

 ب 1 1a ab a 0  

 

 1a a b 0

1b 0

b 0

 

 

 

 

دا

ت

ہ
abمعلول ہوا کہ اگر ل 0 اورa 0  ًلازما  

گ

bب 0 

 ہوا کہ میدام 

گ

 
اب

 

 یں  صفر کے قاسم موجود نہیں ہیں۔ Fاس سے ب

ر میدام ای    ۔4قضیہ
 
ركہ

گ ت

 دامنہ ہے۔  ان

رض کرو کہ   ثبوت۔

ت

ف F , , ای  میدام ہے۔ 

  

گ

یای  Fب  
قلی ب

گ

ت

ا ہوگا۔ اب 

گ

ر غیر صفر عنصر کا ضربی معکوس رکھ
 
 معہ اکائی اور ہ

ت

ركکو  Fرگ

گ ت

 کرنے کے  ان

گ

 
اب

 

صرف یہ کافی  لیے  دامنہ ب

 کریں کہ 

گ

 
اب

 

امل نہیں ہے۔Fہوگا کہ یہ ب

 

 یں  صفر کے قاسم ش

رض کرو کہ

ت

a,bف F   اورa 0    

گ

ب

1a F  اس طرح سے کہ

1a a 1  

رض کرو کہ 

ت

abف 0 

  

گ

  ب 1 1a ab a 0  

 1a a b 0

1b 0

b 0

 

 

 

 

دا

ت

ہ
abمعلول ہوا کہ اگر  ل 0اورa 0  ًلازما  

گ

bب 0 

 یں  صفر کے قاسم موجود نہیں ہیں۔ Fاس سے معلول ہوا کہ 

دا

ت

ہ
رك Fای   ل

گ ت

 دامنہ ہے۔  ان

 ہوا۔ قضیہ

گ

 
اب

 

  ب

ا۔قضیہ نوٹ۔

گ

  ب الا کا معکوس صحیح نہیں ہوب

مثلاً  , ,Z  رك

گ ت

 دامنہ ہے۔  ان

a,اگر کیوں کہجس یں  صفر کے قاسم موجود نہیں ہیں  b Z 0اورa  
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  اگر 

گ

0ب 0b ab   ًلازما 

 چوں کہمیدابن نہیں ہے Zلیکن   , 0 ,Z  ا اس

گ

ا ضروری نہیں جیسے  لیے  گروپ یں  ہوب

ت

صحیح عدد کا ضربی معکوس صحیح ہوب

1 1
2

2
Z   

دا

ت

ہ
 ل , ,Z  رك

گ ت

 دامنہ ہے لیکن میدام نہیں ہے۔ ان

اہی   ۔5قضیہ 

ت
گ

ر م
 
ركہ

گ ت

ا ہے۔  ان

گ

 دامنہ میدام ہوب

رض کرو کہ ثبوت۔ 

ت

ف , ,D    اہی

ت
گ

ركای  م

گ ت

 دامنہ ہے۔  ان

رض کرو کہ 

ت

ف 1 20,1, , .......... nD a a a ر عناصر ہیں۔

ت

ی  سارے م 

رض کرو کہ

ت

ف 1 21, , .......... nA a a a  یعنیہD کے غیر صفر عناصر ہیں۔ 

 کرتے ہیں کہ

گ

 
اب

 

   Dاگر ہم ب

گ

ر غیر عنصر کا ضربی معکوس یں  موجود ہے ب
 
 میدام ہو جائے گا۔  Dہ

iaاگر A دا

ت

ہ
0ia ل  

  

گ

ب 1 2/ , ..........i i i i i nB a A a a a a a a a  

Bرر عناصر ہو

ت

ن
ی
ی 
م
م

iگے ورنہ اگر ں یں  سارے  j i ka a a a 

   j ka a  

D ا ہے۔

گ

د کرب ردی 

گ

 ی  تعریف کا ی

ركیہ  کیوں کہکے سارے عناصر غیر صفر ہیں  Bاور

گ ت

 کیوں کہکا حاصل ضرب غیر صفر ہی ہوگا  دامنہ کے عناصر ہیں جو کہ صفر ہیں۔ جن ان

 اس یں  عنصر کے قاسم موجود نہیں ہوتے ۔ 

دا

ت

ہ
رتیب یں (  ل

گ

دایں  بھی غیر صفر کے عناصر موجود ہیں جیسا کہ یں  ہیں۔ )کسی دوسری ی

ت

ہ
A ل B 

1 چوں کہاور  A 

 1 B  

1iتوپھر  ja a  1کسی j n   لیے  کے  

1

i ja a D   

ر غیر صفر عنصر Dیعنی 
 
'کے ہ 'ia کا ضربی معکوسD دایں  موجود ہے۔

ت

ہ
ل

 
D   میدام ہوا۔ ای 

 ہوا۔ 

گ

 
اب

 

 قضیہ ب

'اگر ۔ 6 قضیہ 'p ای  مفرد عدد ہوتوZp  ای  میدام ہوگا۔ 

ہم جانتے ہیں کہ  ثبوت۔   0,1,2,.......... 1Zp p  جس یںp  عناصر ہیں اور , ,Zp  ا ہے۔

گ

 ہوب

ت

 رگ
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اہی  چوں کہ

ت
گ

ركہم جانتے ہیں کہ ای  م

گ ت

ا ہے۔ اس  ان

گ

ر ای   لیے  دامنہ میدام ہوب
 
ا کافی ہے کہ ہ

ت

 کرب

گ

 
اب

 

ركیہ ب

گ ت

یہ  لیے  دامنہ ہے۔ جسکے  ان

ا ہوگا کہ 

ت

 کرب

گ

 
اب

 

 ب

(0 )Zpمعہ اکائی ضربی ہے۔ 

(2 )Zpی  
قلی ب

گ

ت

 بہ مل  ضرب ہے۔  

(3 )Zp امل نہیں ہیں۔

 

 یں  صفر کے قاسم ش

ر ہے کہ 0اب دیکھتےہیں )
 
دا(صاف ظاہ

ت

ہ
1اک ل Zp ائی ضربی موجود ہے۔ 

(2 ) ,a b Zp  

a b b a یکہ صحیح اعداد  لیے  صادق ہے اس  
قلی ب

گ

ت

 ہوتے ہیں۔  

a,( اگر 3اور ) b Zp 

اور اگر  0 moda b p 

p
b

ا  ب 

p p
p

ab a
  مفرد ہے۔ 

1 چوں کہلیکن ایسا نہیں ہو سکتا  a p  1اور b p  

دا

ت

ہ
ا ہوگا۔ ل

گ

 ب ا تو ب ا ہوب

امل نہیں ہیں۔ Zpجس سے معلول ہوا کہ 

 

 یں  صفر کے قاسم ش

دا

ت

ہ
وں شرائط پورے ہونے ی  بنأ  ل

ت

 

گ

اہی Zpدرج ب الا ت

ت
گ

ركای  م

گ ت

 میدام ہوا۔ای   Zpدامنہ ہے۔ تو پھر  ان

 ہوا۔  قضیہ

گ

 
اب

 

 ب

اگر  ۔7 قضیہ , ,nZ     

گ

 مفرد عدد ہوگا۔  nای  میدام ہے ب

دب ا یا ہے کہ  ثبوت ۔ , ,nZ    ای  میدام ہے۔ 

  0,1,2,3,.......... 1 modnZ n n  

ا ہے کہ 

ت

 کرب

گ

 
اب

 

 ( عدد ہوگا۔ Primeمفرد)nب

رض کریں کہ nکہاگر مام لیا جائے 

ت

  ف

گ

n,مفرد عدد نہیں ہے ب m  کا قاسم ہے۔ 

  

گ

.ب . 1q Z s t q n     اورmq n ہوگا۔ 

 0 modmq n  

 لیے  اس یں  صفر کے قاسم موجود نہیں ہیں۔ ا س لیے  ای  میدام ہے اس nZ چوں کہ 0 modmq nا ا تو ب 

گ

ب 0 modq n 

ا ہوگا۔

ت

 ہوب
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ا تو    ب 

گ

mب n ا qب  n  ا ہوگا۔

ت

  ہوب

1m  ا mب  n  mقاسم ہےn  کا 

ا ہے کہ 

گ

 ہوب

گ

 
اب

 

 ای  مفرد عدد ہی ہوگا۔ nجس سے یہ ب

ر)

ت

ی  کا م 

ت

 (Characteristic of a Ringکسی رگ

رض کرو کہ تعریف:

ت

ف , ,R   ہے اور 

ت

nای  رگ Z   رین مثبت صحیح عدد ہو اس طرح سے کہ

گ

0aاقل ی R na     

گ

ب

' 'n 

ت

   Rکو رگ

گ

ر کہتے ہیں۔ اگر اس طرح کا کوئی صحیح عدد ممکن نہ ہو ب

ت

ی اہے۔ Rکا م 

گ

ر رکھنے والا ہاگجاب

ت

ی  کوصفر م 

 ۔0مثاك 0,1,2,3,4 mod 5nZ  

 

   

 

 

 

5.0 0 10.0 0

5.1 0 mod5 10.1 0 mod5

5.2 0 mod5 10.2 0

5.3 0 mod5 10.3 0

5.4 0 mod5 10.4 0

 

 

 

 

 

 

ا ہے۔ 5لیکن 

گ

رین مثبت صحیح عدد ہے جو کہ شرط کو پوری کرب

گ

 اقل ی

   لیے  اس  5 5Cha Z  

  ۔2مثاك , ,Z   ہے۔ یہاں کوئی مثبت عدد نہیں ملے گا 

ت

.شرط پوری کر سکے چوں کہرگ 0n a a Z    ممکن نہیں ہے۔ 

 لیے  اس   0Cha Z  

ركای    ۔8 قضیہ

گ ت

ا ہے ب ا ای  مفرد عدد ۔ ان

گ

ر صفر ہوب

ت

ی  دامنہ کا م 

رض کرو کہ  ثبوت۔

ت

ركای   Dف

گ ت

 دامنہ ہے۔  ان

ر صفر نہیں ہے۔ Dاور مام لین کہ 

ت

ی  کا م 

رض کرو کہ

ت

  ف

گ

ب Cha D m جہاںm  رین صحیح عدد ہے۔

گ

 اقل ی

0maاس طرح سے کہ   a D   

رض کریں کہ 

ت

  mاگر ہم ف

گ

,مفرد عدد نہیں ہے ب 1 , 1a b Z a m b m      

m اس طرح سے کہ  ab 

1  ہم جانتے ہیں کہ  D 

  غورکرو 

گ

  ب  .1 .1 .1 .1 0m ab a b   کیوں کہ   Cha D m 

رك Dچوں کہاور 

گ ت

امل نہیں ہوتے۔  ان

 

 دامنہ ہے اس یں  صفر کے قاسم ش

1.  لیے  اس 0a   ا 0baب  کہ  
 

1  ج , 1a m b m    
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ا چاہئے اس 

ت

رین مثبت صحیح عدد ہوگا mکہ لیے  لیکن یہ نہیں ہوب

گ

1.اقل ی 0m   کیوں کہ لیے  ہونے کے  Cha D m 

دا

ت

ہ
 مفرد نہیں ہے غلط ہے۔  mمفرو ضہ کہ ل

ا چاہئے ۔m لیے  اس 

ت

 کو مفرد عدد ہی ہوب

دا

ت

ہ
 ہوا کہ کسی بھی  ل

گ

 
اب

 

ركب

گ ت

ا ہے۔  ان

گ

ا ہے ورنہ مفرد عدد ہوب

گ

ر ب ا تو صفر ہوب

ت

ی  دامنہ کا م 

 ہوا۔ 

گ

 
اب

 

 قضیہ ب

ركمیدام  چوں کہ (0) نوٹ

گ ت

ا ہے ا س ان

گ

ا ہے۔  لیے  دامنہ ہوب

گ

ر بھی صفر ب ا مفرد عدد ہوی ہوب

ت

ی ر میدام کا م 
 
 ہ

ا ہے۔ 2)

گ

ر بھی صفر ب ا مفرد عدد ہی ہوب

ت

ی  کا م 

ت

ی رگ

م
قی س

گ

ت

 ) 

(3 )Zp جہاں 

ت

ر pرگ

ت

ی ا  ہے۔ pمفرد عدد ہے کا م 

گ

 ہوب

 (Solved Examples)حل شدہ مشقیں 01.4

 کرو کہ:۔  1 مثاك

گ

 
اب

 

ب 5 0,1,2,3,4 mod 5   ركای

گ ت

 دامنہ ہے۔  ان

دب ا یا ہے کہ  حل:۔ 5 0,1,2,3,4 mod 5
 

ا ہے کہ یہ 

ت

 کرب

گ

 
اب

 

ہمیں ب 5 5 5, ,   ركای

گ ت

 دامنہ ہوگا۔  ان

دوك دونوں ا سطرح ہوں گے۔   کیلے کے ج 

3 3 2 0 1 5  4 3 2 0 1 5 

4 3 2 0 1 1  1 1 1 1 1 1 

1 4 3 2 0 0  4 3 2 0 1 0 

0 1 4 3 2 2  3 0 4 2 1 2 

2 0 1 .4 3 3  2 4 0 3 1 3 

3 2 0 1 4 4  0 2 3 4 1 4 

1I: 5 5,ی  
قلی ب

گ

ت

ا چاہئے۔  

ت

 گروپ ہوب

11Iبندشی خاصیت:۔ :
5 5 5,a b a b     

دوك بہ مل  ج 
5  ا ہے کہ

گ

دیکھنے سے معلول ہوب
5

کسی بھی  کیوں کہبند ہے 5بہ مل  جمع بہ مقیاس 
5

سےکے دو عناصر کا حاصل جمع پھر 
5
 

 کا ہے ممبر ہے۔ 

12Iتلازمی خاصیت:۔ :   5 5 5 5 5, ,a b c a b c a b c        

 مثلاً:   5 5 5 52 3 4 2 3 4     

 

5 52 2 0 4

4 4

  


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 خاصیت صادق ہے۔ 

13Iہم دیکھتے ہیں کہ : اکائی خاصیت:۔
50  0اس طرح ہے کہ 0a a a    

5a  اکائی ہے۔ 5بہ مل  مقیاس ‘ 1’ لیے  اس 

14I معکوس خاصیت:۔ :
5 5 . . 0a b s t a b      

 ہم دیکھتے ہیں کہ 

1

1

1

1

1

5

0 0

1 4

2 3

3 2

4 1



















 

 

دا

ت

ہ
 معکوس خاصیت پوری ہوئی۔  ل

15I :ی  
قلی ب

گ

ت

خاصیت:۔ 

  
5 5 5,a b a b b a      

ر ہے کہ
 
دوك سے ظاہ  ج 

 
5 53 4 4 3

2 2

  


 

 یہ خاصیت صادق ہے۔  لیے  سارے ہی عناصر کے 

2I: 5 5, ینصف گروپ معہ اکائی و  
قلی ب

گ

ت

ا چاہئے۔  

ت

 ہوب

21Iبندشی خاصیت:۔ :
5 5 5,a b a b     

دوك بہ مل  ج 
5 ر ہے کہ کسی بھی دو عناصر کا حاصل ضرب پھر سے

 
سے ظاہ

5Z داکا ممبر ہے

ت

ہ
 ل

5
بہ مل  

5 بند ہے۔ 

22Iتلازمی خاصیت:۔ :   5 5 5 5 5, ,a b c a b c a b c        

 مثلاً:   5 5 5 51 2 4 1 2 4     

 

5 51 3 2 4

3 3

   


 

رتی ہے۔

گ

 یہ خاصیت سارے ہی عناصر پہ پوری ای

23I اکائی خاصیت:۔ :
5 5 5 5, 1 . . 1 1a s t a a a       

دا 

ت

ہ
 ل

51  اکائی ہےبہ مل
5 

24I :ی  
قلی ب

گ

ت

خاصیت:۔ 
5 5 5,a b a b b a      

5  مثلاً: 53 4 4 3   
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  2 2 

دوك یں  دیکھا جاسکتا ہے کہ سارے عناصر یہ خاصیت پورا کرتے ہیں۔   ج 

3: Iا چاہیے

ت

 ے صادق ہوب
کلی
ی 

 م
سب
ق

گ

ت

 ۔

     

     

5 5 5 5 5 5

5 5 5 5

5 5

, ,

. . 2 3 4 2 3 2 4

2 2 1 3

4 4

a b c a b c a b a c

e g

        

     

   



 

  اور      5 5 5 5 5b c a b a c a      

  

     5 5 5 5 5

5 5

. . 2 3 4 2 4 3 4

0 4 3 2

0 0

e g      

  



 

دا

ت

ہ
 ے صادق ہیں۔  ل

کلی
ی 

 م
سب
ق

گ

ت

 دونوں ب اب اں اور داب اں 

4: I5
امل نہ ہوں۔ 

 

 یں  صفر کے قاسم ش

دوك بہ مل  ج 
5  ر ہے کہ

 
 سے ظاہ

5جہاں بھی 0a b  ا تو   ب 

گ

0aب   ا 0bب   

دا

ت

ہ
 ل

5
 یں  صفر کے قاسم موجود نہیں ہیں۔ 

رك چوں کہ

گ ت

 لیے  دامنہ کے تمال خاصیتیں پوری ہوئی اس  ان 5 5 5, , رك

گ ت

 دامنہ ہے۔  ان

آزمائیش کرو کہ آب ا ۔  2 مثاك 6 0,1,2,3,4,5 mod 6 ركای  6بہ مل  جمع و ضرب بہ مقیاس

گ ت

 دامنہ ہے؟ ان

دب ا یا ہے کہ  ۔ حل 6 0,1,2,3,4,5 mod 6 

ركکہ آب ا یہ  لیے  یہ دیکھنے کے 

گ ت

دوك ر   ان  دامنہ ہے۔غور کیجئے کیلے ج 

5 4 3 2 0 1 6  5 4 3 2 0 1 6 

5 4 3 2 0 1 1  1 1 1 1 1 1 1 

1 5 4 3 2 0 0  5 4 3 2 0 1 0 

0 1 5 4 3 2 2  4 2 1 4 2 1 2 

2 0 1 5 4 3 3  3 1 3 1 3 1 3 

3 2 0 1 5 4 4  2 4 1 2 4 1 4 

4 3 2 0 1 5 5  0 2 3 4 5 1 5 

دوك بہ مل  ضرب بہ مقیاس   یں  ہم دیکھتے ہیں کہ دو غیر صفر عناصر کا حاصل ضرب صفر ہور ہا ہے۔  6ج 

6  جیسے  62 3 0 3 2    
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  6 63 4 0 4 3    

دا

ت

ہ
 ل

6
 یں  صفر کے قاسم موجود ہیں۔ 

ركاور 

گ ت

ا ہو۔  لیے  دامنہ کے  ان

گ

 ضروری ہے کہ وہ صفر کے قاسم نہ رکھ

لیے  اس 
6

رك 

گ ت

 دامنہ نہیں ہے۔  ان

 نوٹ:۔
6

رك 

گ ت

ا۔ سے وجہہ  ی  دامنہ نہیں ہونے ان

گ

 میدام ہونے کا سواك پیدا نہیں ہوب

 کرو کہ ۔ 3مثاك

گ

 
اب

 

ب 7 0,1,2,3,4,5,6 mod 7  ا ہے۔  7بہ مل  جمع و ضرب بہ مقیاس

گ

 ای  میدام ہوب

دب ا یا ہے کہ ۔ حل  7 0,1,2,3,4,5,6 mod 7 

دوك بہ مل  جمع و ضرب بہ مقیاس   ۔ ہو ں گے یو ں 7کیلے کے ج 

6 5 4 3 2 0 1 7  6 5 4 3 2 0 1 7 

6 5 4 3 2 0 1 1  1 1 1 1 1 1 1 1 

1 6 5 4 3 2 0 0  6 5 4 3 2 0 1 0 

0 1 6 5 4 3 2 2  5 3 0 6 4 2 1 2 

2 0 1 6 5 .4 3 3  4 0 5 2 6 3 1 3 

3 2 0 1 6 5 4 4  3 6 2 5 0 4 1 4 

4 3 2 0 1 6 5 5  2 4 6 0 3 5 1 5 

5 4 3 2 0 1 6 6  0 2 3 4 5 6 1 6 

 7 7 1, F ی  
قلی ب

گ

ت

ا ہوگا۔  

ت

 گروپ ہوب

11Fبندشی خاصیت:۔:
7 7 7,a b a b     

دوك بہ مل  جمع یہ مقیاس  سے واضح ہے کہ 7کیلے کے ج 
7Z بند ہے۔ 

12F تلازمی خاصیت :۔ :   7 7 7 7 7, ,a b c a b c a b c        

مثلاً دیکھتے ہیں کہ    7 7 7 73 4 5 3 4 5     

  7 73 2 0 5

5 5

   


 

دا

ت

ہ
 خاصیت صادق ہے۔  ل

13Fہم دیکھتے ہیں کہ  : اکائی خاصیت :۔
70 

  جہاں 
7 7 70 0 0a a a a        

لیے  ا س
70  اکائی ہے۔ 
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14F7: معکوس خاصیت :۔ 7 7. . 0a b s t a b      

 ہم دیکھتے ہیں کہ 

1 1 1 1 1 1 1

70 0,1 6,2 5,3 4,4 3,5 2,6 1              

اصرکےمعکوس موجودہیں۔ تمامع یعنی

ت

 ب

15F :ی  
قلی ب

گ

ت

7خاصیت :۔  7 7,a b a b b a      

ر ہے یہ خاصیت صادق ہے۔ 
 
دوك سے ظاہ  ج 

2F یعنی  لیے  :غیر عناصر کے  7 70 , ی  
قلی ب

گ

ت

ا ہوگا۔ 

ت

 گروپ ہوب

21Fبندشی خاصیت:۔:
7 7 7,a b a b     

دوك بہ مل  ج 
7ر ہے کہ

 
سے ظاہ

7Z  بند ہے۔ 

22Fتلازمی خاصیت :۔ :   7 7 7 7 7, ,a b c a b c a b c        

   مثلاً دیکھتے ہیں کہ   7 7 7 74 5 6 4 5 6     

  7 74 2 6 5

1 1

   


 

دا

ت

ہ
 خاصیت صادق ہے۔  ل

23Fہم دیکھتے ہیں کہ  : اکائی خاصیت :۔
71 

  اس طرح سے کہ 
7 7 71 1a a a a       

24Fمعکوس خاصیت :۔ :  7 7 70 . . 1a a b s t a b       

 ہم دیکھتے ہیں کہ 

1 1 1 1 1 1

71 1,2 4,3 5,4 2,5 3,6 6            

ر غیرصفرعنصر ضربی معکوس  یعنی
 
ہ

7
ا ہے۔ 

گ

 یں  رکھ

25F :ی  
قلی ب

گ

ت

7خاصیت :۔  7 7,a b a b b a      

ر ہے یہ خاصیت صادق ہے۔  
 
دوك سے ظاہ  ج 

3: Fی

 م
سب
ق

گ

ت

ا   صادق  کلیہ  

گ

 ہوگا۔  ہوب

      7 7 7 7 7 7, ,a b c a b c a b a c         

 اور     7 7 7 7 7b c a b a c a      

  مثلاً      7 7 7 7 72 4 5 2 4 2 5      
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7 72 2 1 3

4 4

   


 

  اس طرح      7 7 7 7 74 5 2 4 2 5 2      

 

7 72 2 1 3

4 4

   


 

لیے  لازل تمال شرائط ی  تکمیل ہوئی اس  لیے  تمال میدام کے  کیوں کہ 7 7 7, , ابث ہوا۔

گ

 ای  میدام ہے ب

 کرو کہ  ۔4 مثاك

گ

 
اب

 

  ( کا Gaussian Integersتمال گاسین صحیح اعداد )ب

ٹ

ركای   س

گ ت

ا ہے بہ مل  جمع و ضرب جانچو  ان

گ

دامنہ ہوب

ا ہے۔ 

گ

 کہ آب ا یہ میدام بھی ہوب

  ہم جانتے ہیں کہ گاسین صحیح اعداد کا   حل ۔

ٹ

یہ ہوگا۔  س / ,G a bi a b   

ركہم 

گ ت

 دامنہ کے خاصیتیں آزمائیں گے۔  ان

  1, :G Iی  
قلی ب

گ

ت

ا چاہیے 

ت

 ۔ گروپ ہوب

11I:غور کرو اگر  بندشی خاصیت  1 1 2 2a b i a b i G   

  

گ

  ب       1 1 2 2 1 2 1 2a b i a b i a a b b i G        

12I:توجہہ کرو  تلازمی خاصیت 

             1 1 2 2 3 3 1 1 2 3 2 3a b i a b i a b i a b i a a b b i           

  

     

     

      

      

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 1 2 3 3

1 1 2 3 3 3

a a a b b b i

a a a b b b i

a a b b i a b i

a b i a b i a b i

     

     

     

     

 

 خاصیت صادق ہے۔ 

13I: 0اگر :اکائی خاصیتa b     

گ

0ب 0i G  

 اس طرح سے کہ         0 0 0 0i a bi a bi i a bi         

دا

ت

ہ
 اکائی موجود ہے۔  ل

14I: اگر :معکوس خاصیتa bi G    

گ

ب  a b i G    

   جہاں     0a bi a b i      

دا

ت

ہ
ل 

1
a bi a bi G


      بہ مل  جمع 

15I:ی  
قلی ب

گ

ت

غورکرو خاصیت :        1 1 2 2 1 2 1 2a b i a b i a a b b i       
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   

   

2 1 2 1

2 2 1 1

a a b b i

a b i a b i

   

   
 

دا

ت

ہ
 خاصیت صادق ہے۔ ل

  2, :G I ینصف گروپ مع اکائی و  
قلی ب

گ

ت

ا چاہئے۔  

ت

 ہوب

21I:اگر  بندشی خاصیت   1 1 2 2,a b i a b i G   

   1 2 1 2 1 1 1 2,a a b b a b b a      

گ

 ب       1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 2.a b i a b i a a b b a b b a i G       

23I: 1کروغور :اکائی خاصیت, 0a b     

گ

1ب 0 1i G   

 اور   .1 1.a bi a bi a bi     

دا

ت

ہ
1ل G موجود ہے۔  اکائی بہ مل  ضرب 

24I:ی  
قلی ب

گ

ت

توجہہ کرو:  خاصیت        1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2.a b i a b i a a b b a b b a i      

   

   

   

2 1 2 1 2 1 2 1

2 2 1 1.

a a b b a b b a i

a b i a b i

   

  
 

 خاصیت صادق ہے۔ 

3Iا چاہیے

ت

ی کلیات صادق ہوب

 م
سب
ق

گ

ت

 ۔ :

ی ہوتے ہیں۔ 

 م
سب
ق

گ

ت

ف اعداد 

گ

 ہم جانتے ہیں کہ ملی

 یعنی               1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 1 1 3 3. .a b i a b i a b i a b i a b i a b i a b i          

 اور               2 2 3 3 1 1 2 2 1 1 3 3 1 1. .a b i a b i a b i a b i a b i a b i a b i           

4:G Iامل نہ ہوں۔

 

 یں  صفر کے قاسم ش

 غور کرو اگر    1 1 2 2,a b i a b i G   

  اور اگر 
1 1 0a bi  

  اور اگر    1 1 2 2. 0a b i a b i   
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   1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

0

0, 0

,

0

a a b b a b b a i

a a b b a b b a

a b a a

b a b b

b a

a b

b a

a b

    

    

   

  

  

  

 

  لازماً 

گ

ب
2 20 , 0a b کہ  ںکیو

2

2a2اور

2b  ہیں۔ اور دو مثبت اعداد کا حاصل جمع صفر نہیں ہوسکتا۔ 

گ

دامثبت ب ا صفر ہی ہوسکت

ت

ہ
ل

2 2 0a b i   ًلازما 

دا

ت

ہ
رك ل

گ ت

 دامنہ کے سارے خاصیتیں پورے ہوئے۔  ان

دا

ت

ہ
 ل , ,G  رك

گ ت

 دامنہ ہے۔  ان

G ر غیر صفر عنصر کا ضربی معکوس  لیے  اس کے  لیے  میدام ہونے کے
 
ا چاہیےGہ

ت

 ۔ یں  موجود ہوب

رض کرو کہ 

ت

   ف . 1a bi x  

 

  

2 2

2 2 2 2

1
x

a bi

a bi

a bi a bi

a bi

a b

a b
i G

a b a b

 





 






 
   

  

 

 کہ کیوں 
2 2 2 2

,
a b

a b a b




 
 

دا

ت

ہ
 معکوسی خاصیت پوری نہیں ہو ب ائی۔  ل

لیے  اس  , ,G    صحیح اعداد کا یعنی گاسین  

ٹ

رك س

گ ت

 دامنہ تو ہوگا لیکن میدام نہیں ہے۔  ان

ف اعداد کا   نوٹ :۔

گ

  تمال ملی

ٹ

س / ,G a bi a b R   رك

گ ت

ا ہے کیوں دا ان

گ

 کہ منہ اور میدام دونوں ہوب

  
1

2 2 2 2

a b
a bi i G

a b a b

  
    

  
 

کہلیے  اس 
2 2 2 2

,
a b

R
a b a b




 
جہاں 

2 2 0a b  ہی دیکھا جائے گا۔  لیے  غیر صفر عناصر کے  چوں کہ 

 کرو کہ   ۔5 مثاك

گ

 
اب

 

  ب

ٹ

س 2 2 / ,Q a b a b Q    
 

ركبہ مل  جمع و ضرب  

گ ت

ا ہے۔  ان

گ

 دامنہ اور میدام بھی ہوب
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حل دب ا یا ہےکہ   حل ۔ 2 2 / ,Q a b a b Q    
 

 

رك

گ ت

 گے ۔  دامنہ کے خاصیتیں آزمائے جائیں ان

  12 , :Q I  
 

ی  
قلی ب

گ

ت

ا چاہیے 

ت

 ۔گروپ ہوب

11:Iاگر  بندشی خاصیت :۔  1 1 2 22 2 2a b a b Q    
 

 

  

گ

ب       1 1 2 2 1 2 1 22 2 2 2a b a b a a b b Q         
 

 

2Qمعلول ہوا کہ   
 

 بند ہے۔

12:Iغور کرو  تلازمی خاصیت :۔ 

             1 1 2 2 3 3 1 1 2 3 2 32 2 2 2 2a b a b a b a b a a b b           

     

     

      

      

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 1 2 3 3

1 1 2 2 3 3

2

2

2 2

2 2 2

a a a b b b

a a a b b b

a a b b a b

a b a b a b

   

     

     

     

 

 خاصیت صادق ہے۔ 

13:I0 کروغور  اکائی خاصیت :۔a b Q   

  اور   0 0 2 2a b Q Q Q      
 

 

  کہ
 

   ج       0 2 2 2 0 2 2a a b a b a a b         

0 2 0 2a Q     
 

 اکائی ہے۔ 

14:Iتوجہہ کرو معکوس خاصیت :۔   2 2 2 2a b Q a b Q          
   

 

       . . 2 2 0s t a b a b     

دا 

ت

ہ
ر عنصر کا معکوس موجود ہے۔  ل
 
 ہ

15:Iی  
قلی ب

گ

ت

 توجہہ کرو خاصیت :۔        1 1 2 2 1 2 1 22 2 2a b a b a a b b       

  

   

   
2 1 2 1

2 2 1 1

2

2 2

a a b b

a b a b

   

   
 

 خاصیت صادق ہے۔ 

  22 , :Q I  
 

ی  
قلی ب

گ

ت

یگروپ مع اکائی و   
قلی ب

گ

ت

ا چاہئے۔ 

ت

 ہوب
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21:Iغور کرو اگر بندشی خاصیت :۔
1 1 2 22, 2 2a b a b Q    

 
 

  

گ

ب       1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 1 22 . 2 2 2a b a b a a bb a b b a Q        
 

 

دا

ت

ہ
2Qل  

 
 ہے۔ بہ مل  بند 

22:Iغور کرو  تلازمی خاصیت :۔ 

             1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 32 . 2 . 2 2 . 2 . 2a b a b a b a b a b a b      
 

حقیقی اعداد تلازمی ہوتے ہیں۔  چوں کہصادق ہوگی 

 

23:I1 کرو توجہہاکائی خاصیت :۔, 0a b Q   

  

گ

1  ب 0 2 1 2Q    
 

 

دا

ت

ہ
 اکائی موجود ہے۔  ل

24:Iی  
قلی ب

گ

ت

کرو غورخاصیت :۔        1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 1 22 . 2 2 2a b a b a a b b a b b a      

  

   

   
2 1 2 1 2 1 2 1

2 2 1 1

2 2 2

2 . 2

a a b b a b b a

a b a b

   

  
  

 خاصیت صادق ہے۔ 

3: I ا چاہئے۔

ت

 ے صادق ہوب
کلی
ی 

 م
سب
ق

گ

ت

 

ر حاك نہ عناصر حقیقی اعداد ہیں اس چوں کہ
 
 ے صادق ہوں  لیے  ہ

کلی
 گے۔ دونوں 

یعنی               1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 1 1 3 32 2 2 2 . 2 2 . 2a b a b a b a b a b a b a b          

اور              2 2 3 3 1 1 2 2 1 1 3 3 1 12 2 . 2 2 . 2 2 2 .a b a b a b a b a b a b a b          

32 :Q I 
 

ا چاہیےیں 

ت

 ۔  صفر کے قاسم موجود نہ ہوب

رض کرو کہ 

ت

ف   1 1 2 22 , 2 2a b a b Q    
 

 

1  جہاں  1 2 0a b  

 اور اگر    1 1 2 22 . 2 0a b a b   

    1 2 1 2 1 2 1 22 2 0a a bb a b b a     

 
1 2 1 2 0a b b a اور

1 2 1 22 0a a bb   
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1 2 1 2

1 2 1 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2

2
&

2

2

a b a a

b a b b

b a

a b

b a

a

b

 
  

 
 

 

 

 

اممکن ہے 

ت

 چوں کہیہ ب
2 2,a b Q 

چنانچہ ضروری ہے کہ 
2 20, 0a b  

2  یعنی  2 2 0a b  

ا ضروری ہوا۔ 

ت

ا ہوتو ای  صفر ہوب

گ

 یعنی دو عناصر کا حاصل ضرب اگر صفر ہوب

دا

ت

ہ
2Qمعلول ہوا کہ  ل  

 
امل نہیں ہیں۔

 

 یں  صفر کے قاسم ش

رك کہچوں 

گ ت

2Qلیے  دامنہ کے تمال شرائط پورے ہوئے اس  ان  
 

ركبہ مل  جمع و ضرب ای   

گ ت

 دامنہ ہے۔  ان

 کرو کہ  ۔6مثاك

گ

 
اب

 

ب 2 , ,Q    
 

رك 

گ ت

ا ہے۔  ان

گ

 دامنہ میدام بھی ہوب

ركہم جانتے ہیں کہ ای    حل۔

گ ت

ا ہوگا کہ  لیے  دامنہ میدام ہونے کے  ان

ت

 کرب

گ

 
اب

 

ركصرف یہ ب

گ ت

ر غیر صفر عنصر اپنا ضربی معکوس  ان
 
دامنہ کا ہ

  اسی 

ٹ

ا ہے۔  س

گ

 یں  رکھ

دا

ت

ہ
رض کرو کہ  ل

ت

  ف 2 2 / ,Q a b a b Q    
 

 

رض کرو کہ 

ت

  اور ف 2 . 1a b x   0جہاںa b  

     

1

2
x

a b



 

2 2 2 2

1 2

2 2

2 2
2 2

a b
x

a b a b

a b
Q

a b a b


 

 

          

 

2 2 2 2
,

2 2

a b
Q

a b a b

 
   

 

2Qچنانچہ معلول ہوا کہ کے   
 

ر غیر صفر عنصر کا ضربی معکوس 
 
2Qہ  

 
 یں  موجود ہے۔

دا

ت

ہ
ل 2 , ,Q    

 
ا ہے۔  

گ

 ای  میدام ہوب
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2 ۔ 7 مثاك / , , ,
a b

M a b c d R
c d

  
   

  
ا ہے کیا یہ 

گ

 ہوب

ت

رس ی  جمع و ضرب جوکہ رگ

گ

ركبہ مل  مای

گ ت

دامنہ اور میدام بھی  ان

اہے۔ 

گ

 ہوب

دب ا یا ہے  ۔ حل 2 , ,M   ہے۔ 

ت

 کہ رگ

ركیہ 

گ ت

  لیے  دامنہ اور میدام ہونے کے  ان

ت

ركہم جانتے ہیں کہ ای  رگ

گ ت

د مندرجہ ذیل  لیے  دامنہ ہونے کے  ان ری 

ت

ا  یشرائط پور3م

گ

ا ہوب

ت

ہوب

 ہے۔ 

2( اکائی بہ مل  ضربی موجود ہو ۔ جو کہ 0)

1 0

0 1
M

 
 

 
 موجود ہے۔ 

ی( بہ مل  ضرب 2)  
قلی ب

گ

ت

 ہو۔ نہ نہیں ہوگا۔  

  کہ  لیے  اس 

1 1 2 2 2 2 1 1

1 2 2 2 2 11 1

a b a b a b a b

c d c d c d c d

      
      

      
 

 

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1

a a b c a b b d a a b c a b b d

c a d c c b d d c a d c c b d d

      
   

      
 

 شرط پوری نہیں ہو ب ائی۔ 

(3 )
2Mامل نہ ہو۔  یں  صفر کا

 

 قاسم ش

2M یں  صفر کے قاسم موجود ہوتے ہیں جیسا کہ 

1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

     
     

     
 

 یعنی دو غیر صفر عناصر کا حاصل ضرب صفر ہو رہا ہے۔ 

 یہ شرط بھی پور ی نہیں ہوب ائی۔ 

دا

ت

ہ
 ل

2Mرك

گ ت

 دامنہ نہیں ہوگا۔  ان

  اگر کوئی  نوٹ:۔

ٹ

رك س

گ ت

ا ہے تو اُس ان

گ

ا۔  دامنہ نہیں ہوب

گ

 کے میدام ہونے کا سواك ہی پیدا نہیں ہوب

دا

ت

ہ
 ل 2 , ,M   ا۔

گ

 میدام نہیں ہوب

 ہے جس یں  Rاگر  ۔8مثاك

ت

ای  غیر صفر رگ
2a a a R    کرو کہ 

گ

 
اب

 

  ب

گ

ب  2cha R 
 

 ب ا 

ر   

ت

ی  کا م 

ت

 کرو کہ ای  بولین رگ

گ

 
اب

 

اہے۔2ب

گ

 ہوب

 ی  وجہہ سے  چوں کہ  ۔حل

ت

 دب ا یا ہے۔بولین رگ

  
2a a a R   
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 

   

   

   
   

2

2 2 2 2

.

2 0

a a a b

a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

a a R

   

    

     

     

     

   

 

دا

ت

ہ
ل  2cha R   ہوا۔ 

گ

 
اب

 

 ب

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج10.5

رك دامنہ اور میدام کے 

گ ت

اس اکائی یں  آپ نے صفر کے قاسم ی  تعریف اور اس کے متعلق چند مثالوں کے ب ارے یں  جام لیا ہوگا نیز ان

 کئی مثاك اور نظرب ات کو سمجھ گئے ہوں گے۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ10.6

رك دامنہ، میدام

گ ت

 ان

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 10.7

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 10.7.1

0. ℝ  کے صفر کے قاسم کتنے ہیں؟      +           * 

.A 0 .B 2 .C 3 .D 4 

 (غلط/)صحیح ہوگا۔ ℝ         ہو تو  2 (Characteristic)ی  ممیز  (    ℝ)اگر  .2

 ذیل کا کوم سا الجبرائی اسٹرکچر میدام نہیں ہے؟ .3

.A (ℤ    ) .B (ℚ    ) .C (ℝ    ) .D (ℂ    ) 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات 10.7.2

ر میدام  .0
 
 کرو کہ ہ

گ

 
اب

 

ركمیدام ی  تعریف کرو اور ب

گ ت

ا ہے۔ ان

گ

 دامنہ ہوب

 کرو کہ ای   .2

گ

 
اب

 

ركب

گ ت

ر ) ان

ت

ی ا ہے ب ا مفرد عدد ۔Characteristicsدامنہ کا م 

گ

 (صفر ہوب

اگر .3  2cha R  کرو کہ 

گ

 
اب

 

  ب

گ

 ب

 

     

     

2 22 2

3 3 3

,

, , 3

a b a b a b a b R i

a b a b a b R cha R ii

      

     
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4. 
4

اور
5
 کے تمال واحدے معلول کرو ۔ 

 ہے جس یں  Rاگر  .5

ت

ای  غیر صفر رگ
2a a a R  کرو کہ 

گ

 
اب

 

  ب

گ

ب  2cha R  

6.   

ٹ

س     2 2 0,0 0,1 1,0 1,1  یں  صفر کے قاسم معلول کرو۔ 

7. 
6

 کے واحد ے معلول کرو۔  

 (Long Answer Type Questions)سوالاتطویل جواب ات کے حامل  10.7.3

رك .0

گ ت

 کرو کہ ان

گ

 
اب

 

دامنہ ی  تعریف کرو اورب 5 , ,  رك

گ ت

 دامنہ ہے۔  ان

 کرو کہ .2

گ

 
اب

 

ب , ,   اہے۔

گ

 میدام ہوب

و .3

 

 کرو کہ گ

گ

 
اب

 

  ب

ٹ

ركسین صحیح اعداد کا  س

گ ت

ا ہے لیکن میدام نہیں ۔ ان

گ

 دامنہ ہوب

اہی  .4

ت
گ

 کرو کہ ای  م

گ

 
اب

 

ركب

گ ت

ا ہے۔ ان

گ

 دامنہ میدام ہوب

2اگر  .5 / ,
x y

M x y C
y x

  
  

  
 کرو کہ

گ

 
اب

 

  ب

گ

ب 2 , ,M    ا  ب 

ت

ی رگ

 م
سب
ق

گ

ت

Skew Field ا ہے۔

گ

 ہوب

ر کردہ کتابیں 10.8

ت

د مطالعے کے لیے تجوی  ری 

ت

 (Suggested Books for Further Reading)م

1. Surjeet Singh K QaziZameeruddin, Modern Algebra Vikas Publishing House Pvt. Ltd. 

2. I.N. Hestien: Topics in Algebra, Vikas Publishers. 

3. A text Book of R.Sc. Mathematics (Abstract Algebra) V.VenkateshwavaRao& 5 others, S. 

Chand & Co Ltd.  
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 آئد ۔11اکائی

 

 یالكااررارر اسمت ارگ

(Ideals and Quotient Ring) 

 

زا

 

 
   اکائیاکےااج

 تمہید   11.0

 مقاصدا    11.1

 تتعریفا    11.2

11.3     

 

قض

 ےاحلاشدہا
ی
 

 مثالیںحلاشدہا    11.4

 اکتسابیانتائج   11.5

 کلیدیاالفاظ   11.6

 نمونہاامتحانیاسوالات   11.7

  کےاحاملاسوالاتمعررضیاجوای لتا  11.7.1 

 مختصراجوای لتاکےاحاملاسوالات  11.7.2 

 طویلاجوای لتاکےاحاملاسوالات  11.7.3 

زاکردہاکتابیں   11.8

 

دامطالعےاکےالیےاتجویا زیا

 

 م
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 (Introduction)تمہید 11.0

اے ااررااسآئد

 

اخصوصصاسم اکاحت ارگ لرملاگررپاکوا یالكااکا

 

ای اسےارہیانسبتاحاصلاے اجوااکا

 

۔اگررپاسےاے کوارگ

زمناریالضیاداںا
 
امیںاErnst Kummer (1893-1810)ج

 

اہمامارفیتااائٓدیالكنےاصحیحااعداداکےارگ

 

کااتصورااستعماكاکیاا۔رگ

اکےانظریالتامیںااآئدیالكمیںاہمامارفیتاکااکرنلا

 

لے ۔ارگ

 

زیاحیثیتاکااحاملاے ۔ااائٓدیالكہوی

 

میںابھیاخصوصیتای لئیاجاتیاے ۔ااآئدیالكمرک

اکیااگیااے ا۔اامخصوصصاصفاتارکھنےاکیابنااپراMaximal Ideal, Principal Ideal, Prime Idealجنھیںا زد

 

لم

 

کےاای

 ےابحثامیںالائےاجائیںا
ی

 

قض

 گےا۔امتعلقہاکلیاتااررا

 (Objectives)مقاصد 11.1

ایےاسااکائیاکیاتکمیل ل

 

اہوجای
 
کیامثالیںادےا کیاتعریفاکرسکیں۔ااساائٓدیالكاررااآئدیالكاہ ادائیںااررای لئیںااپراکپاکوااسال ہ

اکیاتعریفاکراسکیںااس کواپہچاماسکیں۔ااماائٓدیالكتیناخصوصصا۔اسکیں

 

اکراسکیں۔اارر اسمت ارگ

 

 
لب

 

االتااررانتائجاکوای ی

 

قض
کےا کےا

اکراسکیں۔ا

 

 
لب

 

 خواصااررامتعلقہاقضیوںاکوای

 (Definitions)تتعریفاا11.2

اے ااررااRاگرا:۔(Right Ideals)ائٓدیالكدایالںا

 

ارگ   Rاکا

 

لاے ۔ااگرااائٓدیالكدایالںااب

 

 کہلای

(1),a b a b    اا ل یا ,گررپاے ۔ا 

a&( 2اررا) r R ar      

اے ااررااRاگرا:۔(Left Ideals)ائٓدیالكی لیالںا

 

ارگ   Rاکا

 

لاے ۔ااگرااآئدیالكی لیالںااب

 

 کہلای

(1),a b a b    اا ل یا ,گررپاے ۔ا 

a&( 2اررا) r R ra      

اے ااررااRاگرا:۔(Ideals)ائٓدیالك

 

ارگ   Rاکا

 

لاے ۔ااگرااائٓدیالك ب

 

 ے ۔ااائٓدیالكیعنیادایالںااررای لیالںااآئدیالكدرجانبیاکہلای

 بہاالفاظادیگرا

 

ی

اغیراارلیاسا  ااکا

 

 ہوگاااگرااآئدیالكکاااRکسیارگ

(1 ),a b a b    ا ل یا ,گررپاے ۔ا 

&( 2اررا) ,a r R ar ra      

ا1نوٹ:۔)

 

ادایالںااررای لیالںاR(اارگ  

 

یاے اب ا
ای قلی

 

ت

 مختلفانہیںاہوتے۔ااائٓدیالكاگرا

زا2)        
 
اکااہ

 

لاضررریانہیں۔اااآئدیالك(اارگ

 

اہوگاالیکنامعکوساصحیحاہوی

 

 حت ارگ
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 اصحیح ۔ 1مثاكا

 

ااZاعداداکاارگ

 

لطقااعداداکےارگ

 

لاے ای

 

اہوی

 

لااائٓدیالك ZکاالیکنQحت ارگ

 

ہ اااسالیےکااQنہیںاہوی

 

1
5 ,

2
Z Q  

 اررا

1 5
5.

2 2
Z  

دا

 

ہ
دیالكانہیںاہواسکتاااZل  کااQریا

(3 

 

لاے ااررااائٓدیالكمیںاہمیشہااR(اکسیابھیارگ

 

لاے اائٓدیالكبھیاRہوی

 

۔الیےکےااRہوی 0اررااR(درنوںاغیراراجبیاTrivial )

 ۔الیے Rکہلاتےاہیںاکےاائٓدیالك

(4 ) 0لااائٓدیالكکواصفرا  کہتےاہیں۔اNull Idealیا

لااائٓدیالكکوااکائیاRاررا  کہتےاہیں۔اUnit Idealیا

داكا5) (اغیراراجبیاایا 0اررااRداكااآئدیالكکےاعلارہا  کہلاتےاہیں۔ااائٓدیالكProperیالاNon-Trivialراجبیاایا

زضاکرراہ ا ۔ 2مثاكا

 

اے ااررااRف

 

زاے اہ اتمالاصحیحااعداداکاارگ
 
اے ۔ظاہ

 

اے اکااتمالاجفتاصحیحااعدادامعہاصفرارگ

 

 حت ارگ

a& اررا r R    

 . .a r r a  

لاے ۔ااچوںاہ 

 

داکوئیاجفتاعدداکواکسیاصحیحاعدداسےاضربادینےاسےاجفتاعدداحاصلاہوی

 

ہ
 کاا۔اRسےاائٓدیالك ل

اگراا ۔ 3مثاك Z xاے اجساکےاعددیاسراصحیحااعداداہیںااررا

 

,کثیرارکنیارگ 2I xاے اجساکےاعددیاسراصحیحاجفتا

 

کثیرارکنیارگ

  

 

ہوگا۔ااائٓدیالك Iاعداداہیںاب Z x 

2اگرا ۔ا4مثاك / , , , 2
a b

M a b c d Z
c d

  
   

  
اارراا

 

 رگ

2

0
/ ,

0

a
L a b Z

b

  
   

  
  

 

ب
2 2,M Lنہیںاے ۔ااائٓدیالكے ااررادایالںااائٓدیالكکاای لیالںاا 

2مشاہدہاکریں

a b
M

c d

 
 

 
2ارراا

0

0

p
L

q

 
 

 
 

  

 

2ب

0 0

0 0

a b p ap bq
L

c d q cp dq

     
      

     
دا 

 

ہ
 ے ۔ااائٓدیالكی لیالںاال

2اررا

0

0

p a b pa pb
L

q c d qa qb

     
      

     
دا

 

ہ
 نہیںاے ۔ااائٓدیالكدایالںاال

 ۔ 5مثاك 12 12 12Z , , اے ۔ااس

 

یارگ ا
ای قلی

 

ت

ا  در اذیلاہیں۔ااائٓدیالك(Properکےاراجبیا)ااکا
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 

 

 

 

 

12

1

2

3

4

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11

0,2,4,6,8,10

0,3,6,9

0,4,8

0,6

Z

I

I

I

I











 

ائٓدیالكغیراراجبیا  0ارراا
12Z۔اہوںاگےخودا 

 (Principal Ideal)ائٓدیالكاصلا

امعہااکائیاے ااررااRاگرا

 

یارگ ا
ای قلی

 

ت

ا aاکا R  

 

ب /ra r R جواہ ااaلاے ۔ا

 

اکہلای

ی

سےتخلیقاشدہااصلاaکےاافعافاکااسا

لاے ۔اPrincipal Ideal)ائٓدیالك

 

زاکیاجاسکتااے ۔اa(کہلای
 
 ظاہ

اجسا نوٹ۔

 

زا ایساارگ
 
اکوااصلااائٓدیالكاصلااآئدیالكکااہ

 

)اآئدیالكہوتوااُسارگ

 

 (اکہتےاہیں۔Principal Ideal Ringرگ

(امیں5مثاك)
12Zاے ۔ااآئدیالكاصلاا

 

 ہیںاجوادر اذیلاہیں۔ااائٓدیالكاصلااائٓدیالكتمالااکےاسااچوںاہ رگ

 

 

 

 

 

 

 

12

1

2

3

4

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 1

0,2,4,6,8,10 2

0,3,6,9 3

0,4,8 4

0,6 6

0 0

Z

I

I

I

I

 

 

 

 

 



 

12Zاررا 0ہیں۔ااآئدیالكبھیااصلااائٓدیالكغیراراجبیا 

ارر
1 2 3 4, , ,I I I Iداكاہیںاجواہ اراجبیاا دیا  ہیں۔ااائٓدیالكبھیااصلاایا

 (Prime Ideal)ائٓدیالكمفردا

گرا ااRا ااکا  

 

اے ب

 

ارگ ی ا
ای قلی

 

ت

ا كاکا اRائٓدیال ااگرا (Prime Ideal)ائٓدیالكمفرد اے  ل

 

کہلای

, &a b R ab a or b     

زاكادامنہا۔امثاك

  

ائٓدیالك میںاصفراRان 0لاے ۔اسالیےمفرد

 

a,اہ ااگرائٓدیالكاہوی b Rاررااگراا , 0a bا  

 

0abب  

ا  

 

0bب ا ل 0aیا  زاكادامنہامیںاصفراکےال سماموجودانہیںاہوتے۔ااچوںاہ

  

 ان

دا

 

ہ
 ل 0زاكادامنہاائٓدیالكمفردا

  

 کاا۔ااRہوگااان

 (Maximal Ideal)ائٓدیالكعظیمیا

 ا

 

ارگ Mکہتےاہیں۔ااگرااائٓدیالك(Maximalکواعظیمی)اMائٓدیالكکےااRاکا RائٓدیالكاررااگراکسیاIلیےکےاا M I R ہوا

Iتو Mاا ل Iہوایا Rبہاالفاظادیگر 
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ارگ Mکہتےاہیں۔ااگراائٓدیالك(Maximalکوعظیمی)اMآئدیالكکےااRاکا RاررMزامحیطاکوئیااررا
 
 کاارجودانہاہو۔اااائٓدیالكہ

 5مثاك)ا مثاك۔

 

(امیںارگ 12 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11Z ے ۔ا 

12Zارر 0ے ۔ااائٓدیالكغیراراجبیاا 

 اررا 1 0,2,4,6,8,10I  

 

 

 

 

2

3

4

0,3,6,9

0, 4,8

0,6

I

I

I







 

 ہیں۔ااائٓدیالكراجبیا

امامیںا
1Iے ۔اارراائٓدیالكعظیمیا

2Iاہ کاارجودانہیںاے ۔ااائٓدیالكاہوئےاکوئیاارراکیوںاہ ااماکوامحیطاکیےے ااائٓدیالكبھیاعظیمیاا  
 

 ج

3Iاماعناصرکوارکھتےاہوئےاچوںاہ نہیںاے اائٓدیالكعظیمیا
1I رجوداہیں۔اسیاطرحااائٓدیالك

4Iاساپرامحیطاچوںاہ نہیںاے ااائٓدیالكعظیمیا
2Iا

ارر
1I موجوداہیں۔ااائٓدیالك 

(

 

 (Quotient Ring or Factor Ringارر اسمت ارگ

اUتعریف:۔اگرا ااآئدیالكاکا

 

 Rے ارگ

ی

اسا  

 

کااب /
R

x x R  لے ۔اا

 

اکہلای

 

لاے اجوہ اارر اسمت ارگ

 

اہوی

 

ارگ اکا

اعماكاجمعاراضربایوںامعرفاہیں۔ااجساکے      ,a b a b a b R        

    & . ,a b ab a b R     

یاے ۔ااساR:۔ا(1)نوٹ ا
ای قلی

 

ت

اہونےاکیابناءابہاعملاجمعا

 

xلیےرگ x  ہوگا۔اا 

اساصورتامیںا      ,a b a b a b R        

    & . ,a b ab a b R       

:۔ا(2)نوٹ

R
اکااصفر

 

0ارر اسمت ارگ اا ل ل1یعنیاہوگا۔ااررااسکیااکائیا0یا  ہوگا۔اا1یا

a:۔(3نوٹ) کواaا ل یا aلے ۔ا

 

زاکیااجای
 
 سےابھیاظاہ

ایسیاصورتامیں     a b a b  ارراا     .a b abزاکیااجائےاگا۔ا
 
 سےاظاہ

(:۔ااگرا4نوٹ)   a b b  ا  

 

aب b  

a(:۔ااگر5نوٹ)  اا  

 

 aب

 حلاشدہا11.3

ق

 
ی

 

ض
 (Solved Theorems)ے

اکسیا ۔1قضیہ امعہااکائیاائٓدیالكاکا

 

ا1کاااررااگرااRے ااررارگ  

 

 ہوگا۔اRب
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، ثبوت۔
R
 R  ........... (1)ہونےاکیارجہاسےااائٓدیالكکاا

 1 چوںاہ 

&   لیےاسا 1 .1x R x     (اائٓدیالك)ہونےاکیارجہہ 

  . .i e x 

ا)  

 

 Rپرامعلولاہوااہ اا(اکیابناا2(ارر)1ب

اہوا۔اقضیہ

 

 
لب

 

 ی

 (نہیںاہوتے۔Proper/Non-Trivial) ائٓدیالك(کےاراجبیاFieldمیدام)اکسیابھی  ۔2قضیہ

 )یال(

 ۔اہوںاگےہیاF ارراا{0}ائٓدیالكکےاصفرادراFکسیابھیامیداما

زضاکرراہ ا ثبوت۔

 

 میداماکاا۔اFے ااکا اائٓدیالكUف

اررااگرا 0لاہوگااہ ا

 

اکری

 

 
لب

 

اہمیںای  

 

زاے Fب
 
 کاا۔اFے اائٓدیالك چوںاہ  Fہیاہوگا۔اظاہ

0aاررaاگرا اا  
 

ب

1a F  

 ہونےاکیارجہااائٓدیالكپھرااررا

1aa  

    1  

ا  

 

x ب F  

.1x  ہونےاکیارجہہاسےااائٓدیالك 

  

x

F

 

 
 

لاہیاے ۔ااFارر

 

 ہوی

 F  

اساسےمعلولاہوااہ ایالاتو 0ہوگاایال اFہیاہوگا۔اا 

اہوا۔ا

 

 
لب

 

 قضیہای

اے اارراRاگر  ۔3قضیہ

 

یارگ ا
ای قلی

 

ت

ا aاکا Rا  
 

ب /Ra ra r R  ہوگاااائٓدیالكRکاا۔ 

دیالاگیااے اہ  ثبوت۔ /Ra ra r R اا aاررا R 

0 چوںاہ  R 

0 0a Ra   دا

 

ہ
Ra  ل Q 
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Ra اررا R 

زضاکرراہ ا

 

,xف y Ra 

2 اررامامالیںاہ ااررا 1 2x r a r r R  2ارراy r a 

ا  

 

میداماہونےاکیارجہاسےFب

1a F  ( ااچوںاہ)لاے ۔ا

 

زاغیراصفراعنصراکااضربیامعکوساموجوداہوی
 
 میدامامیںاہ

ا  

 

1 ب 2x y r a r a   

    1 2 1 2r r a Ra r r R     (...................1) 

xاررااگر Raاررااr R 

ا  

 

 ب 1.x r r a r 

  1r a r 

Rاے ۔

 

یارگ ا
ای قلی

 

ت 1r ra 

  1 1r r a Ra r r R    

.اررا .x r r x Ra  چوںاہ Rیاے ۔ا ا
ای قلی

 

ت

 (..........2) 

ااائٓدیالكRa(اکیابناءا2(ارر)1)

 

اہوا۔اRہواارگ

 

 
لب

 

 کااقضیہای

یاہونےاکیارجہہاسےRنوٹ:۔ا ا
ای قلی

 

ت /Ra aR ra r R  ہوگا۔ااائٓدیالكبھیاا 

لاے ااگرااساکےاکوئیاراجبیا  ۔4قضیہ

 

امیداماہوی امعہااکائیااکا

 

یارگ ا
ای قلی

 

ت

ا  ۔انہاہوااائٓدیالكاکا

زضاکرراہ ا  ثبوت۔

 

اRف امعہااکائیاکا

 

یارگ ا
ای قلی

 

ت

 ے ۔ا

آئدیالكنہیںاہیںایعنیااسکےاصرفادراغیراراجبیااآئدیالكکےاکوئیاراجبیاRارر 0اررااRہیاہیں۔ا 

لاے اہ 

 

اکری

 

 
لب

 

امیداماہوگا۔ااRی  اکا

لاہوگااہ الیےجساکےا

 

اکری

 

 
لب

 

زاغیراصفراعنصراکااضربیامعکوساRیہای زضاکرارہ ااRکےای 

 

aمیںاموجوداہوگا۔ف 0 R  

ہماجانتےاہیںا aR ar / r R ab0 R  ا ااآئدیالكہ  اے اکا ل

 

0a چوںاہ ہوی لیےاسا  0aR دا

 

ہ
aR ل Rا ل

 

ہیاہوی

 ہیں۔(اائٓدیالكاساکےادراہیاغیراراجبیااچوںاہ ہوگا۔)

1چوںاہ  R1 لیےاساا aR 

ا  

 

0b ب Q   

 

1

. . 1s t ab R

a b R

 

  
 

0aمعلولاہوااہ اکوئیابھی R کاضربیامعکوسااRدامیںاموجوداے ۔

 

ہ
اہوا۔ااRل

 

 
لب

 

امیداماہوا۔اقضیہای  اکا
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ا۔ا5قضیہا

 

 ہوگا۔اائٓدیالكکااR( Interventionکااتقاطعا)اآئدیالكکےاکوئیابھیادراRکسیارگ

زضاکرراہ   ثبوت۔

 

اے ااررRف

 

رگ
1 2,U Uہیں۔ااائٓدیالكاساکےادراا 

0چوںاہ  Rلیےاساا 
1 20 , 0U U زاعناصراہیں۔ا

 

ی  سارےاما

دا

 

ہ
  ل

1 20 U U 

 
1 2 0U U  

 

 مامالیںاہ ا
1 2,a b U U 

ا  

 

  ب
1 2, , ,a b U a b U  

 
1 2&a b U a b U      

1U2اررUہیں۔ااائٓدیالكدرنوںاا 

   
1 2a b U U  (.............1) 

rاررا Rلیےکےا  

1,ar ra U 

 ارر
2,ar ra U چوںاہ 

1U2اررUہیں۔ااائٓدیالك 

 
1 2,ar ra U U  (................2) 

(اکیابناءامعلولاہوااہ 2(اارر)1)
1 2U Uداكاے اا اہوا۔اRایا

 

 
لب

 

 کا۔اقضیہای

نتیجہاصریح:۔ااگر
1 2, ,.............. nU U U اائٓدیالك 

 

ااRہوںارگ  

 

کےاب

1

n

i
i

U


ادراالیےہوگا۔ااسااآئدیالكکاااRبھی  
 

کااتقاطعاائٓدیالكج

1 2U U ااائٓدیالك  

 

ے اب 1 2 3U U Uہوگا۔پھرااائٓدیالكبھیا 1 2 3 4U U U Uہوگا۔ااائٓدیالكبھیا 

اساطرح

1

n

i

U


 ہوگا۔ااائٓدیالك 

اگرا ۔6اقضیہ
1U2اررUاآئدیالكدراا 

 

ااRہیںارگ  

 

کےاب
1 2U UبھیاRہوگاااگراارراصرفااگرااائٓدیالكکاا

1 2U U یال
2 1U Uہواا

ادرسرےامیںاضماہو۔  یعنیااکا

دیالاگیااے اہ   ثبوت۔
1U2اررUااا

 

 ہیں۔ااائٓدیالكکےاRدرارگ

ادرسرےامیںاضماے ایعنی زضاکرراہ ااکا

 

ف
1 2U U 

لاہوگااہ 

 

اکری

 

 
لب

 

اہمیںای  

 

ب
1 2U U ہوگا۔ااائٓدیالك 

 چوںاہ 
1 2U Uلیےاسا 

1 2 2U U U 

چوںاہ ابا
2U لیےے ااسااائٓدیالك 

1 2U Uہوگیا۔اائٓدیالكبھیا 
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زضاکرراہ 

 

 اساکےای للعکساف
1 2U U اکاااائٓدیالك

 

 (1..............) ے ارگ

لاہوگااہ ایالاتو

 

اکری

 

 
لب

 

اہمیںای  

 

ب
1 2U Uاا ل یا

2 1U Uلایہئے۔ا

 

 ہوی

ًامامالیااجائےاہ  ل

 

لیکنااگراامکای
1 2U U2ررااا 1U U 

ا  

 

  ب
1 2&a U a U   (................2) 

  اررا
2 1&b U b U   (................2) 

  اررالازماًا
1 2,a b U U 

ا  

 

ب
1 2U Uہونےاکیابناءااائٓدیالك

1 2a b U U لاے ۔ا’+‘ آئدیالك ہ چوںا

 

 کےاحت اکااحت اگررپاہوی

دا

 

ہ
ل

1 2a b U U اا ل یا
2a b U ا ل یا

1a b U  

(1صورت)
1a b U اا  

 

 چوںاہ ب
1a U 

ا  

 

ب
1a U  حت اگررپاہونےاکیارجہاسےامعکوسیاارصیتاکیابناء(ا( 

  

 

 ب  1a a b U    

 
1b U  

لاے ۔ا3یہا)

 

داکری زدیا

 

 (اکیای

دا

 

ہ
 ل

1a b U  

(:۔ا2صورتا)
2a b U اا  

 

 چوںاہ ب
2b U 

  لیےاسا
2b U   

  

 

 ب    2a b b U    

 
2a U  

لاے ۔ا2یہا)

 

داکری زدیا

 

 (اکیای

دا

 

ہ
 ل

2a b U  

اصورت)  

 

(3ب
1 2a b U U لپیدااہونہیںاکااسواكاہیا

 

 ۔ای

انتیجہایہاہوگااہ   

 

ب
1 2a b U U لاے ۔ااسانتیجہاپرا1اررایہا)ا

 

داکری زدیا

 

پہنچےاہ اامکامااسالیے(اکیای
2 1U Uارراا

1 2U Uلاگیاا

 

کوامای

دا

 

ہ
 یہامفررضہاغلطاے ۔ال

دا

 

ہ
لایہاہوگااہ ایالاتواال

 

ہوی
2 1U Uل یا

1 2U Uاا اہوا۔ا

 

 
لب

 

لایہئےقضیہای

 

ادرسرےامیںاضماہوی  یعنیااکا

لاے ۔ااآئدیالكکوئیابھیامیدامااصلا۔ا7قضیہا

 

اہوی

 

 رگ
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زصاکرراہ ا ثبوت۔

 

ف , ,F  اہماجانتےاہیںاہ ا  

 

امیداماے ۔اب ہوتےاہیں۔ااررایہادرنوںا1ارراا0ائٓدیالكکےاصرفادراہیااFاکا

اہوا۔ااآئدیالكاصلااFلیےہیں۔ااسااآئدیالكاصلااچوںاہ  ائٓدیالك

 

 
لب

 

اہوگا۔اقضیہای

 

 رگ

 ا۔ا8قضیہا

 

صحیحااعداداکاارگ , ,Z  اائٓدیالكاصلاا 

 

لاے ۔ا)یال(ااصحیحااعداداکاارگ

 

اہوی

 

زااZرگ لاے ۔اااآئدیالكاصلااآئدیالكکااہ 

 

 ہوی

زضاکرراہ ا ثبوتا۔

 

 کا۔ااZے اائٓدیالكکاUف

ااگرا  

 

ب 0U   

 

0Uب ے ۔ااآئدیالكاصلاا 

اررااگرا 0U   

 

& ب 0at U a  

ا  

 

aہونےاکیابناءااائٓدیالكUب U  

ا  

 

U چوںاہ ب Z 

امثبتاصحیحاعدداہوگا۔اaاررااaلیےاسا  میںاکوئیااکا

دا

 

ہ
U  ل   

ا  

 

Uب 
UکیابناWell Ordering Principleمیںاکی 

زضاکرراہ 

 

اف اہوگا۔ زیناصحیحاعدد

 

bمیںاکمای U زیناصحیحاعدداا

 

کمای

Uے ۔ااباہماکوششاکریںاگےاہ  bہوجائےاگا۔ااائٓدیالكاصلاا 

زضاکرراہ ا

 

xف U 

ا  

 

0bچوںاہ ب لیےاساا ,q r Z  

0x اساطرحاسےاہ ا bq r r b    

b&چوںاہ ابا U q Z ارراU ے اائٓدیالكZکااا 

bq   لیےاسا U 

x  چوںاہ اررا U 

x  لیےاسا bq U  کیارجہہااائٓدیالك 

r  یعنیا U 

0چوںاہ ابا r b ارراb U زیناممبراے ۔اا

 

 کمای

0rلازماًاالیےااس ہوگا۔ا 

0x  چنانچہا bq r   

  x bq  

دا

 

ہ
xکوئیابھیاعنصرال Ubکاااضعافاہوگا۔ا 
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دا

 

ہ
  ل /U bq q Z  

 U b  

زاZہوا۔اگویال اآئدیالكاصلاUیعنیا اہوا۔ااائٓدیالكاصلاااسالیےاصلاے ۔ااائٓدیالكکااہ 

 

 
لب

 

اے ۔اقضیہای

 

  رگ

ا9اقضیہ ااUاگر۔  اائٓدیالكاکا

 

ارگ ااRے 

ی

اسا  

 

اب کا / ,
R

x U x R a b U
U

    اضربا ار اجمع ااعماك ابہ معرف

    a U b U a b U      

     .a U b U ab U    

,
R

a U b U
U

    جہاںا 

لاے ۔ا

 

اہوی

 

ارگ  اکا

ااچوںاہ  ثبوت۔ ,R  
س
لاے ااا

 

یاگررپاہوی ا
ای قلی

 

ت

ا  ےکا
لی
 ,

R

U

 
 

 
یاہوگا۔ا ا

ای قلی

 

ت

 بھیا

, ,
R

U

 
  

 
اکرنےاکےا

 

 
لب

 

ای

 

لاہوگااہ الیےکوارگ

 

اکری

 

 
لب

 

 ہمیںای

 (اہماسیٹیںابہاعملاضرباخوشامعرفاے ۔ا1)

 (اعملاضرباتلازمیاے ۔ا2)

ی3)

قس

 

ت

 ےاصادقاہیں۔ا (ا
کلی
 میا

دا

 

ہ
زضاکرراہ 1) ل

 

(اف
1b U b U  ارراا

1a U a U   

ا  

 

ب
1 2b b U ارر

1 1a a U جہاںاا
1 2,U U U 

ا  

 

  ب  1 1 1 2ab a U b U   

 
1 1 1 2 1 1 1 2a b aU U b U U    

  لیےے ااسااائٓدیالك Uچوںاہ 
1 2 1 2 1 2, ,aU U b U U U 

  

       

1 1

1 1

1 1. .

ab a b U

ab U a b U

a U b U a U b U

  

   

     

 

اہوااہ اہماسیٹیںاکااضرباخوشامعرفاے ۔االیےاسا

 

 
لب

 

 ی

زضاکرراہ ا2ارر)

 

, (اف ,
R

a U b U c U
U

    

ا  

 

   ب         . . .a U b U c U ab U c U        
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 

   

   

    

, ,

.

.

ab c U

a bc U a b c R Ring

a U bc U

a U b U c U

 

  

  

     

 

دا

 

ہ
 عملاضرباتلازمیاے ۔اال

یاکلیاتاکےا3)

ام
سی
ق

 

ت

 دیکھیںاالیے(ا

        . .a U b U c U a U b c U              

 

 

   

       

.

.

. .

a b c U

ab ac U

ab U ac U

a U b U a U c U

  

  

  

     

 

یاکلیہاصادقاہوا۔ا

ام
سی
ق

 

ت

 ی لیالںا

لاے ۔ا

 

یاکلیہابھیاصادقاہوی

ام
سی
ق

 

ت

 اسیاطرحادایالںا

, اسالیےسارےاشرائطاپورےاہوئےا ,
R

U

 
  

 
اہوا۔ا

 

 
لب

 

اہوا۔اقضیہای

 

 رگ

اگرا۔ا10اقضیہ

R

U
اا  

 

اے اب

 

 ارر اسمت ارگ

اR(ااگرا1)  

 

یاے اب ا
ای قلی

 

Rت

U
یاہوگا۔ا ا

ای قلی

 

ت

 بھیا

اR(ااگرا2)  

 

معہااکائیاے اب

R

U
 بھیامعہااکائیاہوگا۔ا

یاے اااسR چوںاہ ( 1)  ثبوت۔ ا
ای قلی

 

ت

ab, لیے  ba a b R   

,اررا  
R

a U b U
U

   

ا  

 

  ب   .a U b U ab U    

   .

ba U

b U a U

 

  
 

دا

 

ہ
 ل

R

U
یاے ۔ا ا

ای قلی

 

ت

 

1لیےمعہااکائیاے ااساR چوںاہ ( 2) R1اساطرحاسےہ اا. .1a a a  a R  

زضاکرراہ ا

 

ف

R
a U

U
 1ارر

R
U

U
 1,جہاںااa R 
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ادیکھیںاہ ا  

 

 ب

   . 1 .1a U U a U

a U

   

 
 

 اسیاطرحا

   1 . 1U a U a U

a U

   

 
 

دا

 

ہ
1 ل

R
U

U
 اہوا۔ا

 

 
لب

 

 اکائیاے ۔اقضیہای

اے اارراRاگر۔ا11اقضیہ

 

یارگ ا
ای قلی

 

ت

U R امفردااائٓدیالك  

 

ہوگا۔ااگراصرفااگراائٓدیالكے اب

R

U
زاكادامنہاہوا۔ا

  

 ان

زضاکرراہ ا ثبوت۔

 

اکا۔اائٓدیالكمفردااUف

 

یارگ ا
ای قلی

 

ت

 

لاے اہ 

 

اکری

 

 
لب

 

اہمیںای  

 

ب

R

U
زاكادامنہاے ۔اا

  

 ان

لاہوگااہ الیےجساکےا

 

اکری

 

 
لب

 

یہای

R

U
 میںاصفراکےال سماموجوداہیں۔اا

زضاکرراہ 

 

,ف
R

a U b U
U

  ارراa Uصفراے ا

R

U
 میںاا

 اررااگرا   . 0a U b U U    

  

 

0ab ب U U U    

 ab U  

ا  

 

aیالاتواالیےے ااسااائٓدیالكمفرداU چوںاہ ب Uہوگاایالاپھراb U 

ا  

 

aب U U  یالا b U U  

aیعنیا Uا ل bیا Uصفراے ۔ا 

اہوااہ ا

 

 
لب

 

اساسےای

R

U
 اسالیےمیںاکوئیادراغیراصفراعناصرکااحاصلاضرباصفرانہیںاہوسکتا۔ا

R

U
 میںاصفراکےال سماموجودانہیںاہیں۔ا

زعکسااگرامامالیااجائےاہ  اساکےای 

R

U
لاے اہ ا

 

اکری

 

 
لب

 

اہمیںای  

 

زاكادامنہاے اب

  

 ے ۔ااائٓدیالكمفردااUان

a,اگر b Uاا  

 

abب U 

ا  

 

ab  ب U U  

 

   . 0a U b U U U

a U U

     

  
  

bیالا U U  چوںاہ 

R

U
زاكادامنہاے اجسامیںاصفراکےال سمانہیںاہوتےا

  

 ان

b Uلا aیا U  

دا

 

ہ
اہوا۔ااائٓدیالكمفرداU ل

 

 
لب

 

 ہوا۔اقضیہای
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 ا۔ا12اقضیہ

 

لے ۔ااآئدیالكمیںاکسیابھیامفرداعدداسےاتخلیقای لیالاہواااZصحیحااعداداکےارگ

 

 عظیمیاہوی

زضاکرراہ ا ثبوت۔

 

امفرداعدداے ۔اpف  اکا

ا  

 

ب /M p pn n Z   سےاpے ۔ااائٓدیالكتخلیقای لیالاہوااا 

اے اہ ا ل

 

اکری

 

 
لب

 

زضاکریںاگےاہ اائٓدیالكعظیمیاMہمیںای

 

Mے اارراائٓدیالك Uے ۔ااگراممکناہواتواہماف U Z   چوںاہ Zزا کاای 

لے ۔ااائٓدیالك

 

 مفرداہوی

زضاکرراہ اااسالیے

 

Uف qجہاںااqعدداے ۔ا 

 

p q Z

p q

p qm m Z

  

 

  

 

1mلیےمفرداعدداے ااساp چوںاہ  ہیاہواسکتااے ۔اا 

دا

 

ہ
p  ل q 

p q M U    

1qیالا ا  

 

qہواب Z U  

دا

 

ہ
اہوااہ ال

 

 
لب

 

اہوا۔ااآئدیالكعظیمیاMی

 

 
لب

 

 ے ۔اقضیہای

 عظیمیانہیںاہوگا۔ااآئدیالكنوٹ:۔امرکبا)غیرامفرد(عدداسےاتخلیقای لیالاہواا

 مثلاًا:۔ا 8 ................. 24, 16, 8,0,8,16,24..............M     

اہ   
 

  ج 4 ................. 24, 20, 16, 12, 8, 4,0,4,8..............U        

Mہمادیکھتےاہیںاہ ا U Z  

8   چوںاہ  4 Z  

 اائٓدیالكعظیمیاMاگرا ۔13اقضیہ

 

ااZے اصحیحااعدااداکےارگ  

 

 ہوگا۔ااااکسیامفرداعدداسےاتخلیقای لیالاہوMکااب

زضاکرراہ اثبوت:۔

 

Mف n n Z ے اائٓدیالكعظیمیاZاے اہ ا ل

 

اکری

 

 
لب

 

اہمیںای  

 

nمفرداعدداے ا۔ااگراممکناسمجھااجائےاتوااnکااب

 مفردانہیںاے ۔

ا  

 

nب abجہاں,a bمفرداہیں۔اا 

  

 

Uب a ہوگااائٓدیالكZکا۔ا 

Mاررا U Z  

U لیےے ااسااائٓدیالكعظیمیاM چوںاہ ابا Zل Mیا Uلایہئے۔ا

 

 ہوی
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U(ااگرا1صورت) Z 

  

 

1U ب a Z   

 1a  

اا  

 

n ب ab 

 1.b  

 n bمفرداعدداے ۔ا 

M(:۔ااگرا2صورت)ا U 

ا  

 

Uب a M  

a M a n    

 

 

1

1 & 1

a r n r Z

n ab rn b

n rb

r b

r b

  

  



 

  

 

 1n a a  مفرداعدداے ۔ا 

دا

 

ہ
زادراصورتوںامیںاال
 
 مفرداعددہیای لیالگیاا۔nہ

دا

 

ہ
M ل nاہوا۔ااقضیہمفرداعدداسےاہیاتخلیقای لیالاے ۔ااائٓدیالكعظیمیا

 

 
لب

 

 ی

ا

 

زاZنوٹ:۔ارگ
 
 جوامفرداعدداسےاتخلیقای لیالاعظیمیاہوگا۔ااائٓدیالكمیںاہ

امعہااکائیا۔ا14قضیہا

 

یارگ ا
ای قلی

 

ت

ا  اUآئدیالكکاااRاکا

 

عظیمیاہوگاااگرارراصرفااگراارر اسمت ارگ

R

U
 میداماہو۔اا

امعہااکائیاے ۔اRدیالاگیااے اہ اا ثبوت۔

 

یارگ ا
ای قلی

 

ت

 

 کااRے اائٓدیالكUاررا

ا  

 

ب /
R

x U x R
U

  امعہااکائیاہوگا۔اہماجانتےاہیںاہ ا

 

یارگ ا
ای قلی

 

ت

0بھیا R 

0 اررا
R

U U
U

   صفراعنصراے

R

U
 کاا۔ا

a اررااگرا U U  (

R

U
 کااصفراعنصر(

 a U  
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زضاکرراہ ا

 

اہوگااہ اRے اائٓدیالكعظیمیاUف ل

 

اکری

 

 
لب

 

اہمیںای  

 

کااب

R

U
اہوگااہ االیے جساکےمیداماے ۔اا ل

 

اکری

 

 
لب

 

یہای

R

U
زاغیراصفرا

 
کےاہ

عنصراکااضربیامعکوس

R

U
 میںاموجوداہیں۔اا

زضاکرراہ 

 

ف

R
x U

U
 غیراصفراعنصراے ایعنیااx U 

  Rے ااائٓدیالكاصلااxاگر

 

x کااب UبھیRہوگا۔ااائٓدیالكکااا 

 x U U x U    

U لیےاسا x U R  اررااUزضاکیااگیااعظیمیا

 

 ے ۔ااآئدیالكجیسااہ اف

 

1

& . . 1

x U R

a U R s t a x 

   

    
 

 

 

   

 

   

 

  

1

0

0

U a x U

a U x U

U x U a U

U x U

x U

x U x U U











 

    

   

   

   

  

    

  

یعنیاکسیابھیاغیراصفراعنصرا

R
x U

U
 ضربیامعکوساالیےکےا

R
U

U
  داموجوداے ۔ا

 

ہ
 ل

R

U
 میداماہوا۔ا

زضاکرراہ ا

 

زعکساف اساکےای 

R

U
لاے اہ ا

 

اکری

 

 
لب

 

اہمیںای  

 

زضاکررہ ااائٓدیالكعظیمیاUمیداماے اب

 

ہوگا۔اف

1Uا کاااRے ۔اائٓدیالكبھیااکا

اساطرحاہ 

1U U1اررااU U 

اکریںاگےاہ ا

 

 
لب

 

اہمای  

 

ب

1U Rاہوگااہ ا

 

 
لب

 

 ے ۔ااائٓدیالكعظیمیاUہوگا۔اجساسےای

چوںاہ 

1U U1اررااU Uلیےاسا  

1 &U U   

U U  یعنیاغیراصفراعنصراے ا

R

U
 میںا

 چوںاہ 

R

U
 
س
 ےمیداماے ااا
لی
زاغیراصفراعنصراکااضربیامعکوسااُسامیںاموجوداہوگا۔اا
 
 ہ

زضاکرراہ ا

 

ف 
1 R

U x U
U




    

ا  

 

   ب   1U x U U     
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 

1

1 1

1

1

&

x U U

x U U

x R U x U Ideal





 

   

   

   

 

  

 

 ب 1 11x U x U    

 

11 U  

ا  

 

  ائٓدیالكب

1 1U R  

دا

 

ہ
اہوا۔ااائٓدیالكعظیمیاU ل

 

 
لب

 

 ے ۔اقضیہای

 (Solved Examples)مثالیںحلاشدہا11.4

اکرراہ ۔ا1 كمثا

 

 
لب

 

حت ای

0
/ ,

0

a
U a b Z

b

  
   

  

اہوگاالیکنا

 

2نہیںاائٓدیالكحت ارگ 2اکےاا

 

زساکےارگ

 

جساکےاالیےمای

 عناصراصحیحااعداداہیں۔ا

زضاکرر حل۔

 

/ہ ااف , , ,
a c

M a b c d Z
d b

  
   

  
اے ۔ا

 

 رگ

 لیےجساکےا

0
/ ,

0

a
U a b Z

b

  
   

  

اے ۔

ی

 حت اسا

ا

ی

اغیراارلیاحت اسا اSہماجانتےاہیںاہ ااکا

 

اہونےاکےاالیےکےاRکےاکسیارگ

 

 یہاکافیاہوگااہ االیےحت ارگ

(1),a b S a b S     

(2),a b S ab S    

زضاکرراہ االیے ااس

 

 ف

1 2

1 2

0 0
,

0 0

a a
U

b b

   
   

   
 

ا  

 

  ب

1 2 1 2

1 2 1 2

0 0 0

0 0 0

a a a a
U

b b b b

     
       

     
 

 پہلیاشرطاپوریاہوئیا۔

 اررا

1 2 1 2

1 2 1 2

0 0 0 0 0
.

0 0 0 0 0

a a a a

b b bb

      
     

      
 

 

1 2

1 2

0

0

a a
U

b b

 
 

 
 

دادرسریاشرطابھیاپوریاہوئیا۔ا

 

ہ
اہوااU ل

 

 کاا۔اMحت ارگ

 ہونےاکیاکزمائشایوںاکریںاگے۔ااائٓدیالك
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زضاکررہ 

 

 ف

2 2

2 2

a c
B M

d b

 
  
 

 اررااا 

1

1

0

0

a
A U

b

 
  
 

 

ا  

 

  ب

1 2 2

1 2 2

0

0

a a c
AB

b d b

   
    
   

 

  

1 2 1 2

1 2 1 2

0 0

0 0

a a a c
U

b d bb

  
  

  
  

دا

 

ہ
 نہیںاہوا۔ااائٓدیالكدایالںاU ل

 اسیاطرحا

2 2 1

2 2 1

0

0

a c a
BA

d b b

   
    
   

 

  

2 1 2 1

2 1 2 1

0 0

0 0

a a c b
U

d a b b

  
  

  
 

دا

 

ہ
 بھیانہیںاہوسکا۔ااائٓدیالكی لیالںاU ل

اہوااہ االیےاسا

 

 
لب

 

اے Uی

 

 نہیںاے ۔ااائٓدیالكکاالیکنااMحت ارگ

اکرراہ ۔ا2 مثاك

 

 
لب

 

ی

0
/ ,

0

a
U a b Z

b

  
   

  

2نہیںاے ۔اائٓدیالكے الیکنادایالںااآئدیالكی لیالںا 2اا

 

زسوںاکےارگ

 

اجساکےمای

 ۔االیےعناصراصحیحااعداداہیںاکےا

زضاکرراہ ۔احل

 

/ف , , ,
a c

M a b c d Z
b d

  
   

  
اے ۔

 

 رگ

اررا

0
/ ,

0

a
U a b Z

b

  
   

  
اے ۔ا 

ی

 حت اسا

زضاکرراہ ا 

 

 ف

1 2

1 2

0 0
,

0 0

a a
U

b b

   
   

    

ا  

 

 ب

1 2 1 2

1 2 1 2

0 0 0

0 0 0

a a a a
U

b b b b

     
       

       

 کیاپہلیاشرطاپوریاہوئی۔ااائٓدیالك

زضاکرراہ ا

 

ارراف

a c
B M

b d

 
  
  اررا 

1

1

0

0

a
A U

b

 
  
  

اغوراکررا  

 

 ب

1

1

0

0

a a c
AB

b b d

   
    

   

  

1 1

1 1

a a a c
U

b a b c

 
  
  

دا

 

ہ
ل

U
 نہیںاے ۔ااآئدیالكدایالںاا
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 اررا

1

1

0

0

aa c
BA

bb d

  
   
   

  

 

1 1

1 1

0

0

aa cb
U

ba db

 
  

 
 

دا

 

ہ
اہوا۔ااائٓدیالكی لیالںاU ل

 

 
لب

 

 ے ۔ای

اہ ا۔ا3 كمثا اکرر

 

 
لب

 

 ای

ی

/حت اسا ,
0 0

a b
U a b Z

  
   

  

 ا

 

رگ , ,M  2 2زسوںاکااجساکےاعناصراصحیحااعداداسےاا

 

مای

 ے الیکنای لیالںانہیںا۔اآئدیالكدایالںاالیےتخلیقای لئےاہوںاکے

/دیالاگیااے اہ حلا:ا , , ,
a c

M a b c d Z
b d

  
   

  

اے ۔ا

 

 رگ

/  اررا ,
0 0

a b
U a b Z

  
   

  

اے ۔ا

ی

 حت اسا

لے اہ ادایالںا

 

اکری

 

 
لب

 

اکےااائٓدیالكی

 

  لیےے الیکنای لیالںانہیںارگ

زضاکرراہ ا

 

 ف

1 1 2 2
,

0 0 0 0

a b a b
A B U

   
     
   

 

ا  

 

 ب

1 1 2 2 1 2 1 2

0 0 0 0 0 0

a b a b a a b b
A B U

      
         

     
 

دا

 

ہ
 ہونےاکیاپہلیاشرطاپوریاہوئی۔ااائٓدیالك ل

زضاکرراہ ا

 

 اررف

a b
R M

c d

 
  
 

 

اغوراکررا  

 

 ب

1 1

0 0

a b a b
AR

c d

   
    
   

 

 

1 1 1 1

0 0

a a b c a b b d
U

  
  
 

 

دا

 

ہ
  لیےکےاMہواااائٓدیالكدایالںاU ل

  اررا

1 1

0 0

a b a b
RA

c d

   
    
   

 

  

1 1

1 1

aa ab
U

ca db

 
  
 

 

دا

 

ہ
اہوا۔ااائٓدیالكی لیالںاU ل

 

 
لب

 

 نہیںاے ۔ای

 

ا ۔ا4كمثا

ی

ااائٓدیالكکیامنطقیااعداداکااسا

 

ہوگاحقیقیااعداداکےارگ , ,R  ۔االیےکےا 
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احلا:۔

 

دیالاگیااے ۔اہ ارگ , ,R  اے ۔ا

ی

 حقیقیااعداداکااسا

اے ا۔Qاررا

ی

 منطقیااعداداکااسا

زاے 
 
ظاہ / 0, ,

p
Q q p q Z

q
  ارراQ Rلاے ۔ا

 

 ہوی

xغوراکرراہ  Qارراr Rہواا 

ا  

 

xrب Q کیوںاہ rحقیقیاہونےاکیابناءاغیرامنطقیابھیاہوگا۔ا 

ا  

 

 میںاموجودانہیںاہوگا۔ااQغیرامنطقیاہوگااجوxrب

دا

 

ہ
 ۔الیےکےاRنہیںاہوگاااائٓدیالكQ ل

لاے الیکنا۔ا5 كمثا

 

اہوی

 

 نہیںا۔اآئدیالكکوئیامثاكاپیشاکرراجواحت ارگ

  حلا۔

 

زضاکرراہ ارگ

 

ف , ,R  اا اے ۔ا

 

 حقیقیااعداداکاارگ

اررا / 0, ,
p

Q q p q Z
q

  اے ۔

ی

 منطقیااعداداکااسا

زا
 
Qظاہ Rے ا 

چوںاہ  , ,Q  لے ۔اا

 

اہوی

 

 رگ

اہوگااQ لیےاسا

 

 کااRحت ارگ

ارراغوراکرراہ 

2

5
Q2ارراا R 

ا  

 

 ب

2
2

5
Q 

دا

 

ہ
 نہیںاہوسکتا۔ااائٓدیالك Qل

دا

 

ہ
 کافیاے ۔االیےمطلوبہابہامثاكاکےاQ ل

اگرا۔ا6كمثا
1U2اررUاکرراہ ااآئدیالكدراا

 

 
لب

 

ای  

 

اکےاب

 

ہیںارگ 1 2 1 2/ ,U U x y x U y U    بھیاRہوگا۔ااائٓدیالكکاا 

زضاکرراہ  حل۔

 

0ف Rصفراعنصراے ۔اا 

ا  

 

چوںاہ ب
10 U20اررا Uلیےاساا 

1 20 0 0 U U    

دا

 

ہ
 ل

1 2U U اے

ی

 کاااRغیراارلیاحت اسا

زضاکرراہ ا

 

 ف
1 2,a b U U اا rاررا R 

  

 

زضاکرراہ ااب

 

 ف
1 1 1 1 1 2,a x y x U y U    

  
2 2 2 1 2 2,b x y x U y U    

  

 

  ب   1 1 2 2a b x y x y     
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    1 1 2 2 2 1 1 2 2,x y x y x x y y U       

    
1 2a b U U    

دا

 

ہ
کیاپہلیاشرطاپوریاہوئیاائٓدیالك ل

1 2U U(1.........) پراا 

    اررا 1 1ar x y r  

(
1Uہونےاکیابناء(ااائٓدیالك 

1 1 1 1x r y r x r U   

(
2Uہونےاکیابناء(ااائٓدیالك 

1 2y r Uارراا 

   
1 2ar U U    (..............2) 

  اررااسیاطرحا 1 1ra r x y  

(
1Uہونےاکیابناء(ااائٓدیالك 

1 1 1 1r x r y r x U   

(
2Uہونےاکیابناء(ااائٓدیالك 

1 2r y U 

   
1 2r a U U    (..............3) 

(اکیابنیاداپر3(ااررا)2) (1)
1 2U U ے اائٓدیالكRاہوا۔اا

 

 
لب

 

 کا۔ی

اکرراہ اmاگر ۔7 مثاك

 

 
لب

 

ای  

 

متعینہاصحیحاعدداہواب /U mx x Z  اکا۔ااائٓدیالك

 

 ہوگااصحیحااعداداکےارگ

دیالاگیااے اا حلا۔ , ,Z  اے ۔ا

 

 رگ

اررا / ,U mx x Z m Z  اہوگاا

ی

 کا۔اZحت اسا

اگرا
1 2,m x m x Uجہاںااررا

1 2,x x Zمتعینہاx Z 

ا  

 

 ب 1 2 1 2mx mx m x x U    

ہ االیےاسا
1 2x x Z  

دا

 

ہ
 (1...........) پراUکیاپہلیاشرطاپوریاہوئیااائٓدیالك ل

r اررااگرا Z 

ا  

 

 ب   mx r m xr U  

x,چوںاہ  r Zا 
س
 ےاا
لی
 xr Z 

دا

 

ہ
 (2..............) ہوا۔ااائٓدیالكدایالںاU ل

 ارر   r mx rm x 

  mr x  Zلے ۔ا

 

یاہوی ا
ای قلی

 

ت
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  m rx 

,r x Z r x Z   

دا

 

ہ
 (3.................) ہوا۔ااائٓدیالكی لیالںاU ل

Z,(اکیابنیاداپرا3(ارر)2(،)1) Uاہوا۔ااائٓدیالكکاا

 

 
لب

 

 ی

 معلولاکرر۔ااآئدیالكذیلاکےارنگوںاکےاعظیمیا۔ا8مثاك

(1)
nZ  (2)

10Z  (3 )
12Z 

(اہماجانتےاہیںاہ ا1)  حل۔  0,1,2,.......... 1 modnZ n n  

اnاگرااپہلیاصورت:۔  

 

مفرداعدداے اب
nZآئدیالك۔یعنیااساکےاصرفادراہوںاگےنہیںااائٓدیالكکےاکوئیاغیرامعمولیا 0اررا

nZ ہوںا

 ۔اگے

دا

 

ہ
 ۔اہوںاگےنہیںااائٓدیالكاساکےکوئیاعظیمیاال

اnاگراادرسریاصورت:۔  

 

مفرداعددانہیںاے ۔اب
nZ۔اگرگےہوںابھیااائٓدیالكکےاغیرامعمولیاnاامامیںاا  

 

تخلیقاpکاال سماے ۔اب

  اpمفرداے ۔ااررااگرااpاگراہوںاگے آئدیالكعظیمیااائٓدیالكی لئےاہوئےا

 

 ۔اہوںاگےعظیمیانہیںااائٓدیالك pغیرامفرداے اب

(2 )
10Z 

  10 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 mod10Z  

کےال سماا10 1,  ہیں۔ا2,5,10

دا

 

ہ
101    ائٓدیالكتمالاال Z 

   

 

 

 

2 0,2,4,6,8

5 0,5

10 0







 

 گےا۔ہوںا

۔ااررای لقیامیںاجوامفرداعدداسےاتخلیقای لئےاہیںارہاعظیمیااائٓدیالكمعمولیا10ارراا1امامیں

 

دا۔اہوںاگےہیںاجواعظیمیانہیںاہواسکت

 

ہ
اررا2ل

 ہیں۔ااائٓدیالكدرنوںاعظیمیاا5

(3 )
12Z 

   12 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11Z  

کےال سم12 1,2,3,4,6,12ہیں۔اا 

دا

 

ہ
اذیلاہیں۔ااائٓدیالكتمالاال  ممکنہاحس 
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 

 

 

 

 

 

121 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11

2 0,2,4,6,8,10

3 0,3,6,9

4 0,4,8

6 0,8

12 0

Z 











 

۔ااائٓدیالك 12معمولیا1ارر

 

 ہیںاجواعظیمیانہیںاہوسکت

 ۔اہوںاگےی لقیامیںاجومفرداعدداسےاتخلیقاشدہاہیںارہاعظیمیا

دا

 

ہ
ہیںااائٓدیالكعظیمیاا3اررا2ل

12Zکے۔ 

دیالگیااے اہ ا۔ا9مثاك 0, 4M ااائٓدیالكعظیمیاا

 

ے ارگ 0,2,4,6R اکرراہ الیےکےا

 

 
لب

 

نہیںاے ۔اائٓدیالكمفردااMی

mod8کےاحت اا 

اا حل۔

 

رگ 0,2,4,6R ے ۔ 

اررا 0, 4M ے ۔ااائٓدیالكعظیمیا 

2.6  ہمادیکھتےاہیںاہ ا 12 

   4 mod8 

4 M2مگرانہاہی Mلہیاا

 

6اررای M 

دا

 

ہ
اہوا۔ااائٓدیالكمفرداM ل

 

 
لب

 

 نہیںاے ۔ای

 (Learning Outcomes)اکتسابیانتائج11.5

ی لیالںاائٓدیالكاارراائٓدیالكاکیاتعریفاتااررااماکیامثالوںاکواسمجھاگئےاہوںاگے۔انیزاطلباااماائٓدیالكااسااکائیامیںاطلباادایالں،ا

زیالتاسےاراقفاہواگئےاہوںاگے۔

 

اکےامتعلقامسائلاارران

 

 کےانظریالتاارراارر اسمت ارگ

 (Keywords)کلیدیاالفاظ11.6

دیالك،اراجبی دیالك،اعظیمیاایا دیالك،امفرداایا ،اصلاایا

 

دیالك،امیداماارر اسمت ارگ  ایا

 (Model Examination Questions)نمونہاامتحانیاسوالات 11.7

 (Objective Answer Type Questions)معررضیاجوای لتاکےاحاملاسوالات 11.7.1

اکیاتعریفاکرر۔ .1

 

 ارر اسمت ارگ



245 

 

 اصلاائٓدیالك،امفردائٓدیالكاارراعظیمیاآئدیالكاکیاتعریفاکرر۔ .2

  (Short Answer Type Questions)سوالاتمختصراجوای لتاکےاحاملا 11.7.2

اکرراہ اکسیابھیامیداماکےاراجبیا .1

 

 
لب

 

 نہیںاہوتے۔ااائٓدیالكی

اکرراہ ااگر .2

 

 
لب

 

ااUی امعہااکائیاآئدیالكاکا

 

1کاااررااگراRے ارگ Uاا  
 

Uب Rہوگا۔ا 

اگرا .3
R

U
اکرراہ ا

 

 
لب

 

ای  

 

اے اب

 

 ارر اسمت ارگ

a) اگراRابھی  

 

یاے اب ا
ای قلی

 

Rت

U
یاہوگا۔اا ا

ای قلی

 

ت

 

b) اگرRا  

 

معہااکائیاے اب

R

U
 بھیامعہااکائیاہوگا۔اا

ا .4

 

 
لب

 

 ی

ی

اہ احت اسا کرر

0
/ ,

0

a
U a b Z

b

  
   

  
2 2اکےاا زساصحیحااعداد

 

اہوگاالیکناالیےمای

 

نہیںااائٓدیالكحت ارگ

 ہوسکتا۔

اہ ا .5 اکرر

 

 
لب

 

ی

0
/ ,

0

a
U a b Z

b

  
   

  
2ے الیکنادایالںانہیںاائٓدیالكی لیالںا 2اکےاا

 

زسوںاکےارگ

 

جساکےاالیےمای

 عناصراصحیحااعداداہیں۔ا

 معلولاکرر۔ااائٓدیالكذیلاکےارنگوںاکےاعظیمیا .6

(a )
nZ  (b )

12Z
 

 (Long Answer Type Questions)طویلاجوای لتاکےاحاملاسوالات 11.7.3

لاے ۔ا .1

 

اکرراہ اکسیادراائٓدیالكاکااتقاطعابھیاائٓدیالكاہوی

 

 
لب

 

 ائٓدیالكاکیاتعریفاکررااررای

اکرراہ ااگر .2

 

 
لب

 

ی
1U
اررا

2U
اا

 

اائٓدیالكاہیںارگ ااماکاااجماعاRدر  

 

کےاب 1 2U Uہوگاا۔ااگراارراصرفااگرابھیاائٓدیالكا

1 2U U
لا یا

2 1U U
 ہو۔ا

لے ۔ .3

 

اہوی

 

اکرراہ اکوئیابھیامیدامااصلاآئدیالكارگ

 

 
لب

 

 ی

4.  

 

اکرراہ اصحیحااعداداکاارگ

 

 
لب

 

ی , ,Z  لے ۔اا

 

اہوی

 

 اصلاآئدیالكارگ

اکرراہ  .5

 

 
لب

 

اے اارراRی

 

یارگ ا
ای قلی

 

ت

Uاگرا Rاا  

 

مفرداائٓدیالكاہوگاا۔ااگراارراصرافااگراUائٓدیالكاے اب

R

U
زاكادامنہاہو۔ا

  

 ان

امعااکائیا .6

 

یارگ ا
ای قلی

 

ت

ا اکرراہ ااکا

 

 
لب

 

 UکااآئدیالكاعRی

 

یاہوگاااگراارراصرفااگراارر اسمت ارگ

ام
ی

 

Rظ

U
 میداماہو۔ا

اے ااررااRاگر .7

 

یارگ ا
ای قلی

 

ت

ا aاکا Rاکرر

 

 
لب

 

ای  

 

ب /Ra ra r R ائٓدیالكاہوگا۔ا 
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زاکردہاکتابیں 11.8
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 کرنل اور یک مارفیت،رنگوں کی ہم مارفیت    ۔12اکائی

(Homomorphism of Rings, Kernel and Isomorphism) 

 

زا

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   12.0

 مقاصد     12.1

کا ت    12.2 فی
ک ی
 تعر

12.3     

 

قض

 ے حل شدہ 
ی
 

 حل شدہ مشقیں    12.4

 اکتسابی نتائج   12.5

 کلیدی الفاظ   12.6

 امتحانی سوالاتنمونہ    12.7

  معروضی جواب  ت کے حامل سوالات 12.7.1 

 مختصر جواب  ت کے حامل سوالات 12.7.2 

 طویل جواب  ت کے حامل سوالات 12.7.3 

ز کردہ کتابیں   12.8

 

د مطالعے کے لیے تجویک زیک

 

 م
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 (Introduction)تمہید12.0

 ہے۔  دو

 

 ئی  چوں کہرنگوں کے درمیام ب  ہمی ربط )جس طرح دو گروپوں میں کیا گیا(ہم مارفیت کو معرف کیا جاب

 

 میں دو ش

 

رن

  ہے۔ ہم مارفیت کے علاوہ یک مارفیت بھی  لیےاعماك ہوتے ہیں۔ اس 

 

دبک ك ہوب ہم مارفیت ہونے کی دو شرطیں ہوں گی۔ کرنل ہم مارفیت کا ایک

  دیکھی جائے گی۔ ہم مارفیت
ی

 

قض

ز بحث رہیں گے۔  کا نیاددی ضیہ  اور تعلقہ    ےزیک

 (Objectives)مقاصد 12.1

  ہے  ایپیاکائی کے ختم پر طال  علم رنگوں کی ہم مارفیت ، یک مارفیت ، اس 

 

مارفیت ، مونومارفیت کی تعریف کر ب  ئیں گے۔ کرنل کیا ہوب

 ہو جائیں گے۔ 
 
 ہونگے۔ تعلقہ  قضیئے اور مشقیں حل کرنے کے قاب

 
 اور ہم مارفیت کی مثالیں دینے کے قاب

 (Definitions)تتعریفا 12.2

اورRاگر  :ہم مارفیت
1R  ہیں اور 

 

دو رن

1: R R  ہے۔ اگر  

 

 ہم مارفیت کہلاب

  

       

       

,

. ,

i a b a b a b R

ii ab a b a b R

  

  

    

  
 

 یعنی 

 

0نوٹ:۔ R اور
1 10 R  ہے۔ ‘‘ 0’’کا عکس ‘0’دونوں رنگوں میں صفر عناصر ہیں۔ ہم مارفیت میں  

 

 ہوب

اگر  ۔ہم مارفک عکس :

1: R R  ہم مارفک عکس کا یہ ہوگا۔  

 

ہم مارفیت ہے ت    /R R x x R    

 مثلاً:۔ 
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  ہم مارفک عکس یہ ہوگا۔ 

 

 ت   10 , , ,R R x y z   

,w r مل نہیں ہو سکے۔ 

 

 کسی کا عکس نہ ہونے کی وجہہ ش

نوٹ:۔   1R R R   کم از کم کیوں کہکبھی خالی نہیں ہوگا

1 10 R کا۔ ‘0’عکس ضرور ہوگا۔ 

زمارفیت)ایپی مارفیت   (Epimorphism /ی 

اگر
R

اور

1R
 ہیں 

 

اور نقش  دو رن

1: R R  ز)ہم ز مارفیت کہتے ontoمارفیت جو کہ ی    اس ہم مارفیت کو ایپی مارفیت بک  ی 

 

(بھی ہے ت

 ہیں۔ 

کی صورت میں Onto Homomorphism  نوٹ:  1R Q R R  

 :(Monomorphism)وحیدمارفیت

اورRاگر 
1R
 ہیں اور نقش 

 

دو رن

1: R R  ( اسکووحید مارفیت کہتے ہیں۔ 1-1ہم مارفیت ہے جو ایک ایک  

 

 (بھی ہے ت

 :(Isomorphism)یک مارفیت

اور Rاگر
1R
 ہیں اور نقش 

 

دو رن

1: R R  اس  

 

ز ہم مارفیت ہے ت کو یک مارفیت بک  ایک ایک  ایک ایک اور ی 

 (کہتے ہیں۔ Isomorphismمارفیت)

 :(Automorphismخود مارفیت)

اگر   , ,R   ہے اور نقش 

 

:ایک رن R R  یہ خود  

 

ز ہم مافیت ہے ت ایک ایک اور ی 

 ہے۔Automorphismمارفیت)

 

 (کہلاب

زقیم)

 

 : (Notationی

اور Rاگر
1R
  اسے 

 

کے بیچ ہم مارفیت ہے ت

1R R   

 

ز کرتے ہیں اور اگر یک مارفیت ہے ت
 
سے ظاہ

1R R ز کرتے ہیں۔
 
 سے ظاہ

 Uاگر  :1نوٹ

 

   Rرن

 

دبک ك ہے ت کا ایک /
R

x U x R
U

   س کے جمع وضرب کے تحت

 

یکٹ
س

 ہے ہم 

 

 ہوب

 

 بھی رن

 Uاگر  :2نوٹ

 

ن    Rر

 

دبک ك ہے ت کا ایک /
R

x U x R
U

   اور:
R

R
U

 کہ اس طرح

 

  ,x x U x R       

 

 ہے۔ ت

 

ز  Rفطری ہم مارفیت کہلاب ی 
R

U
 پر  
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اور Rاگر: 3نوٹ
1R
 ہیں اور نقش 

 

دو رن

1: R R   اس طرح سے کہ  10x x R    صفر ہم  

 

ت

 ہے۔ Identity Homomorphismمارفیت)

 

 ( کہلاب

 حل شدہ 12.3

ق

 ے
ی

 

ض
(Solved Theorems) 

اور Rاگر۔ 1ضیہ 
1R
 ہیں اور  

 

دو رن

1: R R    

 

 ہم مارفیت ہے ت

                 10 0 ,i ii a a a R iii a b a b a b R                

0 (i) ثبوت۔ 0 0 0R    

     0 0 0    

 )جمعی اکائی(       1 1 10 0 0 0 0 R       

  10 0  تنسیخی کلیہ کی بناء 

(iiاگر )a R  

 

aت R  وہ جمعی معکوس ہے۔  چوں کہ 

  

 

  ت  0a a   

      0a a     

    10a a     ہم مارفیت کی بناء 

    a a     

(iii اگر),a b x R 

   

 

ت    a b a b     

     a b    

    a b    چوں کہ    b b   

 ہوا۔  

 

 
 ت

 

 ضیہ  ب

نوٹ:۔ ہم مارفیت میں  10 0   ہوگا لیکن  11 1  ضروری نہیں ہاں اگر  

 

اورRہوب
1R   

 

زاك دامنہ ہیں ت

  

ان  11 1  ہوگا۔ 

اگر  ۔2ضیہ 

1:Q R R   

 

rہم مارفیت ہے ت R اورn Z   لیےکے  

        ,
nnnr n r r r        ہوگا۔ ، 
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دبک  گیا ہے کہ   ثبوت۔

1:Q R Rہم مارفیت ہے۔ 

  

 

rت R  اورn Z  لیےکے  

 .n r R 

   . .......n r r r n times       

 

  ت

   

 

..............r r ntimes

n r

 



  


  

 اور   . . .......nr r r r ntimes  

 

   

 

. ..............

n

r r ntimes

r

 



 

   

 

 ہوا۔  

 

 
 ت

 

 ضیہ  ب

اگر۔ 3ضیہ 

1: R R  ہم مارفیت ہے اورS ہے 

 

  Rتحت رن

 

کا ت    /S x x S   ہوگا 

 

تحت رن

1Rکا۔ 

اور   Rدبک  گیا ہے کہ ثبوت۔
1R 

 ہے کاSاور 

 

 Rتحت رن

اور 

1: R R 
ہم مارفیت ہے۔  
 

  ہے کہ

 

 کرب

 

 
 ت

 

ب    /S x x S   ہوگا۔ 

 

تحت رن

1R 

0چوں کہ R  0 لی ےاس S 

  

 

 ت   10 0 S   

دا

 

ل S   اور  1S R  

  لیےاس      ,x y S    

  ,x y S  

 

       

, .

& .

x y S x y S

x y S x y S   

   

   
 

 اور     x y x y     
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    

   

x y x y

x y

 

 

   

  
 

      x y S      (...............1) 

د  زیک

 

م       . .x y x y S      (...............2) 

  ہے کہ2اور) (1)

 

 ہوب

 

 
 ت

 

( سےب S  ہے 

 

تحت رن

1Rہوا۔ 

 

 
 ت

 

 کا۔ضیہ  ب

اگر   ۔4ضیہ 

1:
onto

R R ہم مارفیت ہے اور اگرS دبک ك ہے    Rایک

 

کا ت S  دبک ك ہوگا ایک

1R کا۔ 

دبک گیا ہے کہ  ثبوت۔

1: R R   ہم مارفیت ہے۔ 

دا

 

اور Rل
1R  رنگس ہیں۔ 

دبک ك ہے Sاور دبک  گیا ہے کہ  کا  Rایک

دبک ك ہوگا   ہے کہ ایک

 

 کرب

 

 
 ت

 

ب

1R  کا ۔ 

 

 

اینج سک    /S x x S   

 

ہوگاتحت سک

1R کا۔ 

0 اور 0R S   

 اور    10 0 S   

 چنانچہ  S  

 اور  1S R  

      , ,x y S x y S       

 & .x y S x y S    

    x y S    

  

 

  ت

    

   

x y x y

x y

 

 

    

  
 

       x y S    (..............1 ) 

زض کرو کہ 

 

rف R  اورx S 

   

 

rx,ت xr S 
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اب اگر

1 1r R  اور 1x S 

  

 

ت 1r r r S   اور 1x x x S  

غور کرو    1 1. .r x r x  

    rx s  (.............2) 

اسی طرح    1 1 .x r x r  

    xr S   (............3) 

 ہوا کہ3( اور )2(، )1)

 

 
 ت

 

( سے ب S دبک ك ہے ایک

1R  ہوا۔ 

 

 
 ت

 

 کا۔ضیہ  ب

اگر ۔ 5ضیہ  

1: R R   

 

 ہم مارفیت ہے ت

 (i)Rہوگا یعنی 

 

 کا ہم مارفک عکس رن

 

رن R  ہوگا۔ 

 

 رن

(ii 

 

ی رن ک
کی قلٹ

 

ی

 )R  کا ہم مارفک عکس R ہوگا۔ 

 

ی رن ک
کی قلٹ

 

ی

 

دبک  گیا ہے کہ(i) ثبوت۔

1: R R   ہم مارفیت ہے۔ 

R اور
1R رنگس ہیں۔ 

R کا ہم مارفک عکس    1 /R R x R x R     

 کرنے کے 

 

 
 ت

 

  کافی ہوگا کہR لیےیہ ب

 

 کرب

 

 
 ت

 

 ہے یہ ب

 

 ہے Rرن

 

تحت رن

1R  کا 

0چوں کہ R  لی ےاس   1 10 0 R R    

0چوں کہ R  لیےاس 
1 20 , 0U U  ز عناصر ہیں۔

 

ی  سارے مک

 R   

زض کرو کہ 

 

ف 1 1,a b R R  

   

 

a, ت b   

    1 1. . &s t a a b b   

 

     

, ,

,

a b R a b ab R

a b ab R  

   

  
 

 اب    1 1a b a b    
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    a b R   .................. (1) 

 اور    1 1.a b a b  

    ab R   (....................2) 

 ہے کہ تحت ر2( اور )1)

 

 
 ت

 

( سے ب R R ہے 

 

ن

1R یعنیکا۔ R R  ہوا۔ 

 

 
 ت

 

 ہے ب

 

 خود بھی رن

(iiدبک  گیا ہے کہ )R  ہے۔ 

 

ی رن ک
کی قلٹ

 

ی

 

  ہے کہ

 

 کرب

 

 
 ت

 

ب R R   ہوگا۔ 

 

ی رن ک
کی قلٹ

 

ی

 بھی 

( 

 

 ہوب

 

 ہو چکا۔ iرن

 

 
 ت

 

 ( میں ب

  ہے۔ 

 

ی خاصیت کو آزمابک  جاب ک
کی قلٹ

 

ی

 

a,دبک  گیا ہےکہ  b R  

 ab ba  

زض کرو 

 

 ف   1 1 1 1, & ,b b b R a a a R     

  

 

  ت   1 1.a b a b  

   ab 

   ba R ی ہے۔ ک
کی قلٹ

 

ی

 

 

1 1 1 1a b a b R   

 ہوا کہ اگر 

 

 
 ت

 

  ہم مارفک عکسRچنانچہ ب

 

 ہے ت

 

ی رن ک
قلی

 

ی R R  ہے۔  

 

 ہوب

 

ی رن ک
کی قلٹ

 

ی

 بھی 

 ہوا۔  

 

 
 ت

 

 ضیہ  ب

نقش اگر  ۔6 ضیہ 

1: R R   

 

 یک مارفیت ہے ت

 (i)

1Rدامنہ ہوگا  انگراكRدامنہ ہو۔  انگراك 

(ii)

1R  میدام ہوگا اگرR  میدام ہو۔ 

چوں کہ(i) ثبوت۔  10 0 اور ‘ 0’جہاں’’

اور Rب  لترتیب اور کے صفر ہیں۔‘‘ 10
1Rیک مارفیت کی بناء 1-1  ہوگا۔

 

 اس لیے
0 R

صرف ایک عنصر ہوگا جس کا عکس

10
 ہوگا۔  
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زض کرو 

 

کہف
1 1 1,a b R اور

1 1 1 10 , 0a b  

   

 

a,ت b R  0 اور 0a b  

 اس طرح سے کہ    1 1,a a b b   

0abلیےانگراك دامنہ ہے اس  Rچوں کہ  0چوں کہ 0a b  ہے۔ 

  

   

    1

1 1 1

0

0

0

ab

a b

a b

 

 

 

 

 

 

0یہاں نتیجہ نکلا کہ  , 0a b  ہونے پر

1 1 10a b  

چنانچہ

1R میں صفر کے قاسم موجود نہیں ہے۔ 

R1انگراك دامنہ ہونے کی وجہ سے اس میں اکائی موجود ہوگی R ۔ 

  

 

 ت  11 R   زض کرو کہ

 

ف  11 1  

  

 

 ت   1 1.1 . 1a a  

 

 
1

.1a

a




 

یہاں معلول ہوا کہ

1 11 R ہوا کہ 

 

 
 ت

 

اکائی ہے۔ چنانچہ ب

1R  انگراك دامنہ ہے۔ 

(ii دبک  گیا ہے)R   میدام ہوگا۔ 

R میدام ہونے کی وجہہ سے 

(1 )Rی ہے بہ عمل ضرب ک
کی قلٹ

 

ی

 

(2 )R 1میں اکائی موجود ہے یعنی R 

(3)R ز غیر صفر عنصر کا ضربی معکوس
 
 میں موجود ہے۔  Rکے ہ

ی ہونے پرRہم جانتے ہیں کہ  ک
کی قلٹ

 

  ہے۔ اور اگر 1Rی

 

ی ہوب ک
کی قلٹ

 

ی

1بھی  R   
 

ت

1 11 R ہے۔  

 

 ضربی اکائی موجود ہوب

  کافی ہوگا کہ

 

 کرب

 

 
 ت

 

اب صرف یہ ب

1R زغیر صفر عنصر کا ضربی معکوس
 
کے ہ

1R ہوجائے گا کہ 

 

 
 ت

 

  ب

 

میں موجود ہوگا۔ ت

1R  بھی میدام

 ہے۔ 

زض کرو کہ 

 

ف

1 1 10a R  
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aت R   اس طرح سے کہ  1 10a a   

   0a  

  

 

 ت

1a R  

  

 

 ت

1 11aa a a   

 

     

       

   

1 1

1 1 1

1 1 1

1

1

aa a a

a a a a

a a R

  

   

 

 

 

 

  

  

    

 

 ہواکہ 

 

 
 ت

 

ب

1R ز غیرصفر عنصر کا ضربی معکوس
 
کے ہ

1Rمیں موجود ہے۔ نتیجہ یہ نکلا کہ

1R بھی میدام ہے۔ 

 ہوا۔ 

 

 
 ت

 

 ضیہ  ب

اگر   ۔7ضیہ  

1: R R ہم مارفیت ہے اور اگر

1U دبک ك ہے ایک

1R دبک ك ہوگا   ایک

 

 کا۔  Rکا ت

دبک گیا ہے کہ  ثبوت۔

1: R R   

 

  Rہم مارفیت ہے رن

 

سے رن

1R پر اور

1 1U R  دبک ك ہے۔  ایک

  ہے کہ

 

 کرب

 

 
 ت

 

ب 1U R   دبک ك ہوگا۔  ایک

زض کرو کہ 

 

ف    1 1/U U x R x U     

     1 1 1 10 0 &U U U U R        

زض کروکہ

 

a, ف b U 

      1,a b U   

دبک  گیا ہےکہ

1U دبک ك ہے  ایک

     1,a b U   

    1 1 1a b U a b U U          (................1) 

a, اور اگر  U r U  

  

 

 ت   1 1,a U r R   

چوں کہاور 

1U  دبک ك ہے اس   لیےایک    1a r U   

    اور     1r a U   
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      1 1 1,ar ra U ar ra U U        (.................2) 

  ہے کہ2( اور )1)

 

ز ہوب
 
( سے ظاہ 1 1U 

  

 

دبک ك ہے رن  ہوا۔ Rایک

 

 
 ت

 

 میں ۔ضیہ  ب

 ہم مارفیت کا کرنل

 

 (Kernel of Homomorphism Ring)رن

اور Rاگر
1R  ہیں اور نقش 

 

رن

1: R R  

 

  سک

 

ہم مارفیت ہے ت    1ker / 0K I x R x       کو کا کرنل

 کہا جات اہے۔ 

  نوٹ:

1.  1 1ker 0 R   
 

ز ہم مارفیت میں چوں کہ .2
 
ہ  10x   ہے اس  

 

کم ازکم لیےہوب

10 ker  لیےاسker   ہوگا۔ 

 چوں کہصفر ہم مارفیت میں  .3  10x x R    ہے اس  

 

kerلیےہوب R   ہوگا۔ 

 چوں کہاکائی ہم مارفیت میں  .4 x x x R    

  ہے۔

 

 یہی ہوب  10 0  

   ker 0  

ہونے کے بناء صر ف1-1یک مارفیت میں نقش  .5  10 0   ہے۔  

 

 ہوب

     ker 0  

  ہے۔ 

 

 یہی ہوب

اگر  ۔8ضیہ  

1: R R    

 

  kerہم مارفیت ہے ت

 

دبک ك ہوگا رن  کا ۔ Rایک

زض کرو کہ  ثبوت۔

 

0ف R  1اور 10 R رنگس کے صفر ہیں۔ 

ہم جانتے ہیں کہ کرنل   1ker / 0K x R x     

میں  ہم مارفیت چوں کہ  10 0 0 R    

  K   

K اور  R 

زض کرو کہ 

 

a,ف b K 
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 ت   1 10 , 0f a f b  

  

 

 ت     a b a b     

 

1 1

1

0 0

0

 


 

  a b K    (.................1) 

rاور اگر  R 

  

 

 ت     ar a r   

 

 1

1

0

0

r


 

 ar K    (............2) 

 اور     ra r a   

 

  1

1

0

0

r


 

 ra K    (.............3 ) 

  Kمعلول ہوا کہ کرنل ( سے3( اور)2( ،)1)

 

دبک ك ہے رن  ہوا۔ Rایک

 

 
 ت

 

 میں۔ضیہ  ب

دو Rاگر   ۔9ضیہ  
1R ہیں اور نقش 

 

رن

1: R R   

 

ہوگا بک  یک مارفیت ہوگا اگر صرف اگر   1-1ہم مارفیت ہے ت

 ker 0  

دبک  گیا ہے   ثبوت۔

1: R R  کہ ہم مارفیت ہے۔ 

ہم جانتے ہیں کہ   1ker / 0K x R x     

زض کرو کہ

 

 ہے۔ 1-1نقش  ف

  ہے کہ 

 

 کرب

 

 
 ت

 

  ہمیں ب

 

ت ker 0  

زض کرو کہ 

 

kera ف  

  

 

 ت  10a  

  چوں کہ  10 0  
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ہونے کے بناء پر 1-1نقش   0 0a a     

 ہوا کہ صفر 

 

 
 ت

 

ب  10 0  

دا 

 

 ل ker 0  

زض کرو کہ 

 

اس کے ب  لعکس ف ker 0  

  ہوگا کہ

 

 کرب

 

 
 ت

 

  ہمیں ب

 

 ہوگا۔  1-1ت

زض کر وکہ

 

a,ف b R 

 اور    a b  

 

   

 

 

1

1

0

0

ker 0

0

a b

a b

a b

a b

a b

 



  

  

   

  

 

 

 ہوا کہ

 

 
 ت

 

  ب

 

 ہوا۔  1-1ت

 

 
 ت

 

 ہے۔ضیہ  ب

 ہم مارفیت کا اساسی ضیہ 

 

  (Fundamental Theorem of Ring Homomorphism)رن

دوRاگر اور ۔ 10ضیہ  
1R  ہیں اور نقش 

 

رن

1: R R ہم مارفیت ہے اورker U    

 

ت Rیعنی(R  یک  مارفیکا ہم)عکس

 ہے مارفی

 

ہوب

R

U
 پر۔ 

دبک  گیا ہے کہ  ثبوت۔

1: R R   ہم مارفیت ہے۔ 

R,اور U  دبک ك ہے  کا ایک

اور /
R

x U x R
U

    ہے۔ 

 

 خارج قسمت رن

  ہے کہ 

 

 کرب

 

 
 ت

 

ب 
R

R
U

 
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  کسی بھی    x R  

x کی صورت میں  R 

زض کرو کہ

 

 ف :
R

f R
U

 

 اس طرح سے کہ    
R

f x U x x U
U

     

  اگر 

 

1   ت

R
a U b U

U
   

a   اور اگر  U b U   

   a b U   

  10a b  کرنل ہے۔  چوں کہ 

 

     

   

   

1

1

0

0 0

a b

a b

ab b

f a U f b U



  

 

  

   

 

   

  

 ہوا کہ

 

 
 ت

 

 بھی ہے۔  1-1خوش معرف ہے اور  fاس سے ب

 کریں گے کہ 

 

 
 ت

 

زتفاعل ہے۔ fاب یہ ب  ی 

زض کر وکہ 

 

ف y R   

 

xت R  

  

 

    چوں کہت x y x R   

 اور 

R
x U

U
  

اس طرح    y x f x U   
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ز
 
چنانچہ ہ y R  لیےکے

R
x U

U
   اس طرح سے کہ f x U y  

دا 

 

ز تفاعل ہے۔ fل  ی 

 کریں گے کہ

 

 
 ت

 

ز میں یہ ب

 

 ہم مارفیت ہے۔  fاب آج

زض کر وکہ

 

1ف

R
a U b U

U
     

 

a,ت b R 

  پھر       f a U b U f a b U        

 

 

   

   

a b

a b

f a U f b U



 

 

 

   

 

  اور      .f a U b U f ab U      

 

   

   

.

.

ab

a b

f a U f b U



 





  

 

 ہوا کہ

 

 
 ت

 

 ہم مارفیت ہے۔  fب

چوں کہ :
R

f R
U


 

زہم مارفیت ہے۔  1-1    اور ی 

 یک مارفیت ہے۔ fلیےاس 

یعنی  
R

R
U

 

 ہوا۔ 

 

 
 ت

 

 ضیہ  ب

 نوٹ:

 کے ہم  .1

 

  مارفیرن

 

  ہے مارفیعکس یک  مارفیکا ہم  Rاساسی ضیہ  کو یوں بھی بیام کیا جاسکتا ہے۔ کوئی بھی رن

 

کے کسی خارج Rہوب

 پر ۔

 

 قسمت رن

:1اگر .2
onto

R R  ہم مارفیت ہے اورU  

 

دبک ك ہے رن   Rایک

 

کا ت

1R
R

U
اس صورت میں چوں کہ 1R R 

(onto کی وجہ)سے 

 Uاگر  ۔ 11ضیہ  

 

  Rرن

 

دبک ك ہے ت کا ایک

R

U
 

 

  ہے۔  مارفیکا ہم  Rرن

 

 )بک ( عکس ہوب
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 کا ہم   

 

 اُسکے رن

 

ز خارج قسمت رن
 
 ہے۔  مارفیہ

 

 عکس ہوب

 ہے اور  ثبوت۔

 

   Uہم جانتے ہیں کہ اگر رن

 

دبک ك ہے ت  اُسکا ایک

 /
R

x U x R
U

    ہے۔ 

 

 خارج قسمت رن

  ہے کہ 

 

 کرب

 

 
 ت

 

ب

R
R

U
 

زض کرو کہ 

 

:ف
R

R
U

    جہاں a a U a R     

a, اگر  b R 

a اور b 

 

   

a U b U

a a 

   

 
 

 خوش معرف ہے۔معلول ہوا کہ 

  اور    a b a b U      

 

   

   

a U b U

a b 

   

 
 

  اور ab ab U   

   

   .

a U b U

a b 

   


 

 ہم مارفک ہے۔ چوں کہ

اب اگر

R
x U

U
    

 

xت R ا سطرح سے کہ x x U  معلول ہوا کہ  ز نقش ہے۔  ی 

 ہوا کہ 

 

 
 ت

 

:چنانچہ ب
onto R

R
U

  ز مارفیت ہے۔  ی 

 ہوا۔ 

 

 
 ت

 

 ضیہ  ب

 نوٹ:

1. 
  ker / 0x R x U    

 

   U 
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  ہےRچنانچہ بک د رہے کہ رن

 

 ك ہوب

 

دبک ك کرب ز ایک
 
 کے خارج قسمت کا ۔Rکا ہ

2.   :
R

R
U

 کو فطری ہم مارفیت ( کہتے ہیں۔Canonical or Natural Homomorphism) 

 ہے اوراسکا اکائی Rاگر   ۔12ضیہ  

 

  نقش ‘1’رن

 

:ہے ت Z R  معرف بہ  .1n n  ہم مارفیت ہوگا۔ 

 ہے اور Rدبک  گیا ہے کہ  ثبوت ۔

 

1رن R  اکائی ہے۔ 

: اور  Z R  

   .1n n n Z    

  اگر 

 

m, ت n Z  

 

 

 

.1

.1

m m

n n





 


 

  

 

mت n Z  اورmn Z 

 اور    .1m n m n    

 .1 .1m n  

    m n     (...................1) 

 اور    .1mn mn  

    .1 . .1m n 

    m n     (.....................2) 

 ہوا کہ2( اور)1)

 

 
 ت

 

 ہوا۔  ( سے ب

 

 
 ت

 

 ہم مارفیت ہے۔ ضیہ  ب

 (Solved Examples)حل شدہ مشقیں12.4

ز  Rاگر۔ 1 مثاك

 

ی  ہے جسکا مک

 

ی رن ک
کی قلٹ

 

ی

 2ایک   2Cha R  نقش  

 

:ہے ت R R معرف بہ  2x x x R    

 کرو۔ 

 

 
 ت

 

 ہم مارفیت ہوگا ب

 ہے۔ اور  Rدبک گیا ہے کہ حل۔

 

ی رن ک
کی قلٹ

 

ی

ایک   2Cha R  

 2 0x x R    
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زض کرو کہ 

 

:ف R R   اور   2x x x R    

  اگر 

 

x,ت y R 

  

   

   

2 2

2

x x y y

x y R x y x y

 



  

      
 

  

2 2

2 2

2 2

2

0 2

x xy y

x y cha R

x y

  

   

 

 

      x y   (.................1) 

x,   چوں کہاور  y R 

  

   
2

2 2

xy xy

x y

 


 

     x y  (........................2) 

 ہوا۔  ( سے معلول ہوا کہ2( اور)1)

 

 
 ت

 

ہم مارفیت ہے۔ چنانچہ ب

 

اگر۔ 2مثاك   2 2 / ,Z m n m n Z   کرو کہ 

 

 
 ت

 

  ب

 

 ہے بہ عمل جمع و ضرب ت

 

رن   : 2 2Z Z   خود

مارفیت ہوگا معرف بہ    2 2 2 2m n m n m n Z        

 کرنل بھی معلول کرو۔ 

دبک  گیا ہے کہ   حل۔   2 2, 2 2m n m n m n Z       

زض کرو کہ 

 

 ف
1 1 2 22, 2 2a m n b m n Z     

  

 

  ت   1 2 1 2 2a b m m n n     

  اور    1 2 1 2 1 2 2 1. 2 2a b m m n n m n m n    

  

 

  ت     1 2 1 2 2a b m m n n      

  اور    1 1 2 22 2m n m n    

     a b    (....................1) 

      1 2 1 2 1 2 2 12 2ab m m n n m n m n     
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   1 1 2 22 2m n m n   

     a b   (....................2) 

 ہوا۔ 

 

 
 ت

 

 ہم مارفیت ب

  اب اگر    a b  

 

1 1 2 2

1 2 1 2

1 1 2 2

2 2

&

2 2

m n m n

m m n n

m n m n

a b

   

  

   

 

 

 (3..................)   ہے۔ 1-1معلول ہوا کہ 

اور اگر 2 2y m n Z    جو کہCodomain میں ہے۔ 

  

 

ت 2 2x m n Z    جو کہDomain میں ہے۔ 

 اس طرح کہ    2x m n   

  

  
 

2

2

2

m n

m n

m n y

  

  

  

 

ز )چنانچہ   (4.............)  (ہے۔ ontoی 

زہم مارفیت ہے۔ اس 1-1 چوں کہ  یک مارفیت ہے۔ لیےاور ی 

 

 

اور دونوں رن 2Z  ہوا۔ 

 

 
 ت

 

 ہی ہونے کی بناء خود مارفیت ہے۔ ب

  لیےکرنل معلول کرنے کے 

زض کر و کہ 

 

 ف 2 0m n   

  

2

0 & 0

m n

m n

 

  
 

دا صرف 

 

ل 0 0  ہوگا۔ 

 

 

اس طرح کرنل کا سک ker 0 ہوگا۔ 
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ف اعداد ) اگر ۔ 3مثاك

 

 ہے اور Complex Numberملی

 

(کارن 22 2 M Rحقیقی اعداد واك  

 

 
 ت

 

  ب

 

 ہے ت

 

زس کا رن

 

مای

کرو کہ 2:C M R  بہ معرف 
a b

a ib a ib C
b a


 

     
 

  (Homomorphism 1-1)وحید مارفیت 

  ہے اس

 

 کا کرنل بھی معلول کرو۔ ہوب

1اگر ۔حل  1,Z Z C 1اور 1 1Z x iy  2اور 2 2Z x iy   1جبکہ 1 2 2, , ,x y x y R 

   

 

 ت   1 1 1Z x iy   

 

1 1

1 1

x y

y x

 
  

 
 

     2 2

2 2 2

2 2

x y
Z x iy

y x
 

 
    

 
 اور 

  

 

 ت     1 2 1 1 2 2Z Z x iy x iy         

 

   

 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

x x i y y

x x y y

y y x x

x y x y

y x y x

      

  
  

   

   
    

    

 

     1 2Z Z   (.................1) 

 اور      1 2 1 2 1 2 1 2 2 1.Z Z x x y y i x y x y        

 

 
1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 2 1 1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

x x y y x y x y

x y x y x x y y

x y x y

y x y x

  
  

   

   
    

    

 

     1 2.Z Z  (...................2) 

ز ہے کہ2اور ) ( 1)
 
 ہم مارفیت ہے۔  ( سے ظاہ

اب مام لو اگر( 2)   1 2Z Z  

 

1 1 2 2

1 1 2 2

x y x y

y x y x

   
    

    
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 1 2y y   1 اور 2x x  

دا

 

1 ل 1 2 2x iy x iy   

 1 2Z Z   (.....................3) 

 ہوا۔  1-1چنانچہ

 وحید ہم مارفیت ہوا۔ ( کی بناء 3( اور )2( )1اب )

  لیےاب اسکا کرنل معلول کرنے کے 

 اگر   1 1 1

0 0

0 0
Z x iy 

 
    

 
 

 یعنی 

1 1

1 1

0 0

0 0

x y

y x

   
   

   
 

  

 

1ت 0x 1اور 0y   ہے۔  

 

 ہی ہوب

دا 

 

1ل 0 0Z i C   ہوا ۔ 

یعنی  ker 0  

 ہے اور Rاگر  ۔4 مثاك

 

صحیح اعداد کا رن

1R ہے اور عمل ضرب 

 

جفت صحیح اعداد کا رن

1,
2

ab
a b a b R    ،

1: R R 

اس طرح کہ  2x x x R    کرو کہ 

 

 
 ت

 

  ب

 

 یک مارفیت ہے۔  ت

 ہے۔ اور Rکہ  دبک  گیا ہے۔ حل

 

صحیح اعدا کا رن 1 2 /R n n Z  

اور اس کا عمل ضرب یوں ہے 

1,
2

ab
a b a b R    

اور

1: R R  

جہاں   2x x x R    

زض کرو کہ 

 

1 ف 2,x x R 

  

 

  ت   1 1 2 22 , 2x x x x   

  اور    1 2 1 22x x x x    

  1 22 2x x  
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  اور   1 2x x   (...............1 ) 

  اور    1 2 1 2. 2 .x x x x  

  
1 22 . 2

2

x x
 

1  اور 22 2x x  

     1 2x x  (...............2 ) 

  اور اگر    1 2x x  

  1 22 2x x  

  1 2x x  

 1-1 ہے۔   (..................3) 

اور اگر

1b R   
 

aجفت صحیح عدد ہونے کی بناء  bت R 2اس طرح سے کہb a 

 اور   2a a b   

ز دا ی 

 

 (4......................)  (ہوا۔ ontoنقش) ل

 یک مارفیت ہوا۔ ( کی بنا 4( اور )3( )2( )1)

 ہے اور Rاگر ۔ 5مثاك

 

:حقیقی اعداد کا رن R R  جہاں  2x x x R    کیا  

 

 ہم مارفیت ہوگا؟ت

 ہے بہ عمل جمع و ضرب اور نقش ہے۔Rدبک  گیا ہے کہ ۔ حل

 

:حقیقی اعداد کا رن R R  

جہاں   2x x x R    ہم مارفیت کی شرائط آزمائیں۔ 

زض کرو کہ 

 

1 ف 2,x x R 

  

 

  ت 1 12x x  اور 2 22x x  

  اور     1 2 1 22x x x x    

  1 22 2x x  

     1 2x x   

 پہلی شرط صادق ہے۔ 
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 دوسری شرط    1 2 1 22x x x x  

  1 22 .x x 

1 22 .2x x 

  یعنی    1 2x x   

دا 

 

 ہم مارفیت نہیں ہے۔ دوسری شرط پوری نہیں ہوئی۔ ل

اگر ۔ 6مثاك / ,R a ib a b Z   ہے اور 

 

  معلول کرو کہ کیاZگاسین صحیح اعداد کا رن

 

 ہے ت

 

:صحیح اعداد کا رن R Z  

معرف بہ  a ib a  ہم مارفیت ہوگا؟ 

  حل۔

 

دبک  گیا ہے کہ گاسین صحیح اعداد کا رن / ,R a ib a b Z    ہے۔ 

 ہے۔ Zاور  

 

 صحیح اعداد کا رن

: اور نقش  R Z  

معرف بہ  a ib a a ib R      ہے۔ 

 ہم مارفیت کی پہلی شرط کی آزمائش 

زض کرو کہ 

 

1 ف 1 2 2,a ib a ib R     

 

ت 1 1 1a ib a    ، 12 2 2a ib a   

  

 

  ت       1 1 2 2 1 2 1 2a ib a ib a a i b b              

   1 2 1 2a a a a    

     1 1 2 2a ib a ib    (....................1) 

 پوری ہوئی۔پہلی شرط 

 دوسر ی شرط کی آزمائش ۔

        1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2.a ib a ib a a b b i a b b a              

    

1 2 1 2

1 2

a a b b

a a

 


 

     1 1 2 2.a ib a ib    

 (2...................)  یعنی دوسری شرط پوری نہیں ہوئی۔
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دا  

 

 ہم مارفیت نہیں ہے۔ ل

  ۔ 7مثاك

 

  2Zکیا رن

 

 سے ؟ 3Zیک مارفک ہے رن

زض کرو کہ  حل ۔

 

: ف 2 3Z Z  

  بہ معرف  2 3x x x Z    

    2 2 /Z x x Z  

   اور   3 3 /Z x x Z    

  اگر 

 

1 ت 2,x x Z 

   

 

 ت 1 12 3x x   اور  2 22 3x x  

 غورکرو     1 2 1 22 2 2x x x x    

 

 

   

1 2

1 2

1 2

3

3 3

2 2

x x

x x

x x 

 

 

 

 

 ہم مارفیت کی پہلی شرط یوں دیکھیں ۔

      1 2 1 22 .2 2 .x x x x  

 

 1 2

1 2

3 2 2

3 .3

x x

x x




 

 یعنی    1 22 . 2x x  

دا 

 

 ۔ دوسری شرط پوری نہیں ہوئی۔ ل

 

 ہم مارفیت نہیں ہے۔ تو پھر یک مارفیت ہونے کا سواك ہی پیدا نہیں ہوب

 کرو کہ نقش ۔ 8مثاك

 

 
 ت

 

ب 2: M Z Z  معرف بہ 2

a b a b
a M Z

c d c d

    

      
    

 ہم مارفیت نہیں 

 

رن

 ہے۔

زض کرو کہ  حل۔

 

 ف 1 1 2 2

2

1 1 2 2

a b a b
M Z

c d c d

   
   

   
 

  

 

   ت

1 1

1

1 1

a b
a

c d

  

  
  
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   اور 

2 2

2

2 2

a b
a

c d

  

  
  

 ہوگا۔ 

   1 2a a  

  

1 1 2 2

1 1 2 2

a b a b

c d c d
 
      

       
      

 

 ہم مارفیت کی پہلی شرط پوری ہوئی۔

 اب دوسری شرط کی آزمائش کریں۔  

 

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

.
a b a b a a b c a b b d

c d c d c a d c c b d d
 
         

        
         

 

  

1 2 1 2

1 2

a a b c

a a

 


 

 یعنی 

1 1 2 2

1 1 2 2

.
a b a b

c d c d
 
      

       
      

 

 دوسری شرط پوری نہیں ہوئی۔ 

دا 

 

 ہم مارفیت نہیں ہے۔ ل

 کرو کہ نقش ۔ 9مثاك

 

 
 ت

 

ب   : Z i Z i معرف بہ   , ,m in m in m in Z i m n Z          گاسین صحیح

 اعداد رنگس پر خود مارفیت ہے۔ 

ہم جانتے ہیں کہ  حل۔   / ,Z i m in m n Z    ہے۔ 

 

 گاسین صحیح اعداد کا رن

زض کرو کہ 

 

 ف 1 1 2 2,m in m in Z i   

  

 

  ت 1 1 1 1m in m in     اور 2 2 2 2m in m in    

  پھر        1 1 2 2 1 2 1 2m in m in m m i n n              

  

   

   

1 2 1 2

1 1 2 2

m m i n n

m in m in

   

   
 

     1 1 2 2m in m in     (..................1) 

 ہم مارفیت کی پہلی شرط پوری ہوئی۔ 
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 اور        1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2.m in m in m m n n i m n n m             

 

   

  

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

m m n n i m n n m

m in m in

   

  
 

    1 1 2 2m in m in           (........................2) 

داہم مارفیت کی دوسری شرط بھی 

 

 ہم مارفیت ہوا۔  پوری ہوئی۔ ل

  اور اب غور کریں اگر    1 1 2 2m in m in    

   

1 1 2 2

1 2 1 2&

m in m in

m m n n

   

  
 

دا

 

1   ل 1 2 2m in m in   

)چنانچہ   (ہوا۔ 1-1ایک ایک

اور اگر  a ib Z i    ہو جو ہم دامنہ میں ہے۔ 

  

 

 ت a ib Z i   

 اس طرح کہ    a ib a i b     

  

 a i b

a ib

  

 
 

دا 

 

ز)ل  (ہوا۔ ontoی 

ز ہم مارفیت ہے  1-1 چوں کہ اور ی  Z i سے خود Z i 
س
 ےپر ا

لی
  ہوا۔ 

 

 
 ت

 

 خود مارفیت ب

 ہے۔ ۔10 مثاك

 

دمپوٹنٹ ہوب

 

دمپوٹنٹ عنصر کا عکس بھی آیک

 

 ہم مارفیت میں آیک

 

 کرو کہ ایک رن

 

 
 ت

 

 ب

زض کر وکہ

 

 ہے اور Rحل:۔ ف

 

ایک رن

1R ہے۔ 

 

 دوسرا رن

زض کر وکہ

 

اور ف

1: R R   ہم مارفیت ہے۔ 

'اگر  'a  

 

دمپوٹنٹ عنصر ہے ت

 

آیک

2a a ( ہوگا۔Idempotent) 

زض کرو کہ 

 

aف R   

 

ت  1a R  

  غور کرو      
2

.a a a      
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 

2

.a a

a

a

a









 

دمپوٹنٹ  )

 

 (عنصر ب  بک  گیا۔ Idempotentچنانچہ بھی آیک

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج12.5

 ہم مارفیت اس کے کرنل اور یک مارفیت کی تعریفات، چند مثالیں ام سے متعلق نظربک ت کے ب  رے 

 

میں اس اکائی میں طلبا نے رن

 جانکاری حاصل کی ہوگی۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ12.6

زقیم، 

 

ز مارفیت، وحید مارفیت، یک مارفیت، خود مارفیت، ی  ی 

 

 ہم مارفیت ہم مارفیت، مارفک عکس، رن

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 12.7

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب  ت کے حامل سوالات 12.7.1

1.  

 

 ۔ ایک مثاك دوہم مارفیت کی  کے  رن

 ہوتی ہے۔ .2

 

 کی ہم مارفی عکس رن

 

 غلط( /)صحیح        رن

 نہیں ہوگا .3

 

 اسٹرکچر رن

ک

 ذیل کا کوم سا الجبرای

A (     )   B  (     )   C  (     )  D     (     ) 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب  ت کے حامل سوالات 12.7.2

 کرو کہ اگر  .1

 

 
 ت

 

ب

1:
onto

R R ہم مارفیت ہے اور اگرS   

 

دبک ك ہے ت ایک S  دبک ك ہوگا ایک

1R کا۔ 

 کا ہم  .2

 

 اُسکے رن

 

ز خارج قسمت رن
 
 کرو کہ ہ

 

 
 ت

 

 ہے۔  مارفیب

 

 عکس ہوب

زRاگر  .3

 

ی  ہے جس کا مک

 

ی رن ک
کی قلٹ

 

ی

  نقش 2ایک 

 

:ہے۔ت R R معرف بہ  2x x x R     ہم مارفیت ہوگا۔

 کرو۔ 

 

 
 ت

 

 ب

 ہے اور Rاگر  .4

 

صحیح اعداد کا رن

1R ہے اور عمل ضرب 

 

جفت صحیح اعداد کا رن

1,
2

ab
a b a b R    

1: R R جہاں  2x x x R    کرو کہ 

 

 
 ت

 

  ب

 

 یک مارفیت ہے۔  ت

5.  

 

 2Zکیا رن

 

 ۔سے 3Zیک مارفک ہے رن
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دمپوٹنٹ) .6

 

 ہم مارفیت میں آیک

 

 کرو کہ ایک رن

 

 
 ت

 

 ہے۔ Idempotentب

 

دمپوٹنٹ ہوب

 

 (عنصر کا عکس بھی آیک

 (Long Answer Type Questions)طویل جواب  ت کے حامل سوالات 12.7.3

:1اگر  .1 R R کرو ۔ 

 

 
 ت

 

  ب

 

 ہم مارفیت ہے ت

                  0 0 ,i ii a a iii a b a b a b R              

:1اگر .2 R R   کروکہ 

 

 
 ت

 

  ب

 

 ہم مارفیت ہے ت

(i )Rہوگا یعنی 

 

 کا ہم مارفک عکس رن

 

رن R  ہوگا۔ 

 

 رن

(ii 

 

ی رن ک
کی قلٹ

 

ی

 )R کا ہم مارفک عکس R  ہوگا۔ 

 

ی رن ک
کی قلٹ

 

ی

 بھی 

اگر نقش  .3

1: R R  کرو کہ 

 

 
 ت

 

  ب

 

 یک مارفیت ہے ت

(i )

1Rانگراك دامنہ ہوگا اگرR  انگراك دامنہ ہو۔ 

(ii )

1R میدام ہوگا اگرR میدام ہو۔ 

 کرو کہ اگر  .4

 

 
 ت

 

 ہم مارفیت کا کرنل کی تعریف کرو اور ب

 

رن

1: R R   

 

  kerہم مارفیت ہےت

 

دبک ك ہوگا رن  کا۔  Rایک

اور  Rاگر .5
1R ہیں اورنقش 

 

دو رن

1: R R   

 

ہوگا۔ بک  یک مارفیت ہوگا اگر اورصرف اگر 1-1ہم مارفیت ہے ت

 ker 0  کرو۔ 

 

 
 ت

 

 ۔ ب

 کرو۔  .6

 

 
 ت

 

 ہم مارفیت کا اساسی ضیہ  بیام اور ب

 

 رن

 کرو کہ نقش .7

 

 
 ت

 

ب   : Z i Z i   معرف بہ   m in m in m in Z i       پر خود 

 

گاسین صحیح اعداد رن

 مارفیت ہے۔ 

ف اعداد)Cاگر  .8

 

 ہے اورComplex Numbersملی

 

(کا رن 22 2 M R   

 

 ہے ت

 

زس کا رن

 

حقیقی اعداد واك مای

 کرو کہ

 

 
 ت

 

ب 2:C M R  معرف بہ 
a b

a ib a ib C
b a


 

     
 

  ہے۔اسکا کرنل  

 

وحید مارفیت ہوب

 بھی معلول کرو۔ 

ز کردہ کتابیں 12.8

 

د مطالعے کے لیے تجویک زیک

 

 (Suggested Books for Further Reading)م

1. I.N. Hestien: Topics in Algebra, Vikas Publishers. 

2. A Text Book of B.Sc. Mathematics (Abstract Algebra) V.VenkateshwavaRao& 5 others, S. 

Chand & Co Ltd.  

3. Surjeet Singh  QٔaziZameeruddin, Modern Algebra Vikas Publishing House Pvt. Ltd. 
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  کثیر ۔31ئیاکا

 

 رکنی رن

Polynomial Rings)) 

زا اکائی

 

 
  کے اج

 تمہید   13.0

 مقاصد   13.1

  کثیر   13.2

 

 رکنی  رن

 بنیادی معلومات 13.2.1 

 ئجاکتسابی نتا   13.3

 الفاظکلیدی    13.4

 نمونہ امتحانی سوالات   13.5

  معروضی جواب ات کے حامل سوالات 13.5.1 

 کے حامل سوالاتمختصر جواب ات  13.5.2 

 طویل جواب ات کے حامل سوالات 13.5.3 

ز    13.6

 

د مطالعے کے لیے تجوی  زی 

 

 کتابیںکردہ  م

 

 

 

 



276 

 

 (Introduction)تمہید13.0

ق غیر متعین متغیر میں  آپ نے پچھلے درجوں میں 

ط

 

ت

ا

 

  کے ساتھ حقیقی   اورصحیح ، ب
 
کے ب ارے میں پڑھا  راترکنی عبا کثیرضری

۔ اس اکائی میں  ہم کسی میں کثیر رکنی ہیں  اور   ،  متعین متغیر وغیرہ                 ,       جیسے ہوگا

 

 

 کے ب ارے تفصیل کثیرپر   (Field)اور پھر کسی میدان (Ring)رن

 

  اور  رکنی رن

 

 
ای

 

کےساتھ پڑھیں گے  نیز بہت سے قضیوں کو ب

 مثالوں کو حل کریں گے۔

 (Objectives)مقاصد13.1

 ہو جائیں گے کہ:اس  
 
 اکائی کے مکمل ہونے کے بعد آپ اس قاب

  کثیر .3

 

رزف ہو سکیںکی بنیادی جانکاری  رکنی رن
ع

 

مت
 ۔سے 

 اور کسی  .2

 

 کو سمجھ  کثیرمیدان پر رن

 

 ۔سکیںرکنی رن

  سے وابستہ قضیوں کو کثیر .1

 

 کر سکیں ۔ بیان اور رکنی رن

 

 
ای

 

 ب

  کثیر13.2

 

 (Polynomial Ring)رکنی رن

 (Basic Information)بنیادی معلومات13.2.1

 پر کثیر رکنی

 

 (Polynomial over Ring)رن

زض کرو کہ 

 

 کو ف

 

 ہے۔  رن

 

میں ایسی عبارت ہے  (Indeterminate Variable)پر کثیر رکنی سے مراد متعین  متغیر  ئی رن

 جو درجہ ذیل شکل میں ہو

 ( )            
       

    

           جہاں

 

اہی تعداد(Elements)کے عناصر رن

 
 

      (Finite Number)ہیں اور ان میں سے م
 

  

          ۔ صفر کے مساوی ہیں
ا ہے۔ اگر  کثیر رکنی کا مستقل   پہلا عنصر  ہیں۔( Termsکثیر رکنی کے  ارکان)   

 

عنصر کہلاب

زا غیر منفی صحیح عدد  

 

ا اس طرح سے(Non-negative Integer)س  سے ی 

 

       ہو کہ وجود رکھ

 

   ، ی
 

کو کثیر  

  )  رکنی کا اولٰی رکن اور 
 
   ( کہتے ہیں۔Leading Coefficientکو کثیر رکنی کا اولیٰ ضری

 
ہو     اگر کثیر رکنی کا اولی ضری

  اس کثیر رکنی کو وہدی کثیر رکنی)

 

زو            اگر تمام ( کہتے ہیں۔ Monic Polynomialی   کثیر رکنی کو زی 

 

صفر ہوں ی

 ہے۔یعنی کہتے (Zero Polynomial)کثیر رکنی

 ( )                      

زض کرو کہ 

 

( ) ف            
       

    

 

  پر ای  کثیر رکنی ہے  کسی اختیاری رن

 

کا کثیر  درجہ  ۔ ی

          اور      اور صرف اگر  رکنی کہلایے گا اگر
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( ) اگر             
       

( ) اور               
       

    

 

 

          اور     اور اگر پر دو کثیر رکنی ہیں رن
 

   

 

( ) یعنی  ہوں گے۔مساوی ( ) اور ( ) ی   ( ) 

ا ہےہوان کے لیے جمع کا عمل درجہ ذیل طریقہ پر 

 

 ب

 ( )   ( )  (     )  (     )  (     ) 
    (     ) 

    

           
       

    

             جہاں
 

 

 ضرب کا عمل اور 

 ( ) ( )  (          
   )(          

   ) 
      (         )  (              ) 

    

           
    

                                 جہاں
 

 

( ) مثلاً اگر  ( ) اور                             

 

 ی

 ( )   ( )  (   )   (   )   (   )   (    )   (   )   

                     

 اور 

 ( ) ( )  (             )(           ) 
   (    )  (    )   (    )   (        )   

 (    )   (    )        

                                    

 

 

 پر کثیر رکنی رن

 

 (Ring Polynomial over Ring)رن

زض کرو کہ 

 

 ہے اور   ف

 

   ای  اختیاری رن

 

وں کا س  

 

  تمام کثیر رک

 

 ای  متعین متغیر ہے۔ ی

 , -  *          
       

   ⁄        + 

 پر کثیر رکنی 

 

 رن

 

ا ہے۔وں کا س

 

 کہلاب

زض کرو کہ 

 

   ف

 

وں کا س  

 

   ہے۔- , پر تمام کثیر رک

 

 ہے اور مندرجہ ب الا ذکر کیے گئےغیر خالی ای  - , ی

 

 جمع اور ضرب کے عمل س

 بنے گا جسے ہم  - ,  سے

 

وای  رن  

 

  ں کا کثیر رک

 

زو کثیر رکنی ساتھ ہی ہم جانتے ہیں کہ  کہتے ہیں۔  رن ( ) زی  جمع کے عمل کے - ,  

 ۔اکائی ہےتحت 

( ) رکنی کسی کثیر              
       

 کا جمع کے عمل کے تحت معکوس   

  ( )             
    (   ) 

  اکائی ہے    کثیر رکنی ہوگا۔ اسی طرح چوں کہ  ای     

 

،ی

( ) کثیر رکنی   کی جگہ کسی ای  اکائی ہوگی- ,                   

 

کو ( Fieldمیدان)۔ اگر ہم رن

  

 

اظر لیں ی

 
 

 (Corresponding)کثیر رکنی کا  میدان کے م

 

ا ہے۔- , رن

 

 حاصل ہوب
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زض کرو کہ رن

 

   ف

 

( ) ہے کہ سےاس طرح  - ,     ہے اور - , پر کثیر رکنی رن             

ز
 
ا ہے جس سےصاف  ظاہ

 

ا ای  ہم مارفیت )  کہ  ہوب

 

ا One-One Homomorphismای  ب

 

 ہے۔ ساتھ ہی(رکھ

 (   )   ( )   ( ) 

 اور

 (  )   ( ) ( ) 

    اس لیے

 

 پری  مارفیت- , کثیر رکنی رن

 

ا ہے۔  ( Isomorphism)کے کسی تحت رن

 

کا تحت - , کو   اس لیے ہم رکھ

ا ہے۔

 

ا آسان ہو جاب

 

 کرب

 

 
ای

 

 ہیں۔ اس سے ہمیں درجہ ذیل قضیہ ب

 

 بھی کہہ سکت

 

 رن

زض کرو کہ ۔3قضیہ

 

  - ,  ف

 

 ہے  کسی رن

 

 کرو کہ  ،پر کثیر رکنی رن

 

 
ای

 

  ب

 

ی ہوگا اگر اور صرف اگر ی  
قلی ب

 

ت

ی ہو  - ,    
قلی ب

 

ت

 ۔

ی ہوگا۔  - ,  اگر ثبوت۔  
قلی ب

 

ت

 بھی 

 

  اس کا کوئی بھی تحت رن

 

ی ہے ی  
قلی ب

 

ت

  ہم جانتے ہیں کہ اب چوں کہ

 

 کے- , کثیر رکنی رن

 کے 

 

ماارفی تحت رن
ی ک

ی ہوگا۔  
قلی ب

 

ت

ا ہے۔ اس لیے یہ 

 

 ہوب

زض کرو کہ 

 

زعکس ف ی ہے اور  اس کے ی   
قلی ب

 

ت

 

 ( )            
       

( ) اور               
       

    

 

 

   کے- , کثیر رکنی رن

 

 دو عناصر ہیں، ی

 ( ) ( )  (          
       

   )(          
       

   ) 
      (         )  (              ) 

    

      (         )  (              ) 
    

 (          
       

   )(          
       

   ) 
  ( ) ( ) 

 ہوا کہ اس لیے 

 

 
ای

 

ی ہے۔   - , یہ ب  
قلی ب

 

ت

 

زض کرو کہ ۔2قضیہ

 

  - ,  ف

 

 کرو کہ   کسی رن

 

 
ای

 

  ب

 

 ہے، ی

 

وں کا س  

 

وں کے جمع اور ضرب پر ای  ب الحاظ - , پر کثیر رک  

 

کثیر رک

ا ہے۔

 

 ہوب

 

 رن

  ثبوت۔

:G
1

زض کرو کہ: (Closure axiom)موضوع ثنائی 

 

 ( ) اور ( ) ف

 

دو  عناصر ہیں،ہمیں معلوم ہے کہ  کے- , کثیر رکنی رن

ا ہے اس لیے 

 

وں کا ضرب اور جمع سے حاصل بھی ای  کثیر رکنی ہوب  

 

( ) دو کثیر رک   ( ) ( ) ( ) اور   - ,     , - 

 ہیں کہ  جس

 

وں کے - , سے ہم کہہ سکت  

 

ا ہے۔ تحت ثنائی عمل کے جمع اور ضرب کےکثیر رک

 

 موضوع کی تکمیل کرب

:G
2

زض کرو کہ: (Associative axiom) موضوع متیزتلا 

 

  ف

 

 تین  عناصرکے- , کثیر رکنی رن

، ( )            
        ( )            

( ) اور                
   ہیں،   

 

 ی

 جمع کے عمل کے لیے تلازمیت
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( ( )   ( ))   ( )  (     )     (     )      (     ) 
     

    

 ,(     )    -  ,(     )    -  ,(     )    - 
    

 ,   (     )-  ,   (     )-  ,   (     )- 
    

    (     )      (     )     
  (     ) 

    

  ( )  ( ( )   ( )) 

 کی جانچ کرتے ہیں تلازمیتکے لیے عمل ضرب کےاب 

, ( ) ( )- ( )  ,(          
   )(          

   )-(          
   ) 

 ,     (         )  (              ) 
   -(          

   ) 
 (          

       
   )(          

       
   ) 

∑   جہاں           

, ( ) ( )- ( )            
       

    

 ∑     
     

 ∑ ( ∑     
     

)   
     

 ∑       
       

 

 ہیں کہ  اسی

 

 کر سکت

 

 
ای

 

 طرح ہم ب

 ( ), ( ) ( )-  ∑       
       

 

:G3  کا وجوداکائی جمعی(Existence of Additive Identity):  زض کرو

 

( )  کہف کثیر رکنی            

 

 

  کا ای   عنصر- , رن

 

 ہے، ی

 ( )   ( )  (          
   )  (          ) 

 (    )  (    )  (    ) 
    

           
    

  ( ) 

 ہے۔ لیےصفر کثیر رکنی جمعی اکائی اس 

:G4 کا وجودس جمعی معکو(Existence of Additive Inverse):  زض

 

( ) کرو کہف            
کثیر    

 

 

   ہے کا ای   عنصر- , رکنی رن

 

( )  اور ی             
  گاہو  ای   عنصراسکا بھی   

 

 ، ی

  ( )   ( )  (           
   )  (          

   ) 
 (      )  (      )  (      ) 

    

            

  ( )   , - 

 ہیں کہ 

 

ا ہے۔- , اس سے ہم کہہ سکت

 

ز ای  عنصر اپنا ای  معکوس رکھ
 
 کا ہ

زی زی 

 

 (Distributivity of Multiplication with Respect to Addition)ب الحاظ جمع ضرب کی تقسیم ی 
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 ہم جانتے ہیں کہ 

 ( ), ( )   ( )-
 (          

   ),(          
   )  (          

   )- 
 (          

   ),(     )  (     )    (     ) 
   - 

 ,  (     )-  ,  (     )    (     )-    

 ,(         )-  ,(         )  (         ) -    

 ,     (         )   -  ,     (         )   - 
  ( ) ( )   ( ) ( ) 

 اسی طرح

, ( )   ( )- ( )
 ,(          

   )  (          
   )-(          

   ) 
 ,(     )  (     )  (     ) 

     
   -(          

   ) 
 ,(     )   ,(     )   (     )  -   - 
 ,(         )-  ,(         )  (         ) -    

 ,     (         )   -  ,     (         )   - 
  ( ) ( )   ( ) ( ) 

ی  
قلی ب

 

ت

زض کرو :(Commutative Properties)خاصیت 

 

  کہ ف

 

 دو   عناصر کے- , کثیر رکنی رن

 ( )            
        ( )            

  جمع کے عمل کے لیے     

 

 ہیں، ی

 ( )   ( )  (     )  (     )  (     ) 
    (     ) 

    

 (     )  (     )  (     ) 
    (     ) 

    

   ( )   ( ) 

ی خاصیت پوری   
قلی ب

 

ت

 ہوئی۔جس سے 

ا ہے اس لیے

 

 مطمئن کرب

 

وں کا س  

 

 کی تمام خصوصیات کو کثیر رک

 

 اب چوں رن

 

 
ای

 

وں کے جمع اور ضرب پر - , کہ   اہو ب  

 

ب الحاظ کثیر رک

  ہے۔

 

 ای  رن

 ہے اور  اگر  ۔1قضیہ

 

    کوئی اختیاری رن

 

 کرو کہ  - , کثیر رکنی رن

 

 
ای

 

  ب

 

 ہے۔ ی

 

وں کا س  

 

    میں مستقل کثیر رک

 

پر ی    رن

ا ہے۔

 

 مارفیت رکھ

     دب ا ہے کہ ثبوت۔

 

زض کرو کہ   - , کثیر رکنی رن

 

 ہے۔ اس لیے ف

 

وں کا س  

 

            میں مستقل کثیر رک

    طرح کہ  اس 

زض کرو کہ نقش ) با

 

رزف ہے کہ      (Mapف
ع

 

مت
 اس طرح سے 

 ( )                  

( ) اب چوں کہ   اس لیے( )  

                      

                                     

ز ہے کہ   اس لیے 
 
ا ای  ہے۔ ساتھ ہی ظاہ

 

ز )  ای  ب  ( تفاعل بھی ہوگا۔ اب Ontoی 



281 

 

 (   )  (   )           

 (          )  (          ) 
  ( )   ( ) 

 اور

 (  )  (  )           

 (          )(          ) 
  ( ) ( ) 

ا ہے۔ اس طرح Isomorphismی  مارفیت )  اس لیے

 

     ( رکھ

  - , اگر:4(Theorem)قضیہ

 

زض کرو کہ  کسی رن

 

 ہو اور ف

 

 اس کی دو غیر صفری کثیر رکنیاں پر کثیر رکنی رن

 ( )            
       

       

( )    اور            
       

       

 کرو:ہیں

 

 
ای

 

  ب

 

 ، ی

a)  اگر ( )   ( )      

 

( ) ,   ی   ( )-     (   ) 

b)  اگر ( ) ( )      

 

-( ) ( ) ,   ی      

c)  زل دامنہ ہو تو   اگر

  

-( ) ( ) ,   ای  ان      

d)    زل دامنہ ہو گا اگر اور صرف اگر

  

زل دامنہ ہو۔ - , ای  ان

  

 ان

e)  میدان نہیں ہوگا۔- , ای  میدان ہے تو  اگر 

وں سے ہمیں حاصل ہے (a) ۔ثبوت  

 

 دیے گی  کثیر رک

    ( )        ( )    

( ) ساتھ ہی اگر    ( ) ارے سامنے تین صورتیں پیش آ   
 
  ہ

 

 ۔تی ہیںی

     پہلی صورت میں اگر 

 

( ) ,   ی   ( )-     (   ) 

          اور    دوسری صورت میں اگر 

 

( ) ,   ی   ( )-    

          اور    تیسری صورت میں اگر 

 

( ) ,   ی   ( )-     (   ) 

 ہوا کہ 

 

 
ای

 

( ) ,   اس لیے ب   ( )-     (   ) 

 (b)زض کرو کہ

 

( ) ( )  ف  اور   

 ( ) ( )  (          
       

   )(          
       

   ) 
      (         )  (              ) 

         
   

 

 ہیں 

 

 یکتا ہوگا۔(Degree)کا درجہ ( ) ( )  کہاس سے ہم کہہ سکت

         اگر

 

 ، ی

   , ( ) ( )-      
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         اور اگر 

 

 ، ی

   , ( ) ( )-      

 ہوا کہ 

 

 
ای

 

-( ) ( ) ,   اس طرح ب      

(c) زض

 

زل دامنہ ہے اور   کرو کہ  ف

  

     ہیں۔ اب چوں کہ  ( ) اور ( ) کے دو غیر  صفری کثیر رکنی  - , ای  ان

 اس لیے    اور

   , ( ) ( )-      

(d)  زل دامنہ ہو اور کیوں کہ  - , اگر

  

   ان

 

ا ہے، اس لیے- , کثیر رکنی رن

 

 کے ساتھ ی  مارفیت رکھ

 

بھی    کے کسی تحت رن

زل دامنہ ہوگا۔

  

 ان

زض کرو کہ

 

زل دامنہ ہے۔ اب مان لو کہ   اس کے ب العکس ف

  

 کے دو غیر صفری عناصر اس طرح سے  ( ) اور ( ) ای  ان

 

کثیر رکنی رن

 ہیں کہ

 ( ) ( )    

۔  اب ہم کہہ  ( ) اور ( ) اس لیے        جس سے  اس لیے    اور    اب چوں کہ 

 

مستقل کثیر رکنی نہیں ہو سکت

 ہیں کہ

 

 سکت

 ( ) ( )    

 میں سے کم از کم ای  مستقل کثیر رکنی ہے، اس لیے ( ) اور ( ) چوں کہ 

   , ( ) ( )-    

زل دامنہ ہونے کی وجہ سے  اب 

  

 کے ان

   , ( ) ( )-        

ا ہے چوں کہ اس سے 

 

ز ہوب
 
  کہ          جس سے تضاد ظاہ

 
( ) ( ) ج    

  
 

( ) یہ تبھی ممکن ہے ج ا      ( ) ب  زل دامنہ ہے۔ - , اس لیے   

  

 ای  ان

(e) کرنے کے لیے کہ 

 

 
ای

 

ا ہوگا کہ  - , یہ ب

 

 کرب

 

 
ای

 

ا ہے جس کا کوئی ضربی - , میدان نہیں ہے ہمیں ب

 

میں ای  غیر صفری عنصر وجود رکھ

زض کرو کہ 

 

( ) معکوس نہیں ہے۔ ف  طرح سے ہے کہاس - ,  

    ( )    

 چوں کہ 

 ( ) ( )   ( )   ( ) 

( ) جہاں             

 نہیں ہو سکتا ہے۔ ( ) کا معکوس ( )  اس لیے

زض کرو کہ

 

 کے میدان ہونے وجہ سے ہمیں حاصل ہے  کوئی غیر صفری کثیر رکنی ہے۔( )  اب ف

   , ( ) ( )-                          ,          - 
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( ) کے اکائی عنصر کا درجہ صفر ہے۔ اس لیے - , اس لیے   کے لیے - ,  

 ( ) ( )   ( ) 

 ہیں کہ

 

ا ہے۔ اس لیے  ( )  اس سے ہم کہہ سکت

 

 میدان نہیں ہے۔ - , کا ضربی معکوس وجود نہیں رکھ

وں کا معکوس حاصل کیا جا سکتا ہے۔صفر کثیر رکنی کو چھوڑکر  نوٹ:  

 

 سبھی مستقل کثیر رک

زض کرو کہ تعریف: 

 

    ف

 

زل دامنہ ہے۔ ی

  

 درجہ ذیل طریقہ سے           متغیرات    پر   ای  ان

 

وں کا رن  

 

میں کثیر رک

ا ہے

 

رزف ہوب
ع

 

مت
 

    ,  - 
     ,  - 
     ,  - 
     

     

       ,  - 

  

 

 کہتے ہیں اور اس کو           پرمتغیرات  کو   ی

 

وں کا رن  

 

ز کرتے ہیں۔-          ,    میں کثیر رک
 
 سے ظاہ

زل دامنہ ہو ، تو اگر ۔5قضیہ

  

زل دامنہ ہوگا۔-          , ای  ان

  

 بھی ان

   دب ا ہے کہ ثبوت۔

 

زل دامنہ ہے ی

  

زل دامنہ ہوگا۔ اسی طرح سے چوں کہ اب-  ,    ای  ان

  

زل   بھی ان

  

ای  ان

   ، دامنہ ہے

 

زل دامنہ ہوگا۔[  ،  ]     ی

  

ز ہے اور پھر اسی طرح  بھی ان
 
 ،-        ,     کہ  ظاہ

 ہیں۔-          ,       ، .............، -           ,      

 

 کر سکت

 

 
ای

 

زل دامنہ ب

  

 کو بھی ان

 ہوا کہ اس لیے 

 

 
ای

 

زل  اگرب

  

زل دامنہ ہوگا۔-          , دامنہ ہو ، توای  ان

  

 بھی ان

زل دامنہ ہوای  -          , ہو ، تو میدانای   اگر ۔6قضیہ

  

ا ہےان

 

 ۔ب

زض کرو  ثبوت۔

 

   میدانای   اگر کہ ف

 

زل دامنہ ہوگا۔ اسی طرح سے چوں کہ اب-  ,    ہے ی

  

زل   بھی ان

  

ای  ان

  

 

زل دامنہ ہوگا۔[  ،  ]     دامنہ ہے، ی

  

، -           ,     ، -        ,     اسی طرح  بھی ان

 ہیں۔من درجہ ب الا طرز پر کو بھی -          ,       ، .............

 

 کر سکت

 

 
ای

 

زل دامنہ ب

  

 ان

 ہوا کہ اس لیے 

 

 
ای

 

زل دامنہ ہوگا۔ ای  -          , ، تو میدان ہےای   اگرب

  

 ان

 میدان کوتعریف۔ 

 
 

 

 

زل دامنہ کے ذریعہ بنے کوش

  

ریشنل تفاعلات کا میدان کہتے ہیں۔اس کو پر  میں           ان

ا ہے۔ -          , 

 

 جیومتری میں اہم کردار ادا کرب

ک

ز کرتے ہیں۔ یہ میدان الجبرای
 
 سے ظاہ

   - ,     اگر تعریف۔ 

 

( ) کو تلازمی کہتے ہیں اگر   اور   دو کثیر رکنی ہیں، ی   کہ ( )   
 

کا ای  غیر صفری    میدان  ج

 عنصر ہے۔

ا ہو۔- , تعریف۔

 

ا ہےجس کا کوئی ضربی معکوس وجود رکھ

 

 کے اس عنصر کو اکائی کہا جاب
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  - ,   اگر تعریف۔

 

ز ہے۔ ساتھ ہی    ی زی 

 

ز ہوگا۔ یہ  - , ہمیشہ اپنی تلازمیت کے ذریعے تقسیم ی  زی 

 

سبھی اکائیوں سے بھی تقسیم ی 

  قاسم 
 

  قاسم  کہلاتے ہیں۔ان کے علاوہ (Improper Divisor)سبھی تقسیم کرنے والے غیر واج
 

کے دوسرے قاسموں کو واج

(Proper Divisor ) کہتے ہیں، اگر یہ وجود رکھتے ہوں۔ 

زض کرو کہ یف۔تعر

 

   - ,     کوئی میدان ہے اور   ف

 

 Greatest Common)کا اعظم مشترک قاسم   اور   دو کثیر رکنی ہیں، ی

Divisor) ۔ اعظم کا بھی قاسم ہو  ،قاسمبھی کوئی  کا  اور   ساتھ ہی   | اور  | ہے اس طرح سے کہ  ای  غیر صفری کثیر رکنی

ز کرتے ہیں۔(   )مشترک قاسم کو ہم  
 
 سے ظاہ

ا ہے اگر ان کا اعظم مشترک قاسم)(Relatively Prime)دو کثیر رکنی  کو اضافی مفرد - ,     تعریف۔

 

کی - , (GCDکہا جاب

 ۔اکائی ہو

زض کرو کہ۔ 6قضیہ

 

   اور   دو  غیر صفری کثیر رکنی  کے - , پر کثیر رکنی دامنہ   میدان  ف

 

اور   میں یکتا طور پر دو کثیر رکنی  - , ہیں، ی

 اس طرح وجود رکھتے ہیں کہ 

 ( )   ( ) ( )   ( ) 

  کہ
 

( ) ب ا تو   ج ا    ( )    ب       ( ) 

زض کرو کہ ثبوت۔

 

( )    ف    ،    ( ) ( )    اور      

( ) ب ا اگر     اب اگر    چوں کہ  

 

 ی

 ( )     ( )   ( )   ( )   ( ) 

 اس لیے

 ( )     ( )   ( ) 

زض کرو کہ 

 

 کریں گے   اب ف

 

 
ای

 

 ۔اس صورت میں ہم رب اضیاتی استقرا کی مدد سے یہ ب

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 13.3

 اکائی کو پڑھنےکے  بعد آپ نے اس 

 

 اور میدان پرکثیر رکنی رن

 

ا سیکھا مختلف   وابستہسےن کی تعریف اور ا رن

 

 کرب

 

 
ای

 

قضیوں کو ب

 ۔ہوگا

 (Keywords)ظالفاکلیدی 13.4

 ،  میدان، غیر متعین متغیر، عبارت، کثیر رکنی

 

  رن
 
 ، اولی ضری
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 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 13.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 13.5.1

 کی تعریف کیجیے .3

 

 پر کثیر رکنی رن

 

 ۔کسی رن

 کی تعریف کیجیےکسی میدان پر  .2

 

 ۔کثیر رکنی رن

ا چاہیے .1

 

وں کی جمع حاصل کرنے کے لیے ہمیں ان کے یکساں قوتوں کے ضریبوں کو جوڑب  

 

 (T/F) ۔دو کثیر رک

ا ہے صفر  کثیر .4

 

  رکنی کا درجہ کیا ہوب

ا  مستقل کثیر رکنی کا درجہ  .5
 

 (T/F)       ۔ہوب

وں کا  .6  

 

 (T/F)   معکوس حاصل کیا جا سکتا ہے۔صفر کثیر رکنی کو چھوڑکر سبھی مستقل کثیر رک

7.   
 
ے کہتے ہیں  کثیر رکنی کا اولیٰ ضری

س
ک

 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات13.5.2

زل دامنہ ہوای  -          , ہو ، تو میدانای   اگر .3

  

ا ہےان

 

 ۔ب

زض کرو کہ میدان  .2

 

   اور   کے دو  غیر صفری کثیر رکنی  - , پر کثیر رکنی دامنہ   ف

 

اور   میں یکتا طور پر دو کثیر رکنی  - , ہیں، ی

 اس طرح وجود رکھتے ہیں کہ 

 ( )   ( ) ( )   ( ) 

  کہ ب ا تو 
 

( )    ج ا     ( )      ب       ( ) 

 (Long Answer Type Questions)طویل جواب ات کے حامل سوالات13.5.3

  - , اگر .3

 

زض کرو کہ اس کی دو غیر صفری کثیر رکنیاں  کسی رن

 

 ہو اور ف

 

 پر کثیر رکنی رن

 ( )            
       

       

( )  اور            
       

       

 کرو:

 

 
ای

 

  ب

 

 ہیں، ی

a)  اگر ( )   ( )      

 

( ) ,   ی   ( )-     (   ) 

b)  اگر ( ) ( )      

 

-( ) ( ) ,   ی      

c)  زل دامنہ ہو تو   اگر

  

-( ) ( ) ,   ای  ان      

d)    زل دامنہ ہو گا اگر اور صرف اگر

  

زل دامنہ ہو۔ - , ای  ان

  

 ان

e)  میدان نہیں ہوگا۔- , ای  میدان ہے تو  اگر 
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 ہے اور  اگر  .2

 

    کوئی اختیاری رن

 

 کرو کہ  - , کثیر رکنی رن

 

 
ای

 

  ب

 

 ہے۔ ی

 

وں کا س  

 

    میں مستقل کثیر رک

 

پر ی    رن

ا ہے۔

 

 مارفیت رکھ

زض کرو کہ .1

 

  - ,  ف

 

 کرو کہ   کسی رن

 

 
ای

 

  ب

 

 ہے، ی

 

وں کا س  

 

وں کے جمع اور ضرب پر ای  - , پر کثیر رک  

 

ب الحاظ کثیر رک

ا ہے۔

 

 ہوب

 

 رن

 جواب ات: 

 کے جواب ات ت معروضی سوالا 13.5.1

1. T 

5. F 

6. T 

د مطا 13.6 زی 

 

ز کردہ کتابیںم

 

 (Suggested Books for Further Readings)لعے کے لیے تجوی 

1. I.N. Hestien: Topics in Algebra, Vikas Publishers. 

2. A Text Book of B.Sc. Mathematics (Abstract Algebra) V. Venkateshwava Rao & 5 others, 

S. Chand & Co Ltd.  

3. Surjeet Singh  Qٔazi Zameeruddin, Modern Algebra Vikas Publishing House Pvt. Ltd. 
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 گوسی صحیح اعداد   ۔44اکائی 

 

 کا رن

(Ring of Gaussian Integers) 

زا اکائی

 

 
  کے اج

 تمہید   14.0

 مقاصد   14.1

 گوسی صحیح اعداد    14.2

 

 کا رن

 ئجاکتسابی نتا   14.3

 الفاظکلیدی    14.4

 نمونہ امتحانی سوالات   14.5

  معروضی جواب ات کے حامل سوالات 14.5.1 

 جواب ات کے حامل سوالاتمختصر  14.5.2 

 طویل جواب ات کے حامل سوالات 14.5.3 

ز    14.6

 

د مطالعے کے لیے تجوی  زی 

 

 کتابیںکردہ  م
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 (Introduction)تمہید14.0

 کی بنیادی معلومات کے  رکنی کثیرہم نے پچھلی اکائی میں  

 

  ساتھرن

 

پر کثیر رکنی   (Field)اور پھر کسی میدان (Ring)رن

 کے ب ارے تفصیل کےساتھ پڑ

 

  اور مثالوں کو حل ھا رن

ت

 
اب

 

ا سیکھ گئے ہونیز بہت سے قضیوں کو ب

 

  ں گے۔کرب

 

اس اکائی میں کثیر رکنی رن

ا  سے اننی انی  ے۔کیادصحیح اعدگوسی پر تفصیلی بحث کریں گے جو سے متعلق ای  مسئلہ 

 

 کے ب

 

  رن

 (Objectives)مقاصد14.1

 ہو انئیں گے کہ: طور پر  پڑھنے کے بعد  اکائی کے مکملاس  
 
 آپ اس قاب

 رزف ہو کی بنیادی اننکاری گوسی صحیح اعداد
ع

ت

مت
 ۔سکیںکر چند مثالوں کو حل کر سے 

 کو سمجھ سکیں کیگوسی صحیح اعداد 

 

 کر سکیں ۔ اور اس سے رن

ت

 
اب

 

 وابستہ قضیوں کوبیان اور  ب

  کی  گوسی صحیح اعداد14.2

 

 (Ring of Gaussian Integers)رن

ف اعداد)ایسے

ت

ف  ( جنComplex Numbersملت

ت

ا ے۔ یہ ملت

ت

کے حقیقی اور خیالی حصّے دونوں صحیح اعداد ہوں، گوسی صحیح اعداد کہلاب

ز

ت  

ا ے۔ اس کو اعداد  کے معمولی جمع اور ضرب کے عمل کے ساتھ ای  ان

ت

 ل د داہ ب اتاب

ت

ز کرتے ہیں۔ یہ دو درجی صحیح اعداد  - , علام
 
سے ظاہ

ی   
قلی ب

ت

ت

 کی ای  خاص صورت ے۔  کے 

 

 رن

 ے تعریف:

ٹ

ا ے گوسی اعداد ای  س

ت

 جو درجہ ذیل شکل میں ہوب

 , -    *             + 

ا ے۔     جہاں

ت

 ہوب

س 

ٹ

ی ی
ل

ف مستوی میں کسی مربع 

ت

 کے نقاط ہوتے ہیں۔گوسی صحیح اعداد ملت

زض کرو کہ اب 

 

  ہیں۔           - ,               ف

ت

  جمع کے عمل کے حتب

(       )  (     )  (   )   (   )   , - 

 اسی طرح ضرب کے عمل کے ساتھ اور

(       )(     )  (     )   (     )   , - 

 ہیں کہ  سےاس  

ت

 گوسی صحیح اعداد ہم کہہ سکت

ٹ

اضرب کے عمل کےجمع اور - , کا س

ت

اور اسی وجہ سے  ے۔  حت ند  ی  خایت  کو طمئن  کرب

  ے۔  - , 

 

 ای  رن

ا ے       (Conjugate)کا ذوج     گوسی صحیح اعداد 

ت

ار    کی جو کہ پھر ای  گوسی صحیح اعداد ے۔ اس ہوب

 

گوسی (Norm)ب

 کے مساوی ہوی  ے۔ جیسے ضربحاصل صحیح اعداد اور اس کے ذوج کے 

 (     )  (     )(     ) 
    (  )  
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ار  اس کی مطلق قدر کے مساوی  ہوی  ےدوسرے الفاظ میں کسی  گوسی صحیح عد

 

ا ے۔ د کی  ب

ت

 جو کہ ای  غیر صفری صحیح عدد ہوب

 کیکسی  تعریف:

 

 ب ا  گوسی صحیح عدد کے رن

ٹ
 

عدد ہوی  ے ای  گوسی صحیح ضربی معکوس بھی گوسی عدد ہو(  د جس کا عداکائی )ایسا گوسی صحیح  یوب

ار   کی  جس

 

   اور ،  4 ، 4ہو، جیسے   ب

زض کرو کہ 

 

        اور       ف

ت

 ای  جوڑا گوسی صحیح اعداد ہیں ب

 (  )   ,(    )(    )- 
  ,(     )   (     )- 
 (     )  (     )  
 (               )  (               ) 
   (     )    (     ) 
 (     )(     ) 
  ( ) ( ) 

زض کرو کہ (Gaussian Prime)  گوسی  مفرد

 

( ) کوئی غیر صفری گوسی صحیح عدد  اس طرح سے ے کہ  : ف   کہ   
 

  ج

   

ت

 گوسی مفرد ہوگا اگر ای  اکائی نہیں ے۔ ب

ا                  ب 

ز دی 

 

زض کرو کہ :(Irreducible)غیر تحویل ی 

 

( ) کوئی غیر صفری گوسی صحیح عدد  اس طرح سے ے کہ  ف   کہ   
 

ای  اکائی   ج

   

ت

ز  ہوگا اگر نہیں ے۔ ب دی 

 

 گوسی غیر تحویل ی 

ا          اکائی ہو۔  ب 

زض کرو کہRelatively Prime)اضافی مفرد

 

   4اکائی  عنصر  - ,  (: ف

ت

زل د داہ ب ے۔ ب

ت  

کو  اضافی  - ,     کے ساتھ ای  ان

 ہو۔ یعنی 4مفرد اعداد کہتے ہیں اگر ان کا اعظم مشترک قاسم 

   (   )    

 کرو کہ  قضیہ:

ت

 
اب

 

ا ے۔- , ب

ت

زل د داہ ب ہوب

ت  

 ای  ان

ی ہم اننتے ہیں کہ ثبوت:  
قلی ب

ت

ت

زل د داہ ب غیر  صفر قاسم کے ای  

ت  

ز ای  ان
 
ا ے۔ اور ہم  یہ بھی اننتے ہیں کہ ہ

ت

 ہوب

 

ای  اکائی عنصر  - ,  رن

 ے۔

 

ی رن  
قلی ب

ت

ت

ا ے کہ یہ  غیر  صفر قاسم کے ای  

 

 کرب

ت

 
اب

 

 ے۔ اس لیے یہاں ہمیں صرف یہ ب

 

ی  رن  
قلی ب

ت

ت

 کے ساتھ 

(      ) (      )مان لو کہ       , - 

  ب ا تو 

ت

ا           ب ا چاہیے           ب 

 

 ۔ہوب

                        مان لو کہ

ت

(      ) (      )لیے اس          ب      

          یعنی 

 اس لیے



290 

 

(       )     (       )               
                                          
                            

ا ے۔           یعنی

ت

 حاصل ہوب

(      ) (      )اس لیے اگر   کہ     
 

              ہو ج

ت

 ہوگا۔           ب

(      ) (      )اسی طرح  اگر     کہ  - ,      
 

              ہو ج

ت

یعنی ہوگا           ب

(      ) (      )         

ت

 صفر ہوگا۔ میں سے کوئی ای    (      ) ،(      )ب

 ے۔ - , اس طرح 

 

ی  رن  
قلی ب

ت

ت

 غیر  صفر قاسم کے ای  

ا ے۔- , اس لیے  

ت

زل د داہ ب ہوب

ت  

 ای  ان

 ہوا۔

ت

 
اب

 

 قضیہ ب

دین 

ٹ

ی ڈ
کل
ا  یو  ب 

 

دین  رن

ٹ

ی ڈ
کل
 :(Euclidean Ring or Euclidean Domain)داہ ب یو

زض کرو کہ 

 

زال د داہ ب ے۔ اگر - , ف

ت  

ز ای  غیر صفری عنصر- , کوئی ان
 
کو تفویض  ( ) کے لیے ہم ای  مثبت صحیح عدد    کے ہ

(Assign)ا ے

ت

 کر تے ہیں  جو درجہ ذیل خصوصیات  کو طمئن  کر ب

ز ای   (4
 
 ای  مثبت صحیح عدد ے۔( ) کے لیے      ہ

(  )  کے لیے     سبھی  (2   ( ) 

 اس طرح سے کہ      کے لیے    اور        کسی  (3

       

ا     جہاں  ( ) ب    ( ) 

 )قضیہ: 

 

 ای  اقلیدسی رن

ٹ

ا ے۔Euclidean Ringگوسی صحیح اعداد کا س

ت

 (ہوب

 کریں گے کہ :ثبوت

ت

 
اب

 

 کرنے کے لیےہم  ب

ت

 
اب

 

 اس قضیہ کو ب

ا      جہاں         اس طرح وجود رکھتے ہیں کہ- ,     کے لیے  - ,     دیے گئے   ( ) ب    ( ) 

 ے۔ کوئی مثبت صحیح عدد  ای  اختیاری  ے اور  - ,        کہ   ہیںمان لیتےیہاں ہم س  سے پہلے  

 ہیں 

ت

 کے لیے حاصل کر سکت

 

     جو  اور   جہاں         اور        صحیح عدد کے رن
 

 
     اور   

 

 
کو   

ا ے۔

ت

 طمئن  کرب

زض کرو کہ

 

        اور           ف

ت

 ب

       (     )  (     )  
 (    )  (      ) 
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( ) چوں کہ    (      )    
    

  
 

 
   

 

 
       ( ) 

 کیس میں ہم نے دکھاب ا کہ اس 

       

  کہ
 

ا      ج ( ) ب    ( ) 

 ہوی  ے

ت

 
اب

 

ی الگورتھم ب

 م
سب
ق

ت

ت

 اس لیے 

کا  گوسی صحیح عدد ̅ لیتے ہیں جہاں ̅    اور  ̅    پہلے کی طرح اور- ,         مان لو کہ پھر سے 

 سے ۔ے (Conjugate)ذوج

ٹ

 کردہ رزل

ت

 
اب

 

ای  مثبت صحیح عدد ے اس      چوں کہ، کے لیے- ,     من درجہ ب الا ب

  (̅ ) لیے

ت

 ای  مثبت صحیح عدد ہوگا۔ ب

  ̅   (  ̅)    
 ( )   ( ) 

         (  ̅   (  ̅))   (  ̅) 

       (      ) ( ̅)    ( ) ( ̅) 
                  (    )   ( ) 

 اس لیے

       

ا     اس لیے      جہاں  ( ) ب    (    )   ( ) 

 ہوا

ت

 
اب

 

 ے - , کہ اس سے ب

 

 ۔ای  اقلیدسی رن

ا ے کیوں کہ - ,  اکائی عنصر کے ساتھنوٹ: 

ت

 ے۔ یہ فیلڈ نہیں ہوب

 

ی رن  
قلی ب

ت

ت

ا یعنی    میں  - , ای  

ت

 کا ضربی معکوس وجود نہیں رکھ

(   )    
 

     
   

(    )

(     ) (     )
   
 

 
  
 

 
   , - 

زی) دی 

 

 :(Divisibilityتقسیم ی 

زض کرو کہ

 

  ہم یہ کہیں کہ- ,     ف

ت

ا ے  کو ب

ت

   تقسیم کرب
ت

ا ے کہ   ب

ت

     اس طرح وجود رکھ

ا ے ب ا نہیں؟ کو اننچ کرو کہ ۔4مثال د 

ت

 تقسیم کرب

i.                
ii.               
iii.                

iv.                

 حل۔

i.  چوں کہ 
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(     )(    )

  
 

 
         

  
 

 
      

  
 

 (    )  (     ) 

ا ے نہیں  تقسیم  کو اس لیے 

ت

 ۔کرب

ii.  چوں کہ 

    

    
 
    

    
 
    

    
 

 
(    )(    )

  
 

 
        

  
 

 
       

  
 

       
 (    )    (    ) 

ا ے  کو اس لیے 

ت

رزب
 مک
سب
ق

ت

ت

 ۔

 

iii.  چوں کہ 

    

     
 
    

     
 
     

     
 

 
(    )(     )

    
 

 
          

    
 

 
        

    
 

 
   

  
 

 (      )   (    ) 

ا ے نہیں  تقسیم  کو اس لیے 

ت

 ۔کرب

iv.  چوں کہ 

     

    
 
     

    
 
    

    
 

 
(     )(    )
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 (    )    (     ) 

ا ے ۔ کو اس لیے  

ت

 تقسیم کرب

ی الگورتھم

 م
سب
ق

ت

ت

(Division algorithm): 

زض کرو کہ 

 

  کہ- ,     ف
 

       ج

ت

 اس طرح وجود رکھتے ہیں کہ    میں - , ب

       

( )      اور   ( ) 

. چوں کہ ثبوت۔
 

 
/  

 ( )

 ( )
ا ے کہ    ، اب ہمیں

 

. اس طرح سے حاصل کرب
 

 
/    

( )  چوں کہ ا ے      

ت

 اس لیے ، ہوب

 

 
 
 

 
   

کی قدر   اس سے ہم

 

 
 ہیں۔ حاصل  کے درمیان ہی  کی دوری 

ت

ف مستوی میں یکساں جگہ  ہم اننتے ہیں کہ  کہ جیسا کر سکت

ت

گوسی صحیح اعداد ملت

س کو تشکیل دیتے ہیں

ٹ

ی ی
ل

زض کرو کہ اس لیے  اب کے 

 

 اس طرح سے ے کہ   ف

       

  کہ 
 

 ج

 ( )   (    )   (
 

 
  ) ( )   ( ) 

     اور      اگر  ۔2مثال د

ت

ب

 

 
 
    

 
( ) چار گوسی صحیح اعداد کی اکائی دوری کے اندر ے۔ یہاں   ی   

 م
سب
ق

ت

ت

اور ہم 

 ہیں۔

ت

ز کر سکت
 
 الگورتھم کو چار طریقوں سے ظاہ

      (    )  (   ) ( )    
  (    )  (    ) ( )    
  (   )  (    ) ( )    
  (   )  (     ) ( )    

        اور      اگر  ۔3مثال د

ت

ب

 

 
 
    

    
 
    

    
 
    

    
 
     

 
 

 اب

       

 اس لیے

 ( )   ( )       ( ) 
             ( )   ( ) 

گوسی صحیح اعدادان کے علاوہ دو اور 

 

 
ز کی اکائی دوری کے

ت

  ہی وجود رکھتے ہیںف
 

 جو کہ اس طرح ہیں: ۔ب

     (    )  (    )                                             ( )    



294 

 

 (    )(   )                                                   ( )    

 (Greatest Common Divisor)اعظم مشترک قاسم 

د الگورتھم

ٹ

 دوسرے اعداد کی طرح ہی کی ان سکتی ے اعظم مشترک قاسم اور ت کلڈ

ت

 ۔کی تفصیلی وضاج

زض کرو کہ - ,      دب ا ےتعریف: 

 

 ے جن کی   +- ,           *  اور ف

ٹ

ار   ان سبھی غیر صفری عناصر کا س

 

قلیل ب

  

ت

  کا اعظم مشترک قاسم   اور   ہو۔ ب

ٹ

   س

ت

کے اعظم مشترک قاسم   اور    کا استعمال د (   )     کا ای  عنصر ے۔ ہم علام

 ۔ کے لیے کریں گے

 کو لیں تو ہم دیکھتے ہیں کہ      اور     مثال د کے لیے اگر ہم 

  (   )(   )       

اکو چھوڑکر وجود نہیں  4چوں کہ ایسا کوئی عنصر 

ت

ز ہورکھ

ت

ار  کم ی

 

 ہوگا۔ 4کا اعظم مشترک قاسم   اور    ، اس لیے دیے گئے ے جس کی ب

 :کی چند خصوصیاتاعظم مشترک قاسم 

زض کرو کہ

 

   عظم مشترک قاسما کا اور     ف

ت

 ے، ب

ا ے۔ اور    دونوں   :(Common Divisor)مشترکہ قاسم (4

ت

 کو تقسیم کرب

2)  

ت

 مت ت
ب

 

عظ

(Maximality):    ز مشترکہ قاسم  اور
 
ا ے اور ان سبھی میں کے ہ

ت

ار  اعظم ہو کو تقسیم کرب

 

 گی۔کی ب

 ہیں۔ اعظم مشترک قاسم   اور    خاص طور پر+- ,      *   (3

د الگورتھم)

ٹ

 (:Euclid’s Algorithmت کلڈ

زض کرو کہ 

 

ی قضیہ کو ب ارب ار لاگو کرتے ہوئے، دو - ,     ف

 م
سب
ق

ت

ت

سے شروع کرتے ہیں اور پھر اس حاصل       غیر صفری عناصر ہیں۔ 

( کے طور پر ای  مساوات میں رکھتے ہیں Divisor( اور قاسم)Dividend( کوب الترتیب  مقسو )Remainderقاسم اور ب اقی)

زی غیر صفر ب اقی 

 

ز  ے اور اس لیے یہ     بشرط یہ کہ ب اقی صفر نہ ہو  اور اسی طرح آج دی 

 

زا     کے سبھی مشترکہ قاسموں سے تقسیم ی 

ٹ

کا س  سے ی 

ز کرتے ہیں
 
 مشترکہ قاسم ے۔ رب اضیای  طور پر اسے درجہ ذیل طریقہ سے ظاہ

         

          

           

              

 نہیں کریں گے۔

ت

 
اب

 

 کیا ان چکا ے اس  لیے یہاں ہم اس کو ب

ت

 
اب

 

 چوں کہ اس قضیہ کو صحیح اعداد کے لیے ب

 کا اعظم مشترک قاسم حاصل کرو۔ اور     ۔4مثال د
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زض کرو کہحل۔

 

 اب    اور      ف

کسر 

 

 
 
   

 
 ۔ اس لیےاکائی دوری کے درمیان ےکی            گوسی صحیح اعداد،کی قدر 

        (   )                              ( )       ( ) 

  (   )(   )                                                ( )     

 الٹی سمت میں اعظم مشترک قاسم حاصل کرنے کے لیےاب 

(4)……     (     )      (   )(   )    (   ) 

 اس کے ساتھ ساتھ 

        (   )                                   ( )      

  (    )(   )  (  )                 ( )      

 حاصل ے سے ضرب دے کر   میں  (4)مساوات 

   (      )       (   )(   )   

   (   )(       ) 

 (     )    (   )(   ) 

 ۔اعظم مشترک قاسم حاصل کیجیےکا          اور        ۔5مثال د

ی الگورتھم لگاتے ہیں س  سے پہلے حل۔

 م
سب
ق

ت

ت

 

 

 
 
      

      
 

 
      

      
 
      

      
 

 
               

      
 

 
  (     )
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 منتخب کرتے ہیںکو            اس لیے ہم

            (      )(       )           

ی الگورتھم کا استعمال د کرنے پر

 م
سب
ق

ت

ت

 ای  ب ار پھر 

       

      
  
       

      
 
    

    
 

 
(       )(      )

  
 

……(1)      

    (           )       

 ہم  حاصل کرتے ہیں سے  (4)مساوات 

      (     )(    )  

        
(     )(     )

  
 

  
*(     )(   )+(    )

  
 

  
(       )(    )

  
 

 (     )(      ) 

    (           )       

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 14.3

 :اکائی کو مکمل کرنے پر آپ نے اس 

  ز تقسیم دی 

 

 ۔گوسی صحیح  اعداد کے ب ارے میں پڑھای 

 زگوسی صحیح  اعداد دی 

 

 ۔پر چند مثالوں کو حل کیا  تقسیم  ی 

 د الگورتھم کے بیان کو سمجھا

ٹ

 ۔ت کلڈ

 (Keywords)کلیدی الفاظ14.4

ز تقسیم،گوسی صحیح اعداد دی 

 

  ی،ی 

ت

 مت ت
ب

 

عظ

 

 

د الگورتھم، اقلیدسی داہ ب، اقلیدسی رن

ٹ

 ، ت کلڈ



297 

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 14.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 14.5.1

 گوسی صحیح اعداد کی تعریف کرو۔ .4

زی سے آپ کیا سمجھتے ہو .2 دی 

 

 ۔گوسی صحیح اعداد کی تقسیم ی 

ا ے      کو         .3

ت

 (T/F)       ۔تقسیم کرب

 ( کی تعریف کرو۔Gaussian primeگوسی  مفرد  ) .4

 کرو۔اضافی مفرد کی تعریف  .5

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات14.5.2

ا ے ب ا نہیں؟ کو اننچ کرو کہ 

ت

 تقسیم کرب

1.              

2.              

 کرو  .3

ت

 
اب

 

(  ) کہ  ب    ( ) ( )       , - 

د الگورتھم کو .4

ٹ

 و۔کربیان  ت کلڈ

  کہ کو طمئن  کرتے ہوں            جو  حاصل کرو    گوسی صحیح اعداد .5
 

( ) ج   
 

 
 ( ) 

 کے لیے اعظم مشترک قاسم حاصل کرو۔              .6

 کے لیے اعظم مشترک قاسم حاصل کرو۔                 .7

 (Long Answer Type Questions)طویل جواب ات کے حامل سوالات14.5.3

 کرو کہ  .4

ت

 
اب

 

ا - , ب

ت

زل د داہ ب ہوب

ت  

 ے۔ای  ان

 کرو .2

ت

 
اب

 

ا ےب

ت

 ہوب

 

 ای  اقلیدسی رن

ٹ

 ۔کہ گوسی صحیح اعداد کا س

د مطا 14.6 زی 

 

ز کردہ کتابیںم

 

 (Suggested Books for Further Readings)لعے کے لیے تجوی 

1. Basic Abstract Algebra 2
nd

 Edition by P.B. Bhattacharya, S.K. Jain and S.R. Nagpaul, 

Cambridge University Press-  

2. Topics in Abstract Algebra 2
nd

 Edition by M.K. Sen, ShamikGhosh and MukhoPadhyay 

University Press. 

3. Topics in Algebra, 2
nd

 Edition by I. N. Herstein, Wiley India Pvt. Ltd, New Delhi. 
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و   ۔15ئیاکا

 

 ٹ
 می
ی

 رکنیاں اور ام کی خصوصیات کثیرپر

(Primitive Polynomials and their Properties) 

زا اکائی

 

 
  کے اج

  تمہید   15.0

 مقاصد   15.1

و     15.2

 

 ٹ
 می
ی

 کثیر رکنی  پر

  ں کی چند مثالیں 15.2.1 

 

و  کثیر رک

 

 ٹ
 می
ی

 اور نظری ات پر

 ئجاکتسابی نتا   15.3

 الفاظکلیدی    15.4

 نمونہ امتحانی سوالات   15.5

  معروضی جوای ات کے حامل سوالات 15.5.1 

 مختصر جوای ات کے حامل سوالات 15.5.2 

 طویل جوای ات کے حامل سوالات 15.5.3 

ز    15.6

 

د مطالعے کے لیے تجوی  زی 

 

 کتابیںکردہ  م
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 (Introduction)تمہید15.0

و  کثر رکنی اور اس سے متعلق کئی مثالیں اور چند نظری ات کے ی ارے میں جانکاری حاصل کریں گے۔ اس اکائی میں 

 

 ٹ
 می
ی

 طلبا پر

 (Objectives)مقاصد15.1

 ہو جائیں گے کہ: س   آپ پر اس اکائی کے مکمل ہونے  
 
 اس قاب

زق کر سکیں  .1

 

  ں میں ف

 

و  کثیر رکنی اور دوسری کثیر رک

 

 ٹ
 می
ی

 ۔پر

و  کثیر رکنی   .2

 

 ٹ
 می
ی

  اورسکیںئل  ل  کر کے مساپر

  ں کے نظری ات کی مدد سے کچھ مسائل  ل   .3

 

و  کثیر رک

 

 ٹ
 می
ی

 کر سکیں ۔پر

و  کثیر رکنی 15.2

 

 ٹ
 می
ی

 (Primitive Polynomial) پر

  ں کی چند مثالیں اور نظری ات 15.2.1

 

و  کثیر رک

 

 ٹ
 می
ی

 پر

(and Theorems Examples of Primitive Polynomials) 

( ) تعریف: ای  کثیر رکنی            
و  کثیر رکنی کہلاتی ہے اگر [ ]          

 

 ٹ
 می
ی

 پر

      (             )    

 اعظم مشترک قاسم ہے۔       ہو، جہاں   

( )  ۔مثاك           
و  کثیر رکنی ہے، چوں کہ ای  

 

 ٹ
 می
ی

(     )      پر  ہے۔    

)  (Content of a Polynomial)اگرکثیر رکنی  کا کنٹینٹ   تعریف: )f x ، R x کی  غیر صفر کثیر رکنی   ہے ، 

     

 

)ت )f x           کا    سروں(Coefficients)         کیgcd        کو( )f x    کا    کنٹینٹ)  (Content   کہتے ہیں اور اسے

 ( )c f x          ا ی  c f      ز کرتے ہیں۔
 
 سے      ظاہ

کہ    ؤ بتلا  مثاك۔

2( ) 2 3 1f x x x    اور 
2( ) 2g x x   ز رکنی ہے۔

ث

 
 و  ک
ٹ

 

 می
ی

 کا  حاصل ضرب ای   پر

( ) دی ا  گیا ہے کہ     ل ۔ ( )  اور                    

  ( )  ( )  (        )(    ) 

                     

                  

) اور ). ( )f x g x کا     کنٹینٹ)  (content 

   . . 2,3,5,6,2 1c f g g c d  

( ). ( )f x g x  ز رکنی ہے۔

ث

 
 و  ک
ٹ

 

 می
ی

 پر

زض کرو کہ           مثاك۔

 

ف 3( ) 3 6 9f x x x x                    ہے۔ 



300 

 

     

 

ت   . . 3,6,9 3c f g c d                  رز کثیر رکنی
 ف
صٹ
ای   غیر  ( )f x R x  و 

ٹ

 

 می
ی

 Primitive)کثیر رکنی  پر

Polynomial) اگر  کہلاتی ہے  1c f         ہو۔ 

 

 کثیر رکنی)

 

 (Monic Polynomialموی

( ) ای  کثیر رکنی            
          [ ] (

 

کثیر رکنی کہلاتی ہے  ( monicموی

 ہو۔      اگر

و  ہوں گے۔ مثلاً  تمال  نوٹ:

 

 ٹ
 می
ی

 کثیر رکنیاں پر

 

( ) موی             
 ای  

 

ہے اور چوں کہ  کثیر رکنی موی

      (       )   ( )  اس  لیے     

 

و  کثیر رکنی بھی  ہوگا۔ اس کا معکوس درس

 

 ٹ
 می
ی

نہیں ہے اس کو ہم ذیل کی مثاك سے پر

 ہیں۔

 

 جام سکت

( )   مثاك۔            
 نہیں ہے  

 

و  ہے لیکن موی

 

 ٹ
 می
ی

 (       چوں کہ )پر

د 

 

ز کثیر رکنی)غیر تحویل ی   :(Irreducible Polynomialی 

( )  ای  کثیر رکنی تعریف: زھ کر 1ڈگری جس کی  [ ]  

 

د    ہے سے ی 

 

ز کہلاتی ہے اگرپر غیر تحویل ی   ی 

 ( )   ( )   ( ) 

( )  ( )  جہاں ، ہو  ہو۔   [ ]  

 ( ) ا     ( )                                          ی 

(( ) )   یعنی   ا     (( ) )    ی  ا ( ) ) ہوگا     میں مستقل ہے(۔  سے کوئی ای    ( ) ی 

( )   ۔1مثاك ز ہے اور پر   ، [ ]        دی 

 

ز ہے چوں کہ    غیر تحویل ی  دی 

 

 میں تحویل ی 

     (  √ )(  √ ) 

 ہے۔ [ ]   √  اور 

و  کثیر رکنی ہوگا  [ ]  نظریہ:

 

 ٹ
 می
ی

  ں کا حاصل ضرب بھی پر

 

و  کثیر رک

 

 ٹ
 می
ی

 ہے(UFDی  ا  )کے دو پر

زض کرو کہ 

 

 میں [ ] ثبوت۔ ف

 ( )            
        

 

( )      اور            
        

 

 ہیں۔     ،     جہاں  

   ہو      اگر 

 

( ) ، ت  کی   ،      

 
 

(( ) ( ) )       ہے اور یوت        ( ( ))     

و  کثیر رکنی ہے۔( ) ( ) اس لیے 

 

 ٹ
 می
ی

 بھی پر

  بھی     اسی طرح اگر 

 

و  ہو ( ) ( )  ہو ت

 

 ٹ
 می
ی

 ۔گاپر

زض کرو کہ

 

اہیں۔ ہمیں       ف

 

(( ) ( ) )      ہے کہ  بتلای  ہوگا۔   
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  ہم

 

 ہیں۔ ( ) ( )  ت

 

و  کہہ سکت

 

 ٹ
 می
ی

 کو پر

زض کرو کہ 

 

ز ضربی         کے سروں( ( ) ( )  (،Pف

 

 
و  ہے ( )  ہے چوں کہ(Factor)کا  ای  ج

 

 ٹ
 می
ی

، Pپر

  (           ) 

زض کرو کہکو تقسیم نہیں کر سکتا 

 

ل تقسیم ہے Pپہلا سر ہے جوکا ( ) ،     ہے۔ ف
 
اقاب

 

زض کرو کہ  سے ی

 

کا  ( )  ،    اور  اسی طرح  ف

 ۔ ہےنہیں ہو سکتا  سے تقسیم  Pپہلا سر ہے جو

 ہمیں معلول ہے کہ 

 ( ) ( )            
                   

 

 ہیں۔                                            ،        جہاں 

    میں  ( ) ( )  حاصل ضرب
 کا سر

                                                                

⁄    ہیں اس سابب سے  لیے گئے اور  جس طرح سے  ⁄    اور            

                           ⁄  

 ⁄                              اور 

 چوں کہ 

     ⁄ ⁄(( ) ( )  کے سر)          

ا ⁄   اس لیے  ⁄      ی 

اس  نہیں کر سکتا ہے۔ مفرد عدد تقسیم ای    (( ) ( )  کے سروں)       اس لیے کی تعریف کے خلاف ہے۔   اور   جو کہ 

 لیے

(( ) ( )  کے سروں)          

و  کثیر رکنی ہے۔ ( ) ( )  لیے اس

 

 ٹ
 می
ی

 پر

( )   ۔2مثاك          
,  ( ) و  کثیر رکنیاں ہیں اور ام کا حاصل ضرب  دو  [ ]       

 

 ٹ
 می
ی

 پر

 ( ) ( )                  
 

و  ہے اس لیے کہ 

 

 ٹ
 می
ی

(           )      بھی پر    

( )   ۔3مثاك          
,  ( ) (     )      یہاں  [ ]             اور    

      (     )    

و  کثیر رکنیاں ہیں اور   نوں دو( ) ( ) اس لیے 

 

 ٹ
 می
ی

 پر

 ( ) ( )  (        )(         )                            
 

(                 )          ںیہا    

و   ( ) ( ) اس لیے 

 

 ٹ
 می
ی

 ۔ہےکثیر رکنی پر

  :(Resultsنتیجے)
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زض کرو کہ .1

 

    ف

 

( )  ای  فیلڈ ہے ت ز ہوگا اگرپر  ، [ ]   دی 

 

  ( Root) یشہمیں ای  ر    کا ( )  تحویل ی 

( )  ہو یعنی  ہو۔   

2.  ( ) ز ہوگا  ، [ ]   دی 

 

(( ) )   )ہومیں    ،   یشہرکا ای    ( )  پرتحویل ی  ا     ۔(ہے  ی 

  (Gauss Lemmaس لیما)ؤگا

زض کرو کہ

 

( )  ف   [ ]   

 

و  کثیر رکنی ہے ت

 

 ٹ
 می
ی

ز ہوگا پر  ، ( ) ای  پر دی 

 

ز ہے( )    تحویل ی  دی 

 

 پر۔   تحویل ی 

( ) دی ا گیا ہے کہ ثبوت۔  و  کثیر رکنی ہے۔ [ ]  

 

 ٹ
 می
ی

 ای  پر

زض کرو کہ 

 

ز ہے۔ پر   ، ( ) ف دی 

 

 تحویل ی 

ا ہے کہ

 

ز ہوتحویل  بھیپر  ، ( )  ہمیں بتلای دی 

 

  ۔گای 

ز ہے۔ پر   ، ( ) چوں کہ  دی 

 

( )  ( ) تحویل ی    [ ] 

( ) اس طرح وجود رکھتے ہیں کہ    ( )  ( ) 

(( ) )    (( ) )    اور   ہے۔    

زض کرو کہ 

 

 ف

 ( )            
        

 

( )      اور            
        

 

  جہاں 
 ۔ہیں           

 ہیںکو ذیل کی شکل میں  ( )  ہم

 

ز کر سکت
 
 ظاہ

 ( )   ( )  ( )  
 

 
  ( )   ( )       

( )   ( )  اور   و  کثیر رکنی ہیں  [ ]  

 

 ٹ
 می
ی

 اس لیے ۔پر

…..(1)      ( )     ( )   ( ) 

و  ہیں اور ( )   ( )  چوں کہ

 

 ٹ
 می
ی

    ( )   پر

 

و  ہے۔ اگر دونوں جات

 

 ٹ
 می
ی

 لیں  تو حاصل ہوگا      پر

         

      

   ( )     ( )   ( ) 
       ( )     ( )   ( ) 

( )   ( )  جہاں  ز ہے۔پر    ، ( ) اس لیے  ہے۔ [ ]   دی 

 

 تحویل ی 

[ ] اور     (: چوں کہ Converseمعکوس)   [ ]  

ز ہیں   تمال کثیر رکنیاں جو  دی 

 

ز ہوں گی۔  میں تحویل ی  دی 

 

 میں بھی تحویل ی 

و  کثیر رکنی   (:Corollaryکورولری)

 

 ٹ
 می
ی

( ) اگر ای  پر     ریشہ کا  [ ]  

 

 میں ہی ہے۔  کا ریشہ  ( )  میں ہو ت

زض کرو کہ ثبوت۔

 

و  کثیر رکنی  α ف

 

 ٹ
 می
ی

  ہےمیں   کا ای  ریشہ  ( ) پر

 

 ۔ ت

 ( )  (   ) ( ) 
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(( ) )   اگر        

 

(( ) )   ہو ت αیہاں ہے      ( ) اور     ہے۔ [ ]  

ز ہے۔    ،( )  اس لیے دی 

 

 پر تحویل ی 

و  ہے ، گا  ( )  چوں کہ

 

 ٹ
 می
ی

ز ہے۔( ) پر     لیما کی مدد سے وس پر دی 

 

 اس لیے تحویل ی 

     ( )  (   ) ( ) 

( )  اور   ہے۔ [ ]  

( )  ای  کثیر رکنی  نوٹ: ز ہے اگر    ، [ ]   دی 

 

ز  ۔میں ہو   کا ای  ریشہ ( )  پر تحویل ی  دی 

 

ز  غیر تحویل ی 
 
پر    رکنیکثیر ہ

و  کثیر رکنی ہے۔

 

 ٹ
 می
ی

 پر

زض کرو         ۔1نتیجہ

 

)ف ), ( )f x g x ، x    و کے   دو 
ٹ

 

 می
ی

اس طرح                 کثیر رکنیاں    ہیں۔  اگر       پر

1ہیوں کہ  2( ) ( )c f x c g x                

 

1ت 2c c            اور( ) ( )f x g x    ہوں گے۔ 

زض کرو  کہ          ثبوت:

 

ف
0 1( ) ... ( 0)n

n nf x a a x a x a         

 

0    ت 1g.c.d( , ,... ) 1na a a                اور

0 1, ,... nt t t                     0اس      طرح ہیں کہ 0 1 1 ... 1n nt a t a t a      1نکہ            چیو 2( ) ( )c f x c g x 

2 1 0 1 1 1/ , ,... nc c a c a c a       اس      طرح    (                         ) 

       (                   )     

1طرح          اسی 2/c c 

1 2 2 1 1 2/ & /c c c c c c    

( ) ( )f x g x  

رز کثیر رکنی      ئیکو(1):نوٹ
 ف
صٹ
)بھی    غیر  )f x     رز اسکیلار     کو ای   غیر

 ف
صٹ

(Scalar)    و  اور ای 
ٹ

 

 می
ی

 کثیر رکنی پر

کہ     ں چوکے   حاصل ضرب میں لکھاجاسکتا ہے

 

( )f x

c f
 و  ہے اور         

ٹ

 

 می
ی

پر c f      رز اسکیلر غیرای
 ف
صٹ

     ہے۔

ز          (2)  زی 

 

ز غیر تحویل ی 
 
 و کثیر رکنی       (Irreducible)ہ

ٹ

 

 می
ی

 ۔ہےکثیر رکنی       پر

زض کرو            ۔2نتیجہ

 

ف ( )f x x       اور   deg ( ) 0f x n n  زض کرو       کہ

 

) ف )f x ،  x   کے   درجہ

' 'r  اور' 's        ں کا حاصل ضرب نہیں     ہے۔          والے  

 

کثیر رک 0 , 0 ,r n s n r s n            

 

)ت )f x ، 

 Q x کے   درجہ' 'r  اور' 's        ں کابھی حاصل ضرب نہیں     ہوسکتا۔     والے  

 

 کثیر رک

دی ا گیا ہے کہ         ثبوت: ( )f x x اور  deg ( )f x n   یہ بھی دی ا گیا ہے کہ x   کے   درجہ' 'r  اور' 's 

  ں کا 

 

)حاصل ضربکے دو   کثیر رک )f x نہیں     ہوسکتا ہے۔ 

ا ہے کہ  

 

)ہمیں بتلای ) ( ). ( )f x g x h x 

جہاں  ( ), ( )g x h x Q x درجہ' 'r  اور' 's   ں ہیں۔والے  

 

 کثیر رک
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1
0 0 0

1

( ) ( ), ( ) ( )
c

f x c f x g x g x
d

   

اور 

2
0

2

( ) ( )
c

h x h x
d

   0ہوں گے جہاں 0 0( ) , ( ) , ( )f x g x h x   x  کےPrimitive  ں  

 

کثیر رک

0 ہیں  اور  1 2 1 2, , , ,c c c d d  

  

 

ت

2
0

2

( )
c

h x
d

۔ 
1

0 0 0

1

( ) ( )
c

c f x g x
d

 

0 1 2 0 1 2 0 0( ) ( ) ( )c d d f x c c g x h x  

0گاوس لیما   کی مدد سے ہمیں معلول  ہے کہ   0( ) ( )g x h x  Primitive  ہے اور اوپر دے گی  نتیجہ  سے

0 1 2 1 2c d d c c    ہو گا۔ 

0 0 0( ) ( ) ( )f x g x h x  

جہاں 0 0( ) ( )g x h x x درجہ' 'r  اور' 's     ں ہیں۔کثیر رکنیاوالے 

 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )f x c f x c g x h x   

)س لیے  انہیں ہے  صحیحجو کہ  )f x  کے د رجہ [ ] کو' 'r  اور' 's     ں کے حاصل ضربوالے  

 

نہیں     لکھا جا  میں  کثیر رک

 سکتا  ہے۔

( )  ۔5مثاك   و  کثیر رکنی ہے اور  [ ]           
ٹ

 

 می
ی

( ) ای  پر کا      [ ]           

ز رکنی 

ث

 
 و  ک
ٹ

 

 می
ی

 چوں کہ  ہےنہیں  پر

 ( )       (     )    

( )       اور       (     )      

 چوں کہ

 ( )   (        )     ( ) 

( )  جہاں   و  کثیر رکنی ہے اس لیے یہ ممکن ہے کہ          
ٹ

 

 می
ی

 پر

 ( )     ( ) 

 و  کثیر رکنی ہے ( )  اور  
ٹ

 

 می
ی

 ۔پر

( ) اگر  نظریہ۔    UFD ای    ای  غیر صفر کثیر رکنی ہے جہاں  [ ]  

 

( ) ہے ت  ( )  ہوگا ، جہاں  ( )    

 و  کثیر رکنی اور 
ٹ

 

 می
ی

 ( )   پر

زض کرو کہ   ثبوت۔

 

( ) ف                 
زض کرو کہ  اورہے  

 

 ف

 ( )          (            ) 

  

 

ت
 

  
⁄    

              

 ( )               
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  (          
          ) 

    ( ) 

 و  کثیر رکنی ہے۔ ( )  اور 
ٹ

 

 می
ی

 ای  پر

 و  کثیر رکنی ہے، کی  [ ] ، ( )  ( ) اگر   نظریہ۔
ٹ

 

 می
ی

   UFDای    ای  پر

 

 و  کثیر رکنیاں ہوں  ( ) ، ( ) ت
ٹ

 

 می
ی

بھی پر

 گے۔

( )  ( ) دی ا گیا ہے کہ   ثبوت۔  و  کثیر رکنی ہے اور  [ ]  
ٹ

 

 می
ی

   UFDای    ای  پر

 

ای   (( )  ( ) ) ہے، ت

 

 
 

 ہے۔(Unit)یوت

     (   ) اس طرح ہوگا کہ    kای    

       ( ) ( )     

   ( )( ( )  )    

   ( )   ( 

 
 

 (ہے۔Unitای  یوت

 و  کثیر  رکنی  ہوگا۔   
ٹ

 

 می
ی

 ای   پر

 

 
 

 و  کثیر  رکنی  ہے۔   اسی طرح اگر یوت
ٹ

 

 می
ی

  ای   پر

   ( )  ( ) اس طرح اگر 

 

 و  کثیر رکنی ہو ت
ٹ

 

 می
ی

 و  کثیر رکنیاں ہوں گے۔ ( ) اور  ( ) ای  پر
ٹ

 

 می
ی

 بھی پر

 :(Results)نتیجے

ز  UFDای     اگر  .1
 
  ہ

 

( )  ہے ت ز عنصر ہوگا  [ ] ، [ ]   دی 

 

ز عنصر  ،    کا غیر تحویل ی  دی 

 

ا  کا غیر تحویل ی  ی 

 و  کثیر رکنی ہے۔ [ ] 
ٹ

 

 می
ی

ز پر دی 

 

 کی غیر تحویل ی 

( ) ہے اور  UFDای     اگر  .2   [ ]   

 

 و  کثیر رکنی ہے ت
ٹ

 

 می
ی

ز کے[ ]  کو یکتا طور پر ( ) ای  پر دی 

 

غیر تحویل ی 

 عناصر کے حاصل ضرب میں لکھا جا سکتا ہے۔

  ہے   UFDای     اگر   نظریہ۔

 

 ۔گاہو UFD  بھی [ ]  ت

زض کرو کہ ہے UFDای    دی ا گیا ہے کہ  ثبوت۔ 

 

( ) ۔ ف     [ ]  

 
 

( ) نہیں ہے اور  یوت جہاں  ( )    

 و  کثیر رکنی ہےای   ( )   اور ( )   
ٹ

 

 می
ی

 ۔پر

 اوپر دیے گئے نتیجہ کی مدد سے

  ( )    ( )    ( )   ( ) 

  کے [ ] یکتا طور پر 

 

ز عناصر کے حاصل ضرب میں لکھ سکت دی 

 

 ۔ہیں غیر تحویل ی 

ا   ، ہے UFDای    اور     چوں کہ  ہوگا ی 

 
 

ز           یوت
 
ز عنصر ہے۔  ،   جہاں ہ دی 

 

 کا غیر تحویل ی 

     اگر

 

 ہو ت

 
 

( )  یوت     ( ) 

 ( )     ( )    ( )   ( ) 
 (   ( ))    ( )   ( ) 

ز عناصر کے [ ] ،            اور  دی 

 

 ہیں۔ غیر تحویل ی 
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   اگر 

 
 

   نہیں ہے یوت

 

ز  اور چوں کہ          ت
 
ز عنصر ہے۔   ،   ہ دی 

 

ز کا غیر تحویل ی 
 
ز  [ ] ،   ہ دی 

 

کا بھی غیر تحویل ی 

( ) ۔ اس طرح عنصر ہوگا  ۔اس نظریہ کا ثبوت مکمل ہوگا ہوگا جس سے                

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 15.3

و  کثیر رکنی  اس 

 

 ٹ
 می
ی

، ام کی چند مثالوں کے ی ارے میں جانکاری حاصل کی ہوگی۔ نیز اس سے اکائی کو پڑھنےکے  بعد آپ نےپر

 ۔نظری ات کو جام کر چند مسائل  ل  کیے ہوں گے متعلق 

 (Keywords)کلیدی الفاظ15.4

و  کثیر رکنی ، گاوس لیما ، ریشہ کثیر رکنی، 

 

 ٹ
 می
ی

 پر

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 15.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوای ات کے حامل سوالات 15.5.1

و  کثیر رکنی  .1

 

 ٹ
 می
ی

 ۔ای  مثاك دوکی پر

و  کثیر رکنی  ہوگی .2

 

 ٹ
 می
ی

 کثیر رکنی پر

 

ز موی
 
 (T/F)       ۔ہ

و   .3

 

 ٹ
 می
ی

 ہے؟ذیل کی کوم سی کثیر رکنی پر

(A         
  (B         

  (C       
 (D نہیں ام میں سے کوئی بھی 

4.              
و  کثیر رکنی ہے[ ] ، 

 

 ٹ
 می
ی

 (T/F)    ۔میں پر

و  ہے لیکن[ ]          .5

 

 ٹ
 می
ی

ز ہے   پر دی 

 

 (T/F)    ۔میں غیر تحویل ی 

 (Short Answer Type Questions)سوالاتمختصر جوای ات کے حامل 15.5.2

و  کثیر رکنی ہوگاای  مثاك کے ذریعے بتلاو کہ  .1

 

 ٹ
 می
ی

  ں کا حاصل ضرب بھی پر

 

و  کثیررک

 

 ٹ
 می
ی

 ۔دو پر

و  کثیر رکنی کی تعریف  .2

 

 ٹ
 می
ی

 دو۔  اس کی دو مثالیں ۔ کرو پر

و  ہوتی ہے اور اس کا معکوس  .3

 

 ٹ
 می
ی

 کثیر رکنی پر

 

ز موی
 
 نہیں ہے۔بتلاو کہ ہ

 

 درس

  ذیل .4
 م
ی

 میں سے کوم سی کثیر رکنیاں پر

 

ی
  
ٹ

 و  ہیں:

i.           

ii.          

iii.           

 (Long Answer Type Questions)طویل جوای ات کے حامل سوالات15.5.3

 کرو .1

 

 
ات

ث

و  کثیر رکنی ہے ۔ ی

 

 ٹ
 می
ی

  ں کا حاصل ضرب بھی پر

 

و  کثیر رک

 

 ٹ
 می
ی

 کہ دو پر
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 کرو۔ .2

 

 
ات

ث

 گاوس لیما کو بیام اور ی

 جوای ات: 

 جوای ات   کے معروضی سوالات 15.5.1

2. T 

3. B) 

4. F 

5. F 

د مطا 15.6 زی 

 

ز کردہ کتابیںم

 

 (Suggested Books for Further Readings)لعے کے لیے تجوی 

1. Basic Abstract Algebra 2
nd

 Edition by P.B. Bhattacharya, S.K. Jain and S.R. Nagpaul, 

Cambridge University Press-  

2. Topics in Abstract Algebra 2
nd

 Edition by M.K. Sen, Shamik Ghosh and Mukho 

Padhyay University Press.   

3. Topics in Algebra, 2
nd

 Edition by I. N. Herstein, Wiley India Pvt. Ltd, New Delhi 
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ز  ۔16ئیاکا

 
 

زم اسٹین کی کسوٹی اور آئ ذئ 

 

 کثیر رکنیاں  غیر تحویل پ 

(Eisensteins Criteria and Irreducible Polynomials) 

زا اکائی

 

 
  کے اج

 تمہید   16.0

 مقاصد   16.1

ز    16.2 ذئ 

 

ز اور غیر تحویل پ  ذئ 

 

   ںکثیر رکنیاتحویل پ 

ز   16.3

 
 

  کا نظریہ م اسٹین کی کسوٹیآئ

ز   16.4

 
 

 کے مسائل م اسٹین کی کسوٹیآئ

 ئجاکتسابی نتا   16.5

 الفاظکلیدی    16.6

 نمونہ امتحانی سوالات   16.7

  معروضی جواب ات کے حامل سوالات 16.7.1 

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات 16.7.2 

 طویل جواب ات کے حامل سوالات 16.7.3 

ز    16.8

 

ذ مطالعے کے لیے تجوئ  زپ 

 

 کتابیںکردہ  م
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 (Introduction)تمہید16.0

ز     ،  ،  اس اکائی میں طلبا   ذئ 

 

واور کسی بھی میدام پر تحویل اور غیر تحویل پ   

 

ں کے ب ار  میں علوماتت حال  کرں   کثر رک

ز کو  حل کرں  گے۔ اس ااکائی میں طلبا  ںام  سے متعلق کئی مسئلو اور گے

 
 

 کر کے اس کی ین اسٹین کی کسوٹی کے نظریے کو آئ

ت

 
اب

 

مدد سے ب

ز  ہونے کا ثبوت د   کئی مسائل کو ذئ 

 

 ں  گے۔پر تحویل پ 

 (Objectives)مقاصد16.1

 ہو جائیں گے کہ  آپ پر اس اکائی کے مکمل ہونے  
 
ز کوم سی کثیر رکنی  کسی بھی میدام پر اس قاب ذئ 

 

غیر  کوم سی  اور تحویل پ 

ز  ذئ 

 

زہو سکتی ہےتحویل پ 

 
 

وں ین اسٹین کسوٹی کی مدد سے ، کی جانکاری حال  کر لیں گے۔ آئ  

 

ز غیرپر   کوکثر رک ذئ 

 

  سکیں ہے بتلا تحویل پ 

 ۔گے

ز کثیر رکنیاں 16.2 ذئ 

 

ز اور غیر تحویل پ  ذئ 

 

 (Reducible and Non-reducible Polynomials)تحویل پ 

ز کثیر رکنی: ذئ 

 

( ) ای  کثیر رکنی تحویل پ  ز  - ,   ذئ 

 

( )  ( ) دو کثیر رکنیاں  کہلاتی ہے اگرتحویل پ  اس  - ,  

 طرح ہوں کہ 

 ( )   ( )   ( ) 

(( )  ( ) )   اور     ۔ہو  

ز کثیر رکنی ذئ 

 

( ) ای  کثیر رکنی :غیر تحویل پ  ز غیر - ,   ذئ 

 

(( ) )    کہلاتی ہے اگرتحویل پ   اگر ہو اور    

 ( )   ( )   ( ) 

( )  ( ) جہاں      , - 

ا ( ) یعنی   میں سے کوئی ای  مستقل ہے۔( ) ب 

( )  مثاك ۔ ز  غیر پر  ، - ,        ذئ 

 

اور   ( √  )( √  )     ہے، چوں کہ تحویل پ 

ز ہوگا پر - ,  ،    نیز ، ہے   √  ذئ 

 

 - ,   √    √  اس لیے کہ  تحویل پ 

( )  مثاك۔ ز ہے  ، - ,        ذئ 

 

اور ہے   (  √  )(  √  )     چوں کہ  اور پرغیر  تحویل پ 

ز  پر   ،     ذئ 

 

 ہے۔تحویل پ 

( ) نوٹ:  ز ہو  ، - ,   ذئ 

 

ذب اك ہے ،- ,  〈( ) 〉  گاپرغیر  تحویل پ  ی اپ 

ط

 

غ

میں 

 , -

〈 ( )〉
 ۔ای  فیلڈ ہے   

( ) اگر  نظریہ:    αمیں ای  ریشہ   ،- ,  

ت

ز ہو  ، ( ) ہو ب ذئ 

 

 گاپر  تحویل پ 

( )  دب ا گیا ہے کہ   ثبوت۔ αاور - ,    کا ریشہ ہے۔ اس لیے ( )  ،   

 ( )    

( ) اتم لو کہ   ہے۔       

ی الگورتھم کی مدد سے 

 م
سی
ق

ت

ت

  

ت

( ) ب ( )  ( ) لیے   کے ( ) ،          اس طرح وجود رکھتے ہیں کہ  - ,  
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 ( )   ( ) ( )   ( ) 

( )  جہاں ا      (( ) )   ہوگا  ب      ( ( ))  ہے  

 اس لیے

    

  ( )   ( ) (   )   ( ) 
             ( )    

              [    ( ( )) ا   (( ) )    ب    ] 

   ( )   ( ) ( ) (( ) )   اور                                       (   )    

ز   ، ( ) اس لیے  ذئ 

 

 ہے۔ پر  تحویل پ 

ا     اگر  نظریہ: (( ) )    ب      

ت

( ) ہو ب ز ہوگا    ،- ,   ذئ 

 

 ۔میں ہو    ، α ای  ریشہکا ( )   پر  تحویل پ 

 اس نظریہ کا معکوس کا ثبوت اوپر دیے گئے نظریہ کا ثبوت ہے۔  ثبوت۔

زض کرو کہ 

 

( )  ف ا     اور  - ,   (( ) )    ب  ز ہے۔   ، ( )  ہے اور    ذئ 

 

 پر  تحویل پ 

 ( )    ( )    ( ) (( )   ( )  )   اور                                    ہے۔   

زض کرتے ہیں کہ

 

(( ) )    اگر ہم ف       

ت

 ب

 ( )    ( )    ( ) 
     (  ( ))       (  ( ))    

ا ( )  یعنی   ( )   کا ہے۔ اتم لو کہ  1میں سے کوئی ای  درجہ ( )   ب   ہے۔    اور        ، جہاں ہے     

……(*)                   ( )  (    )    ( ) 

                 

αاس طرح  α اور  ہوگا                  

                (α)  ( α   )    (α)    

ا ہےوجو،  αای  ریشہ میں     کا( ) 

ت

 ۔د رکھ

زض کرو کہ    نظریہ:

 

( ) ف            
         

 کثیر رکنی - ,        

 

ہے۔  ای  موی

αای  ریشہ کا ( ) اگر     ہو،    

ت

αب ہوگا  اور    

α
  

⁄
 (α ،  )ا ہے

ت

 ۔کو تقسیم کرب

( ) کہ  ہے دب ا گیا   ثبوت۔            
         

ای  ریشہ کا ( ) ر وہے ا - ,        

α  ۔ہے،    

ا ہے کہ 

 

 ہمیں بتلاب

(i) α  اور   

(ii) 

α
  

⁄ 
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زض کرو کہ 

 

  ف
 

 
(   )      ہے اور         

(α)  (ہے αای  ریشہ کا ( ) )چوں کہ     

         .
 

 
/    .

 

 
/
 

       .
 

 
/
   

  .
 

 
/
 

 

         

 

 
   

  

  
       

    

    
  (

  

  
) 

……(*)        
        

       
             

     .
  

 
/ 

  درر حیح  ددد ہے۔ اس لیےکی ب ائیں (*)

 
  

 
        

 ، اس لیےلیتے ہیں   

     

 

 
   

  

  
       

    

    
    

 

α αہے اور  ای  ریشہکا ( ) ،            

           نیز 
         

      
 ہے

        ⁄  

     α   ⁄  

 کثیر رکنی

 

ز موی
 
( )  اس طرح  ہ            

         
αای  ریشہ کا  - ,             ،

αگا  اور ہو   ⁄  

( ) مثاك۔  بتلاو کہ  ز ہے غیر پر  ، - ,          ذئ 

 

 ۔تحویل پ 

( )     حل۔ دب ا گیا ہے کہ          , - 

            (  )  (  ) 

 کثیر رکنی ہے ( )  یہ ب ات واضح ہے کہ

 

 ۔ای  موی

زض کرو کہ 

 

ز ہے۔  پر  ، ( ) ف ذئ 

 

  ای  ریشہ  تحویل پ 

ت

αب  اس طرح ہوگا کہ    

 (α)  α
 
 α      

 ہے ( ) چوں کہ 

 

α ای  ریشہ کا  ( )  مدد سے اگر اوپر دیے گئے نظریہ کی۔ موی      

ت

α ہو ب αہوگا اور       ⁄     

α اس لیے     

( ) اور     ،  (  )    

ارا یہ اتم لینا کہ 
 
ز ( ) یہ حیح  نہیں ہے۔ اس لیے ہ ذئ 

 

 ہوا ہےکثیر رکنی تحویل پ 

ت

 
اب

 

ز ہے۔پر  ، ( ) اس لیے  ۔غلط ب ذئ 

 

 غیر  تحویل پ 
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ذم اسٹین کی کسوٹی 16.3

  

  (Eisenstein’s Criteria)اپٓ

زض کرو کہ (:Statementبیام)

 

( )  ف            
         

          , - 

 اس طرح ہو کہ   ‘ ’P دددحیح   مفرد اگر ای        اور

      اور      ، ⁄                

(P   ،                 ،ا ہے

ت

  اور کو    ،   Pاور  کو تقسیم کرب
ا ہے نہیں  تقسیمکو   ،   

ت

 (کرب

   

ت

ز ہے۔پر  ، ( ) ب ذئ 

 

 غیر  تحویل پ 

( )  دب ا گیا ہے کہ ثبوت۔             
         

حیح   مفرد ای    ‘ ’Pاور  - ,          

 کہ  ددد اس طرح ہے

      اور      ، ⁄                

ا ہے کہ 

 

ز ہوگا( )  پر   ہمیں  بتلاب ذئ 

 

 ۔غیر  تحویل پ 

زض کرو کہ (*)……

 

ز ہے۔  پر  ، ( ) ف ذئ 

 

 تحویل پ 

 اس لیے 

 ( )            
               

 

 (          
       

 )(          
       

 ) 

  س لیما کی مدد سے ہم اتم لیں کہ گاؤ
  
   

 ہو۔        اس طرح ہیں کہ      اور   - ,     ، - ,    

                                         

           اور  ⁄         دب ا گیا ہے کہ

 :اس سے دو ب اتیں ممکن ہیں

ا      اور  ⁄     ⁄   اور         ب 

زض کرو کہ

 

 ہے۔    اور   ⁄   ف

 ہے ہوگا۔    اور                   چوں کہ

          پہلا سر ہے   اتم لو کہ
       

 
      کا کہ 

 ہے۔                              ہمیں علومل ہے کہ

 ہوگا۔      ہے       اور       چوں  کہ

     

 ہوگا جو کہ غلط ہے۔         اور

ز  اتنے تھے  کو، ( ) میں  (*)لیے ہوا کہ ہم یہ اس  ذئ 

 

 ۔تحویل پ 

ز ہے۔( )  پر  اس لیے  ذئ 

 

 غیر  تحویل پ 
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( ) بتلاؤ کہ ۔ 1مثاك ز ہے۔غیر پر  ، - ,        ذئ 

 

 تحویل پ 

 دب ا گیا ہے   حل۔

 ( )        , - 
            

 

 ہیں۔                اور 

ا ہے کہاس طرح       حیح  دددمفرد  ای  

ت

 وجود رکھ

             ⁄            اور           

 ہیں کہ 

ت

زین اسٹین کسوٹی کی مدد سے ہم کہہ سکت

 
 

( ) اس لیے آئ ز ہے۔ پر  ، - ,        ذئ 

 

 غیرتحویل پ 

( ) بتلاؤ کہ ۔ 2مثاك ز ہوگاغیر پر  ، - ,            ذئ 

 

 ۔تحویل پ 

( ) کہ دب ا گیا ہے   حل۔  ہے۔ - ,           

                 
 

 ہیں۔                       اس میں اور

 اس طرح ہے کہ      حیح  دددمفرد  ای  

                   ⁄             اور      

             اور  

ت

 ہیں کہ   ب

ت

زین اسٹین کسوٹی کی مدد سے ہم کہہ سکت

 
 

( ) آئ  پر  ، - ,           

ز ہے۔ ذئ 

 

 غیرتحویل پ 

ز ہوں گی غیر بتلاؤ کہ ذیل کی کثیر رکنیاں ۔1مسئلہ ذئ 

 

 :تحویل پ 

i.  ( )  پر  ، - ,                    

ii.  ( )  پر  ، - ,                 

iii.  ( )  پر  ، - ,             

iv.  ( )  پر  ، - ,          

v.  ( )  پر  ، - ,            

 حل۔

i. دب ا گیا ہے کہ  ( )  ہے،  - ,                    

 ہیں۔                            یہاں 

 اس طرح ہے کہ       حیح  دددمفرد   ای  

           ⁄                          اور        
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زین اسٹین کسوٹی کی مدد سے 

 
 

ز ہے۔ پر  ، ( ) اس لیے آئ ذئ 

 

وو کثیر  غیرتحویل پ 

 

 ٹ
 می
ی

رکنی ہے، اس لیے گاؤس لیما کی چوں کہ  پر

 ہیں

ت

ز ہے۔ پر  ، ( )  مدد سے ہم کہہ سکت ذئ 

 

 غیرتحویل پ 

ii. دب ا گیا ہے کہ ( )  ہے،  - ,                 

 ہیں۔                           یہاں 

ا اس طرح        حیح  ددد مفرد  ای  

ت

 ہے کہوجود رکھ

          ⁄                     اور       

زین اسٹین کسوٹی کیسے    کے لیے ( ) 

 
 

ز ہے۔ پر  ، ( )  پوری ہوتی ہے اس لیے آئ ذئ 

 

چوں  غیرتحویل پ 

 ہیں   ( )  کہ

ت

وو ہے، اس لیے گاؤس لیما کی مدد سے ہم کہہ سکت

 

 ٹ
 می
ی

ز ہوگا پر  ، ( ) پر ذئ 

 

 ۔بھی غیرتحویل پ 

iii. دب ا گیا ہے کہ  ( )  ہے،             

                  
 

 ہیں۔                      یہاں 

 ہے کہحیح  ددد  مفرد  ایسا ای     

          ⁄                          اور     

  اس طرح  
کی 

زین اسٹین کسوٹی 

 
 

رزائط  پوری ہوتی ہیں اور آئ

 

ش
ز ہوگا۔ پر  ، ( )   ذئ 

 

 غیرتحویل پ 

iv. دب ا گیا ہے کہ  ( )  ہے،  - ,          

                     
 

  ہیں۔                         یہاں 

ا ہے کہ    مفرد  حیح  ددد

ت

 اس طرح وجود رکھ

           ⁄                          اور        

  

ت

زین اسٹین کسوٹی کی ب

 
 

ز ہوگا۔ پر  ، ( )  مدد سے آئ ذئ 

 

 غیرتحویل پ 

v.  ہے دی گئی کثیر رکنی  

 ( )             , - 
                          

 

 ہیں۔                              یہاں 

 س طرح ہے کہ ا   حیح  ددد مفرد  ای  

             ⁄                           اور     

زین اسٹین کسوٹی کی 

 
 

( )  اور  تمال شرائط  پوری ہوئیں اس طرح  آئ ز ہوگا۔ پر  ،            ذئ 

 

 غیرتحویل پ 

( ) بتلاؤ کہ  ۔2مسئلہ ز ہے۔ پر   ، - ,            ذئ 

 

 غیر تحویل پ 

 دب ا گیا ہے کہ  حل۔
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 ( )          

(( ) )   اور   ۔ہے  

( ) ہمیں علومل ہے کہ اگر ا  2کا درجہ  - ,   ز ہوگا  ، ( ) ہو تو  3ب  ذئ 

 

( ) میں تحویل پ   میں ہوگا۔  ،  αکا ای  ریشہ 

            یہاں

 *             + 

 اس لیے

 ( )               

 ( )               

 ( )                

 ( )                

 ( )                

 ( )                 

 ( )                 

( )  اس لیے ں  نہیں ہے۔  کا کوئی بھی ریشہ ل ح اس طر ز ہے۔ غیر تحویل پر   ،             ذئ 

 

 پ 

( ) بتلاؤ کہ   ۔3مسئلہ ز ہے۔ پر  ، - ,          ذئ 

 

 غیر تحویل پ 

 دب ا گیا ہے کہ   حل۔

 ( )          , - 
                 

 

 کثیر رکنی ہے۔ ( )  یہ واضح ہے کہ

 

 ای  موی

زض کرو کہ (*)……

 

ز ہے۔ پر  ، ( ) ف ذئ 

 

 تحویل پ 

α اس لیے  (α)  اور     ہوگا۔          

 ہے اگر ( ) چوں کہ 

 

α موی   ای  معروف نظریہ کی مدد سے حال  ہے کا ای  ریشہ ہو ( ) ،    

ت

α ب  اور  

 
     ⁄ 

 α     

( )  کے لیے( )  (  ) اور                 (  )           

 کا ریشہ نہیں ہے۔( )  ،  اس لیے

ارا
 
ز اتننا   کو( )  مفروضہ یہ غلط بیام ہے اسی لیے ہ ذئ 

 

 غلط ہے۔  پر تحویل پ 

( ) اس لیے  ز ہے۔ پر  ، - ,          ذئ 

 

 غیر تحویل پ 

( )  حیح  ددد ہے اور مفرد  ای    اگر    ۔3مسئلہ               
  بتلاؤ کہ  

ت

غیر تحویل  پر  ، ( )  ہو ب

ز ہو ذئ 

 

 ۔گاپ 

( )   دب ا گیا ہے کہ   حل۔               
   مفرد  ای     اور 

ت

 حیح  ددد ہے، ب

 ( )    (   )  
(   )   

(   )   
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[     .

 

 
/      .

 

 
/        (

 

   
)  ] 

      .
 

 
/      .

 

 
/        (

 

   
) 

 (
 

   
)  (

 

   
)   (

 

   
)      .

 

 
/      .

 

 
/          

 

   
 (   )

  
  

 (   )(   )

  
               

 

ا ہے

ت

         ، اس کے تمال سروں کو تقسیم کرب

  

ت

زین اسٹینب

 
 

ز ہوگا۔ پر  ، ( )    سے یہ واضح ہے کہ کسوٹی  کی  آئ ذئ 

 

 غیرتحویل پ 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 16.5

ا ہے اور آپ نے پر مکمل کرنےاکائی کو  اس 

 

زق جاب

 

وں میں ف  

 

ز  کثیر رک ذئ 

 

ز اور غیر تحویل پ  ذئ 

 

زین اسٹین کی  کسوٹی  کی تحویل پ 

 
 

آئ

ز بتلاب ا ہوگامددسے کئی کثیر  ذئ 

 

وں کو غیر تحویل پ   

 

 ۔ رک

 (Keywords)کلیدی الفاظ16.6

ز  ذئ 

 

ز کثیر رکنی، تحویل پ  ذئ 

 

زین اسٹین کی  کسوٹی کثیر رکنی، غیر تحویل پ 

 
 

 آئ

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 16.7

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 16.7.1

1.  ( ) ز       ذئ 

 

 ہےتحویل پ 

(A    پر  (B    پر   (C    پر  (D  نہیںام میں سے کوئی بھی 

2.             
ز  پر     ، ذئ 

 

 (T/F)     ۔ہےتحویل پ 

( )  کے لیے  حیح  ددد مفرد  ای    .3 ز ہے پر    ہمیشہ       ذئ 

 

 (T/F)   ۔غیر تحویل پ 

4.  ( ) ز          ذئ 

 

 ہےتحویل پ 

(A  

 

وو   B)  موی

 

 ٹ
 می
ی

 نہیںام میں سے کوئی بھی  D)  دونوں  C)   پر

( ) ، α اگر  .5   ریشہ ہو کا - ,  

ت

(α)  ب  ہے۔            

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات16.7.2

( ) بتلاؤ کہ  .1 ز ہوگا۔ پر  ،          ذئ 

 

 غیر تحویل پ 

و .2  

 

ز پر   کی  ںذیل کی کثیر رک ذئ 

 

 :ی کی جانچ کروغیر تحویل پ 

a)               

b)         
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ز ہے پر  ، - ,      بتلاؤ کہ  .3 ذئ 

 

 ۔تحویل پ 

 (Long Answer Type Questions)طویل جواب ات کے حامل سوالات16.7.3

 کرو ۔گاؤس لیما کو بیام اور  .1

ت

 
اب

 

 ب

 کرو۔ .2

ت

 
اب

 

زین اسٹین کی  کسوٹی کو بیام اور ب

 
 

 آئ

 جواب ات: 

 معروضی سوالاتکے جواب ات  16.7.1

2. F 

3. T 

4. C 

ذ مطا 16.8 زپ 

 

ز کردہ کتابیںم

 

 (Suggested Books for Further Readings)لعے کے لیے تجوئ 

1. Basic Abstract Algebra 2
nd

 Edition by P.B. Bhattacharya, S.K. Jain and S.R. Nagpaul, 

Cambridge University Press-  

2. Topics in Abstract Algebra 2
nd

 Edition by M.K. Sen, Shamik Ghosh and Mukho 

Padhyay University Press.   

3. Topics in Algebra, 2
nd

 Edition by I. N. Herstein, Wiley India Pvt. Ltd, New Delhi 
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 ہدای ات:

ارتن ہے۔ تمام حصوں 

 

ر جواب کے لیے لفظوں کی تعداداش
 
یہ پرچہ سوالات تین حصوں پر مشتمل ہے: حصہ اول، حصہ دوم اور حصہ سوم۔ ہ

 لازمی ہے۔  سے سوالوں کا جواب دینا

ر سوال کا جواب  10حصہ اول میں  ۔1
 
ا/مختصر جواب والے سوالات ہیں۔ ہ

 

لازمی سوالات ہیں جو کہ معروضی سوالات/خالی جگہ پر کری

ر سوال کے لیے 
 
              نمبر مختص ہے۔ 1لازمی ہے۔ہ

 حصہ دوم میں آٹھ سوالات ہیں۔ اس میں سے طالب علم کو کوئی ی انچ سوالات کے جواب دینے ۔2

 
ب
 

ر سوال کا جواب قریب
 
 ہیں۔ ہ

ر سوال کے لیے 200
 
           مختص ہیں۔ اتنمبر 6لفظوں پر مشتمل ہے۔ ہ

  تینسوالات ہیں۔ اس میں سے طالب علم کو کوئی  ی انچم میں سوحصہ  ۔3

 
ب
 

ر سوال کا جواب قریب
 
سوالات کے جواب دینے ہیں۔ ہ

ر سوال کے لیے 500
 
            مختص ہیں۔ اتنمبر 10لفظوں پر مشتمل ہے۔ ہ

 حصہ اول

(i) گروپ کی تعریف کیجیے۔ 

(ii) ہم سٹس کی ای  مثال دیجیے۔ 

(iii) خارج قسمت گروپ کی تعریف کرو۔ 

(iv) ۔مبادلہ گروپ کی تعریف کرو 

(v) گروپ کے ہم مارفیت سے آپ کیا سمجھتے ہو؟ 

(vi) گرپ کی ی  مارفیت کی تعریف کرو۔ 

(vii) کی ای  مثال دیجیے 

 

 ۔رن

(viii) کی تعریف کیجیے 

 

 ۔کثیر رکنی رن

(ix) کی تعریف کیجیے۔ 

 

 گاؤسین صحیح اعداد کے رن

(x) و  کثیر رکنی کیا ہوتی ہے؟

 

 مٹ
ی

 پر

  نمونہ امتحانی پرچہ

 (الجبراری اضیات)

BSMM301CCT 

 تیسرا  سمسٹر((-سی بی۔ایس

ات:

 

ای

 
 

:         70ن

ت
ت

 گھنٹے3وق
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 حصہ دوم

2.  

 

بتلاؤ کہ س m ... 3 , 2 , ,0, ,2 ,3 ,...m m m m m m     جہاں m  ی گروپ ہے۔ ب
قلی ب

ت

ت

 ہے ای  

3. Factor Group
60

5
 معلوم کرو۔ (Order)کا رتبہ  

4. 
36

 گروپ  

ت
ت

9Hکے ت  کے تمام یبائیں ہم سٹس معلوم کرو۔ 

 ذیل کے کون سے مبادلے جفت ی ا طاق ہیں۔ .5

  

1 2 3 4 5 6 7

3 1 4 7 6 2 5

 
 
  

رض کرو کہ  .6

 

ف , .G   اور ,G     اگر:G G   کی تعریف اس طرح ہے کہ  10logxx   ب

ت

ت

 ی  مافیت ہے بتلاؤ کہ 

 گروپ  .7

ل

اہی سائک

 
ت

 ہوگا۔ isomorphicسے  nہو  o(a) = nہے اور اگر  generatedسے  ’a‘جو  Gم

 ۔معلوم کرو (Units)کے سارے یونٹس  14 .8

بتلاؤ کہ  .9  8 80,2,4,6   ہے۔ 

 

 ای  رن

 حصہ سوم

 کرو کہ  .01

ت

ب
ات

 

1ی {0,3}S   2اور {0,2,4}S  ،           کے تحت رنگس ہیں۔ 

 ہے جس کا  Rاگر  .00

 

ی رن ب
قلی ب

ت

ت

:ہے  Characteristic 2ای   R R  جس کی تعریف

2( )x x   ہو ای  ہم

 ۔مارفیت ہے

12. 4

54 [ ]x x   کے فیاکٹرس(factors) معلوم کرو۔ 

 کرو کہ 

ت

ب
ات

 

ی

4 3 2( ) 2 6 9 15f x x x x    ،Q ر ہے ذی 

 

 ۔پر غیرتحویل پ 

                          کثیر رکنیاں بتلاؤ کہ ذیل کی .13
اور

4 5 7( ) 12 30 12 5g x x x x    ،Q ر ہوں گے ذی 

 

 ۔ پر غیرتحویل پ 

14.  

 

/بتلاؤ کہ          رن , , , , .
a b

R a b c d
c d

   
     

   

     کا  

 

/س ,
0 0

p q
B p q

  
   

  
 ،R دای اں  کا

ذی ال ذی ال       (right ideal) اپ   نہیں ہے۔  (left ideal)ہے لیکن  یبای اں اپ 



 

320 

 

BSMM350CCP 

 

 لیب مینول

 الجبرا
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امہ

 

 تصدیق ن

 ہے جسے رڈیکاسی )تیسرا سمسٹر(  الجبرا کے تجرن اتی حصہ کے کام کا یہ اصلی ر تصدیق کی جاتی ہے کہ بیایس

 

____________________________________________________________

__ 

ژنل 

ی

 

 

ا اذٓاد ن

 

میں تعلیمی _______________________________اردو یونیورسٹی کے اسٹڈی سینٹرنے مولان

 سال 

 کے دوران تیار کیا۔___________ 

 

 

 

اریخ

 

           ن
ط

 

خ

 

ست

و نسلرد
ک
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 فہرس

 نمبر

ٹ
 

 صفحہ نمبر مضمون بلاک / یون

  گروپ تھیوری 5 –بلاک 

  مثالیں اور تحت گروپس –بنیادی خصوصیات  –گروپس  77 –اکائی 

  78 –اکائی 

ٹ

ارمل تحت گروپ  –کوس

 

 گروپس –ن

ٹ
 

 

ی

  کوش

ی گروپس 79 –اکائی 

کل

 

ئ

  مبادلہ گروپس اور سا

  مارفیت ہم مارفیت اور ی   02 –اکائی 

 تھیوری 6 –بلاک 

 

  رن

ژال دامنہ اور میدان –بنیادی خصوصیات  –رنگس  07 –اکائی 

  

  ان

دن ال  –تحت رنگس  00 –اکائی   رنگس –ای 

ٹ
 

 

ی

  کوش

 و  کثیر رکنیاں Fمیدان  02 –اکائی 
ی

ٹ

 مٹ
ی

 پر

 

  ں کی رن

 

  پر کثیر رک

ژ کثیر رکنیاں 02 –اکائی  دی 

 

 اسٹین کی کسوٹی اور غیر تحویل ی 

 

 

  آئ

  نمونہ امتحانی سوالات 
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 گروپ تھیوری 5 ۔بلاک 

میں  77 –کائی پر مشتمل ہے۔ جس میں گروپ سے متعلق تعریفات اور مسائل ہیں۔ ا 02سے  77ن انچواں بلاک اکائی  

ارمل تحت گروپ اور  78 –گروپ کے بنیادی خصوصیات، چند مثالیں اور تحت گروپ کے مسائل دیے گئے ہیں۔ اکائی 

 

، ن

ٹ

میں کوس

 گروپ 

ٹ
 

 

ی

 کے  کوش

کل

 

ئ

گروپ، ہم مارفیت اور ی  مارفیت کے  یتجرن اتی مسائل پیش کیے گئے ہیں۔ ن اقی دو اکائیوں میں مبادلہ گروپ، سا

  دیے گئے ہیں۔تجرن اتی مسائل

 

 بنیادی خصوصیات اور تحت گروپ –گروپس  ۔77اکائی

(Groups-Basic Properties and Subgroup) 

7772 Objective 

 کو بہتر بنانے کے لیے گروپس اور تحت گروپ کے مسائل پیش کیے گئے ہیں۔اس  

 

 اکائی میں طلباکی مسئلہ حل صلاح 

کے مختلف مسائل کو حل کرنے سے پہلے گروپ اور تحت گروپ کی بنیادی معلومات : اس حصے میں گروپس اور تحت گروپس  7777

 دی گئی ہیں۔

دس کا تقسیم کا الگارتھم 

ٹ

  (Euclids Division Algorithm)یوکلڈ

,اگر  0a b    یکتا صحیح اعداد  

 

q,ہو ن r  اس طرح وجود رکھتے ہیں کہa bq r   0اور r b ۔ 

   bاور  aاگر   نوٹ :

 

aمثبت ہوں ن bq r   0اور r b  ہوگا۔ 

0rاگر     

 

aہو ن bq  ہوگا اور‘b’  کوa  ژر

 
 

b/ر کہتے ہیں او (divisor)کا ڈوای a ژ کرتے ہیں۔
 
 سے ظاہ

0rاگر     

 

bہو ن a (b ،a۔)ہی ںہ ہوگا

 

ی
ژر 

 
 

 کا ڈوای

ژر 

 
 

ژین مشترک ڈوای

 

 (Greatest CommonDivisor)اعظم ی

a,اگر  b  اورd  ہے کہ اس طرح/d a  اور/d b   

 

 کہتے ہیں۔ common divisorکا  bاور  aکو  dن

  اور  common divisorکوئی  c کا  a,bاگر 

 

c/ہو ن d ہو بھی ،  

 

 Greatest Commonکا  bاور  aکو  d ن

Divisor کہتے ہیں۔ 

ژض کرو کہمثال : 

 

   b = 24اور  a = 18 ف

 

 3/6 ,2یہاں  6 ,3 ,2ہیں۔  common divisorکے  bاور  aن

g.c.d. (18, 24) = 6 
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   g.c.d (a,b) =1اگر  

 

 relatively primeصحیح اعداد ن ا  co-prime کادوسرے ای  کو bاور  aہو ن

integers کہتے ہیں۔ 

 : (Congruence)کانگروینس 

ٹ

ی اای
م
ھ

 

ی

 ماڈیولر ارِ

ژض کرو کہ 

 

a,ای  مقررہ مثبت صحیح عدد ہے اور  mف b   

 

کہتے ہیں۔ اگر  congruent mod mسے  bکو  ’a‘ن

/m a b سے ا moda b m ژ کرتے ہیں۔
 
 سے ظاہ

 (i) نوٹ :   mod modb a m a b m   

 (ii)  moda b m  اور modc d m 

   moda c b d m    

 اور   modac bd m 

Euler )تفاعل  - آئیلر   - Function) : 

nاگر     

 

ن 1n   کا آئیلر -  تفاعل جسے( )n ژ کرتے ہیں کی تعریف اس طرح کی گئی ہے۔سے
 
 ظاہ

=سے چھوٹے مثبت صحیح اعداد  n"وہ عدد ہے جتنے کے  ( )n ،n  سےrelatively prime ہونگے"۔ 

(1)نوٹ :  1  

 = 4(10)مثال : 

  arithmetic: ہم جانتے ہیں کہ  (Binary Operation)ثنائی عمل 

ی 

 

(Operations)میں چار بنیادی آپری   ،

  ،   اور   ہیں۔ ان کی مدد سے بہت سےOperations ' ہیں، جسے ہم 

 

ژ ' ،'' ،'کی تعریف کرسکت
 
' وغیرہ سے ظاہ

 کرتے ہیں۔

 : ای  عمل '  (Binary Operation)ثنائی عمل  تعریف

ٹ

ا ہے اگر پر ثنائی عمل کہلا S' کسی غیر خالی س

 

:ن S S S   

a,ہو۔ یعنی  b S a b S    ہو۔ 

  (i) مثالیں :

ٹ

a,' ای  ثنائی عمل ہے۔ چونکہ 'پر  Nطبعی اعداد کے س b a b    ہے۔ 

 (ii) ' ضرب بھی 'N گا۔پر ثنائی عمل ہو 

 (iii) ' 'N  پر ثنائی عمل نہیں ہے۔ چونکہ

1, 2

1 2 1

for  
 
    

 

  تعریف

ٹ

ا ہے اگرثنائی عمل ' G: گروپ : ای  غیر خالی س

 

 ' کے حوالے سے گروپ کہلان

(i) (Closure Law)بندشی کلیہ ,a b G a b G    

(ii) (Associative Law)ز  تلا     ,a b c a b c a b G       

eای   (iii) اکائی کا وجود G ا ہے کہ

 

 اس طرح وجود رکھ
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a e e a a a G      

 کی اکائی کہتے ہیں( Gکو  ’e‘)یہاں    

ژ  (iv) معکوس کا وجود
 
aہ G   کے لیے ایb G  ایسا ہوگا کہ 

   a b b a e    

کا معکوس کہتے ہیں اور اسے  aکو  bاور 

1a
ژ کرتے ہیں۔ 

 
 سے ظاہ

a, ان چار اصولوں کے علاوہ اگر b G a b b a     

 

ہو ن ,*G  کوabelian ی گروپ کہتے ہیں۔  
قلٹ ت

 

ئ

ا   گروپ ن 

مثال :  , ی گروپ۔  
قلٹ ت

 

ئ

 ای  

ا ہے۔7 نوٹ :

 

 ( گروپ کا اکائی عنصر یکتا ہون

 0 )a G  کے لیے

1a
ا ہے۔ 

 

 بھی یکتا ہون

مثال : بتلاؤ کہ  ... 6, 4, 2,0,2,4,6,...G     ، 2 n / n  ' جمع گروپ 

 

ن
 
 ی لٹ
ب

اہی ا

 
 

' کے عمل سے ای  لام

 ہوگا۔ 

حل : دن ا گیا ہے کہ  ... 6, 4, 2,0, 2, 4,6,...    2n / nG   

(i)  ژض کرو کہ

 

1بندشی کلیہ : ف 22 , 2x n y n G    ہیں جہاں
1 2,n n ۔ 

1 2 2 1 3 3 1 22 2 2( ) 2 ( )x y n n n n n G n n n           

,x y G x y G     

G ' بلحاظبند ہے۔ ' 

(ii)  ژض کرو کہ

 

1تلاز  کلیہ : ف 2 32 , 2 , 2x n y n z n G    

1 2 3( ) (2 2 ) 2x y z n n n      

1 2 32( ) 2n n n   

 1 2 32 ( ) 2n n n   

 1 2 32 ( 2 )n n n   

1 2 32 2( )n n n   

( )x y z   

  ( ) ( ) , ,x y z x y z x y z G        

(iii)  : 0اکائی کا وجود G  ژ
 
2xاس طرح ہے کہ ہ n G   کے لیےx o o x x    ہے۔ 

' 'G o  کی اکائی ہے۔ 
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(iv)  ژ
 
2xمعکوس کا وجود : ہ n G   2کے لیے( )x n G     ا ہے کہ

 

اس طرح وجود رکھ

( ) ( ) 0x x x x      

2( )x n    ،2x n G  کا معکوس ہے۔ 

1نیز  22 , 2x n y n G     کے لیےx y y x    ہوگا۔ اس لیے( , )G  ی گروپ ہے۔  
قلٹ ت

 

ئ

 ای  

اہی گروپس کے لیے کامپوزشن

 
 

 (Composition Table Method)طریقہ  ٹیبل کا  م

اگر  1 2 3, , ..... nS a a a a  اور 

ٹ

اہی س

 
 

   ’o‘ای  م

 

کے عناصر سے اسی کے عنصر کا حاصل ضرب  Sاس پر ای  ثنائی عمل ہے ن

 کہتے ہیں۔ Composition Tableلے کر ذیل سا ای  ٹیبل بناتے ہیں جسے 

دول(  )عمل کا ج 

o a
1
 a

2
 .. … … a

n
 

a
1
 a

1
oa

1
 a

1
oa

2
 

   

a
1
oa

n
 

a
2
 a

2
oa

1
 a

2
oa

2
 

   

a
2
oa

n
 

.. … … … … … 

 

… … … … … … 

 

… … … … … … 

 

a
n
 a

n
oa

1
 a

n
oa

2
 

   

a
n
oa

n
 

دول کے : اگر  شی کلیہبند  بند کہتے ہیں۔ ’o‘کو بلحاظ  Sمیں ہی ہوں تو ہم  S عناصرتمام حاصل ضرب ج 

,: اس کو ہم  تلاز  کلیہ ,a b c S   کے لیے   o o o oa b c a b c جانچ کے پورا کرتے ہیں۔ 

اپ رو  اکائی کا وجود

ٹ

ژ ہو روکسی بھی  (Top Row): اگر ن ژای  ia iaجس پرکے ی  1 i n   ہو توia e ،S کی اکائی ہوگی۔ 

دول سے اگر  معکوس کا وجود oi: عملی ج  j j ia a e a a e      

 

ہو ن

1

i ja a  ہوگا۔ 

  نیز سارے متعلقہ روس ا

 

ژ ہوں ن ژای  ی ہوگا اور  ’o‘وا کالمس ی   
قلٹ ت

 

ئ

(S, o) ی گروپ کہا جائے گا۔  
قلٹ ت

 

ئ

 کو 

 (Subgroup)تعریف : تحت گروپ 

گروپ  ,G  

ٹ

ا ہے اگر  H ،Gکا تحت س

 

کا تحت گروپ کہلان ,H د میں ای  گروپ ہو۔ اسے ہم خوH G  ژ کرتے
 
سے ظاہ

 ہیں۔



 

327 

 

 ہوگی۔ identityتمام تحت گروپ کی بھی  e’ identity‘گروپ کی  (1) نوٹ :

گروپ  Hاگر  (2)  ,G   

 

 کا تحت گروپ ہو ن

  
1

HH H

H H




 

 راو
1HH H  ہوگا۔ 

ژ گروپ  (3) 
 
ہ { },G e  کے ہمیشہ دو تحت گروپس ہونگے جو{ }H e  اورH G ہیں۔ 

مثال : گروپ  1, 1, ,G i i    کے لیے 1H   اور 1, 1H   ہیں۔ دو تحت گروپس 

 نظرن ات :

 تحت گروپ کی ضروری اور کافی شرط (7)

 (Necessary and Sufficient Condition for Subgroup) 

  – Gگروپ 

ٹ

1HHکا تحت گروپ ہوگا  H ،Gکا ای  غیرخالی س H   یعنی(

1 ,ab H a b H   ) 

(0)  

ٹ

اہی س

 
 

.کا تحت گروپ ہوگا  G، گروپ Hای  م ,ab H a b H   

گروپ  2Hاور  1Hاگر  (2) ,G   

 

1کے دو تحت گروپ ہیں ن 2H H  بھیG  گروپ ہے۔کی تحت 

 نمونہ تجرن ائی  سوال

ژض   کرو کہ   

 

ف 2,GL    ،2 2   ژس

 

 مای

a b

c d

 
 
 
 ہے جہاں            

ٹ

, کا  س , ,a b c d            0اورad bc    

 

 
ان

ی

ہیں۔ ن

ژس کے کرو کہ  بلحا

 

ضرب کے ظ مای 2,GL          ای   گروپ ہوگا۔ 

:    (Aim)مقصد   2, , .GL ا ہے۔

 

 کو گروپ بتان

 : (Procedure)طرز عمل  

   

ٹ

ے س

 

ی
 
گٹ
دئے   2,GL ژس   کے  ضرب  کے گروپ کے چا

 

ا اور بلحاظ مای

 

ا۔کی  پہچان کرن

 

 و ں کی  جانچ کرن
کلّی
 روں 

 ہے  

ٹ

دن ا گیا س 2, / , , , , 0
a b

GL a b c d ad bc
c d

  
     

  
 

ژض کرو کہ

 

ف

2 2

2 2

,
a b

B
c d

 
  
 

  3 2

3 3

2,
a b

C GL
c d

 
  
 

    

1 1

1 1

,
a b

A
c d

 
  
 

 جہاں   

1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3, , , , , , , , , , ,a b c d a b c d a b c d  ہیں۔ 

(i)   ی ہ
ّ
 (Closure law)بندشی کل

 , 2,A B GL             ،
1 1 1 1det( ) 0A a d b c    , 

2 2 2 2det( ) 0B a d b c   
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1 1 2 2

1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

a b a b
AB

c d c d

a a b c a b b d

c a d c c b d d

  
   
  

  
  

  

 

 اور ہمیں  معلوم ہے کہ 

 det( ) det .det 0AB A B  

 . 2,A B GL  

(ii)   ی ہ
ّ
 (Associative law)تلاز   کل

ژض کرو کہ

 

     ف

2 2

2 2

,
a b

B
c d

 
  
 

  3 2

3 3

2,
a b

C GL
c d

 
  
 

    

1 1

1 1

,
a b

A
c d

 
  
 

 ہیں۔  

                     

 

ن  3 21 1 2 2

3 31 1 2 2

.C .
a ba b a b

AB
c dc d c d

     
      

     
 

3 21 2 1 2 1 2 1 2

3 31 2 1 2 1 2 1 2

.
a ba a b c a b b d

c dc a d c c b d d

    
   

    
 

---  (I)   1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 1 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

a a a b c a a b c b d c a a b b c b a b d b d d

c a a d c a c b c d d c c a b d c b c b d d d d

      
  

      
 

  3 21 1 2 2

3 31 1 2 2

. .
a ba b a b

A BC
c dc d c d

     
      
     

  اسی طرح              

2 3 2 3 2 3 2 31 1

2 3 2 3 2 3 2 31 1

a a b c a b b da b

c a d c c b d dc d

   
   

   
 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

a a a b b c b c a b d c a a b a b d b c b b d d

c a a c b c d c a d d c c a b c b d d c b d d d

      
  

      
    ---  (II) 

(I), (II)    . . . .A B C A B C  

 اور

    det . . det .detA B C A BC 

     det . det .detA B C 

   det .det detA B C    
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 det .detAB C 

 det .AB C    

       , , , 2,AB C A BC A B C D GL    

" ."  ا ہے۔

 

ی ہ    کو پورا کرن
ّ
 تلاز   کل

(iii)      اکائی   کا    وجود(Existence of Identity) 

1aاگر  ہم         d             0اورb c         

 

 لیں  ن 
1 0

2,
0 1

I GL
 

  
 

ا ہے کہ  اس طرح و

 

 جود  رکھ

 2,
a b

A GL
c d

 
   

 
 

1 0
.

0 1

a b a b
A I A

c d c d

    
      
    

 

        اور

1 0
.

0 1

a b a b
I A A

c d c d

    
      
    

   

    

 

ن 2,A GL     ،AI IA A  ہوگا 

 det det .det 1.detIA I A A  

   اور det det .det det .1AI A I A  

   det det 0AI IA   

 
1 0

2, ,
0 1

GL I
 

  
 

 کی اکائی ہے۔ 

(iv)      معکوس   کا وجود(Existence of inverse) 

ژض کرو کہ

 

   ف 2,
a b

A GL
c d

 
  
 

ہے جہاں    det 0A ad bc  ہے۔ 

 
1

2,
d b

B GL
c aad bc

 
  

  
 

اس طرح             ہے کہ 

1
.

a b d b
A B

c d c aad bc

   
    

    
 

0 1 01
.

0 0 1

ad bc
A B

ad bcad bc

   
    

    
 

اور  اسی طرح             

1 0

0 1
BA

 
  
 

 ہوگا۔ 

 
1 0

2,
0 1

AB BA I GL
 

     
 
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)detاور  ) det detAB A B 

 1det( ) det detAB A A 

 
1

det det det 0A A I


   

ژ  
 
اس طرح              ہ 2,

a b
A GL

c d

 
  
 

کا ای       

1 d b
B

c aad bc

 
  

  
معکوس   2,GL ا ہے۔

 

 میں وجود رکھ

 , .G  ای  گروپ ہے۔ 

 عملی مسائل 17.2

 عملی  17.2.1

ٹ

مسئلہ : بتلاؤ کہ س m ... 3 , 2 , ,0, ,2 ,3 ,...m m m m m m     جہاں m   ہے

ی گروپ ہے۔ای    
قلٹ ت

 

ئ
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عملی مسئلہ : بتلاؤ کہ  17.2.2 2 /G n n   گروپ ہوگا۔ ـــــــــعمل 

 

ن
 
 ی لٹ
ب

 سے ای  ا
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 کرو کہ  777072

 

 
ان

ی

عملی مسئلہ : ن ,  ی گروپ ہوگا۔ دن ا گیا ہے کہ  
قلٹ ت

 

ئ

ای  

,a b a 1b a b    
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عملی مسئلہ : بتلاؤ کہ  17.2.4 2 / ,G a b a b   ' عملی گروپ ہوگا۔  
قلٹ ت

 

ئ

 ' سے ای  
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 کرو کہ  17.2.5

 

 
ان

ی

عملی مسئلہ : ن /G x x    عمل‘o’  کے تحت جس کی تعریف ہے

1
3

ab
aob a b G   ی گروپ ہوگا۔  

قلٹ ت

 

ئ

 ای  
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 کرو کہ  17.2.6

 

 
ان

ی

عملی مسئلہ : ن  70,1,2,...6G   گروپ ہے۔ 

 

ن
 
 ی لٹ
ب

 ای  ا
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عملی مسئلہ : بتلاؤ کہ  17.2.7  , / , , 0G a b a b a   ' عملo کے تحت جس کی تعریف ہے '

     , , ,a b o c d ac bc d   

ق

 

ئ

 ہے۔ نیز بتلاؤ کہ ای  غیر

 

ی رن  
لٹ ت  1, /H b b  اس کا تحت گروپ ہے۔ 
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 (i) عملی مسئلہ : بتلاؤ کہ 17.2.8 1 0,2,4H  

 (ii) اور    2 0,3H  

 6 6  1کے تحت گروپس ہیں۔ کیا 2H H کرو۔تحت گرو 

 

 پ ہے؟ وضاح
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ارمل تحت گروپس اور خارج قسمت گروپس –ہم سٹس  ۔78اکائی

 

 ن

(Cosets – Normal Subgroups and Quotient Groups) 

 مقصد 18.0

ارمل تحت گروپس اور خارج قسمت گروپس کے کئی مسائل کے ن ارے میں جانکاری حاصل 

 

اس اکائی میں طلباء ہم سٹس، ن

 کرکے انہیں حل کریں گے۔

 تعارف 18.1

ژض کرو کہ  

 

ف ,G  ای  گروپ ہے اورH  اسکا تحت گروپa G  

ٹ

کے لیے س /aH ah h H  کو G  میں

H کہیں گے او 

ٹ

ر کا ن ان اں ہم س /Ha ha h H   کوG  میںH  کہیں گے۔ واضح ہے کہ 

ٹ

aH,کا دان اں ہم س Ha G 

  کا عمل ' Gاگر 

 

' ہو ن /a H a h h H     اور /H a h a h H    ،H  کےG  میں ن ان اں اور دان اں ہم

 سٹس ہیں۔

a,کا تحت گروپ ہے اور  H ،Gنوٹ : اگر  b G   

 

ن   a bH ab H  اورaH ،Ha  ژ کرتے ہیں جتنے
 
اس عدد کو ظاہ

 میں عناصر ہوں۔ Haاور  aHکے 

مثال : گروپ  ,  کی   3 / ... 9, 6, 3, 0, 3, 6, 9, ...H n n      س کے ہم سٹس ای  تحت گروپ ہے اور ا

 ہیں۔

 

 

 

 

 

0

1 ... 8, 5, 2,1,4,7,10,...

2 ... 7, 4, 1,2,5,8,11,...

3 ... 6, 3,0,3,6,9,...

4 ... 5, 2,1,4,7,10,... 1

5 ... 4, 1,2,5,8,11,... 2

6 3

H H

H

H

H H

H H

H H

H H H

 

    

    

    

     

     

   

 

6اسی طرح  9 12.......H H H H       0ہیں اورH  ،1H  ،2H  ہی H کے مختلف ہم سٹس ہیں۔ 

مثال :               3 1 2 3 4 5 6, , , , , 1 , 1 2 , 1 3 , 2 3 , 1 2 3 , 1 3 2S f f f f f f  دلوں کے ضرب مبا

(Product of Permutations)  سے ای  گروپ ہے۔ اور    1 , 1 3H  ،3S  کا تحت گروپ اور ذیل کے سٹس

3S  میںH  کےleft cosets ہیں۔ 

 1 G  کے لیے             1 . 1 1 , 1 1,3 1 , 1,3H H   

                1 2 1 2 1 , 1 2 13 1 2 , 1,3 2H   



 

340 

 

              1 3 1 3 1 , 1 3 13 1 3H   

                23 2 3 1 , 2 3 13 2 3 , 1,2 3H   

 

   

   

1 2 3 2 3

1 3 2 1 2

H H

H H




 

 تحت گروپ کے خصوصیات

   G، گروپ Hاگر  (7)

 

hکا تحت گروپ ہو ن G  کے لیےHh hH H  ہوگا۔ 

(0) 1Ha Hb ab H   

1aH bH a b H   

   G، گروپ Hاگر  (2)

 

کے تمام دائیں ہم سٹس کے درمیان ای   Hکے تمام ن ائیں ہم سٹس اور  Hکا تحت گروپ ہے ن

bijection ہوگا۔ 

اہی گروپ اور  Gاگر  (2)

 
 

   Hای  م

 

:اس کا تحت گروپ ہو ن
G

G H
H

  وہ عدد ہے جتنے کہH  کےG  میں ہم سٹس

 ہیں۔

Lagrange : کا نظریہ 

اہی گروپ 

 
 

ژ تحت گروپ کا رتبہ  Gم
 
ا ہے۔ Gکے ہ

 

 کے رتبہ کو تقسیم کرن

تعریف : گروپ  ,G  کا ای  تحت گروپH  ارمل

 

ا ہے۔کہلا (Normal)ن

 

 ن

  

1xhx H x G h H      

 ن ا 

1x hx H x G h H      

Hx ن ا  xH x G   

 ن ا 

1xHx H 
    

x G  

 نظرن ات :

ارمل تحت G، گروپ Hای  تحت گروپ  (1)

 

  H گروپ ہے کا ن

ٹ

کے دو دائیں ہم سٹس کا حاصل ضرب بھی دان اں ہم س

 ہوگا۔

ارمل ہے۔ (2)

 

ژ تحت گروپ ن
 
ی گروپ کا ہ  

قلٹ ت

 

ئ

 

گروپ  (3) ,G  کا ایسا تحت گروپH کا  جسindex 2 ارمل ہوگا۔

 

 ہو ن

ارمل تحت گروپس کا تقاطع  (4)

 

ارمل ہوگا۔ (intersection)دو ن

 

 بھی ن
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 (Quotient Group / Factor Group)خارج قسمت گروپ ن ا فیاکٹر گروپ 

  Gگروپ  Hاگر  

ٹ

  س

 

ارمل تحت گروپ ہو ن

 

کا ای  ن / /G H Ha a G   بلحاظ 

ٹ

تمام دائیں ہم سٹس کا س

    , /Ha Hb Hab Ha Hb G H    ا کہتے ہیں۔  Factor Groupای  گروپ ہوگا جسے ہم خارج قسمت گروپ ن 

Heاس گروپ میں  H ،/G H کی اکائی ہے۔ 

 

ٹ

 : ہیں رزل

اہی ہے اور  Gاگر گروپ  (1)

 
 

   Hم

 

ارمل تحت گروپ ن

 

/ن
G

G H
H

 ہوگا۔ 

س ہوگا۔ (2)

 ی لٹ 
ب

س گروپ کا خارج قسمت گروپ بھی ا

 ی لٹ 
ب

 ا

 عملی مسائل 18.2

عملی مسئلہ : 18.2.1 1,3,5,7,6,11,13,15,19,21,23,25,27,29,31(32)U  گروپ کے تحت

گروپ  1,15H  کے تمام ہم سٹس معلوم کرو۔ 
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عملی مسائل : اگر (i)عملی مسئلہ : 18.2.2 1,11H  ،(30)U   

 

 گروپ ہو ن

 
 

کا ت

(30)U

H
 معلوم کرو۔ 

   (ii) Factor Group
60

5
 معلوم کرو۔ (Order)کا رتبہ  
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/کیا عملی مسئلہ : 18.2.3 , , , 0
0

a b
H a b d ad

d

  
    

  
 ، 2,GL ارمل تحت گروپ ہے؟

 

 کا ن
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18Hکے تحت گروپ  36عملی مسئلہ : 18.2.4  کے تمام ہم سٹس معلوم کرو۔ 
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 گروپ عملی مسئلہ : تحت 18.2.5  150,3,6,9,12H    کے لیے گروپ 15 15,   میں تمام ن ائیں ہم سٹس

 معلوم کرو۔ indexکا  Hمیں اس تحت گروپس  15معلوم کرو۔ نیز 
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  36عملی مسئلہ : 18.2.6

 
 

9Hگروپ  کے ت  کے تمام ن ائیں ہم سٹس معلوم کرو۔ 
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ی گروپس۔ 79اکائی  

کل

 

ئ

 مبادلہ گروپس اور سا

(Permutation Groups and Cyclic Groups) 

 مقصد 19.0

ی گروپ کے مسائل کو حل کریں گے۔

کل

 

ئ

 اس اکائی میں طلباء مبادلوں کے اور سا

 تعارف 19.1

 

ٹ

f:پر ایسا نقش ہے  S ای  مبادلہ ای  س S S  ژ1 – 1جو  ہے۔ اور ی 

f: مثال :    جس کی تعریف( ) 1f x x   پر ای  مبادلہ  ہو(Permutation) ہے۔ 

اگر  1 2 3, , ,... nS a a a a  ای  نقش  

 

f:ن S S  ژ ہو درجہ  1 – 1جو ا ہے۔ اور اسے  nاور ی 

 

والا مبادلہ کہلان

1 2

1 2

. . .

. . .

n

n

aa a
f

bb b

 
  
 

ژ کرتے ہیں جہاں  
 
1سے ظاہ 2, ,... nb b b S  اور

 n nb f a۔۔۔۔۔۔۔ 2 2b f a 1 1b f a  ہیں۔ 1 2 3, , , ... nS a a a a  پر دو مبادلے,f g  مساوی ہونگے

اگر    f a g a a S   ہو۔ 

اگر 

1 2

1 2

. . .

. . .

n

n

aa a
f

bb b

 
  
 

اور  

1 2

1 2

. . .

. . .

n

n

bb b
g

cc c

 
  
 

کوئی دو مبادلے   1 2 3, , ,... nS a a a a  ان کا ضرب  

 

پر ہوں ن

ا ہے۔ اس طرح د

 

ن ا جان

1 2

1 2

. . .

. . .

n

n

aa a
gof gf

cc c

 
   

 
 ۔

یہاں   ( ) g ( ) 1,2,3,...ni igf gof a f a i     

ٹ

ہے۔ اور س / :nS f f S S   ای  گروپ بنے گا دیے

nS!ضرب کے تحت۔ نیز گئے  n  اور

1 2

1 2

. . .

. . .

n

n

aa a
I

aa a

 
  
 

 ،nS ژک  پکی اکائی ہے۔ اس گرو

ٹ

کو مبادلہ گروپ ن ا سم

 گروپ کہتے ہیں۔

اگر  مثال : 1,2,3S    

 

 ہو ن

3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1
S

       
        

       
3اور ہے   3! 6S   

اگر  

1 2

1 2

. . .

. . .

n

n

n

aa a
f S

bb b

 
  
 

   

 

ہو ن

1 21

1 2

. . .

. . .

n

n

bb b
f

aa a

  
  
 

 ہوگا۔ 
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ی مبادلہ 

کل

 

ئ

 (Cyclic Permutation)سا

ژض کرو کہ 

 

ف 1 2 3, , ,... nS a a a a  ہے اور

2 11 3

3 12 4 1

. . . .

. . . .

k nk

k n

a a aa a a
f

a a aa a a





 
  
 

 ،S   پر ایPermutation 

 ہے۔

یہاں  n nf a a 1 1k kf a a   1kf a a  ۔۔۔۔۔۔ 2 3f a a 1 2f a a 

 مبادلہ ن ا  لطو kاس قسم کے مبادلے کو 

 

اسے کہتے ہیں۔  k – Cycleوالا سائک 1 2 3, , , ... ka a a a ژ کرتے ہیں۔
 
 – 2سے ظاہ

cycle  کو ٹرانسپوزشن(Transposition) کہتے ہیں۔ 

ژ مبادلے کو مختلف 
 
ژ  cyclesنوٹ : ہ

 
 ہیں اور ہ

 

ژ کرسکت
 
حاصل کے  transpositionکو  Cycleکے حاصل ضرب میں ظاہ

 ہیں۔میں ضرب 

 

 اس طرح لکھ سکت

1 2 1 1 1 1 2 1 2( .... ) ( ) ( ) ( )....( )n n n na a a a a a a a a a a  

مثال :  1,2,3,4,5,6,7,8,9S   پر
1 2 3 4 5 6 7 8 9

6 1 4 3 2 5 7 8 9
f

 
  
 

 جو ای  مبادلہ ہے 

     1 6 5 2 3 4 7 8 9f   ژ ہے۔ ژای  کے ی      1 2 1 5 1 6 3 4 8 9 ژ ہے۔ ژای   کے ی 

 ہے( ( اکائی7کہ ) ں)چو

  اور اق  مبادلیں(تعریف )جفت

 گروپ   تعریف

 

: ای  گروپ  (Cycle Group): سائک , .G  

کل

 

ئ

ا ہے اگر  یسا

 

aای  عنصر کہلان G  ا

 

اس طرح وجود رکھ

ژ 
 
xہے کہ ہ G  کے لیے

nx a n   اس ہوگا۔‘a’  

کل

 

ئ

Gکو  Gکہتے ہیں اور  generatorکا  Gگروپ  یکو سا a  سے

ژ کرتے ہیں۔
 
 ظاہ

گروپ مثال :  1, 1, ,G i i i i        اس گروپ کےi    اور–i دو جنریٹرس ہیں۔ 

 

کل

 

ئ

 چند خصوصیات  گروپس کی یسا

 گروپ ہے۔ (7)

 

ن
 
 ی لٹ
ب

 گروپ ا

 

ژ سائک
 
 ہ

(0)  

کل

 

ئ

Gگروپ  یاگر سا
   ’generator ‘aکا  

 

ہو ن

1a
Gبھی  

ہوگا۔ generatorکا  
 

ی ہے۔ (2)

کل

 

ئ

ژ تحت گروپ سا
 
ی گروپ کا ہ

کل

 

ئ

 سا

Gاگر  (2)
اہی گر 

 
 

وپ ہے ای  م
G n  اور اگرa G  اس طرح ہو کہ  o a n   

 

Gن
  

کل

 

ئ

گروپ ہوگا۔ یسا
 

Gاگر  (5) a  ی گروپ ہے اور

کل

 

ئ

ای  سا  o a n   

 

ن

ma  بھیG
ہوگا  generatorکا  

( ) 1g c d mn   

ی گروپ  (6)

کل

 

ئ

Gاگر سا a  کا رتبہ(Order)n   

 

Gہو ن
کے  

( )ngenerator گے جہاںں ہو ( )n ،

function Euler’s ہے۔ 
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 عملی مسائل 19.2

س میں لکھو: 19.2.1

کل

 

ئ

 عملی مسئلہ : ذیل میں دیے گئے ضربوں کو ذسجائنٹ سا

 (i)     132 567 261 45
  (ii) 

     136 1357 67 1234
 



 

351 
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 دلے جفت ن ا اق  ہیں۔عملی مسئلہ : ذیل کے کون سے مبا 19.2.2

 (i) 

1 2 3 4 5 6 7

3 1 4 7 6 2 5

 
 
 
   (ii) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 5 4 3 6 1 7 9 8

 
 
 
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1)عملی مسئلہ : اگر  19.2.3 2 3 4 5 6)f   ہو 

  بتلاؤ کہ 

 

ن

2 (2 4 6)(1 3 5)f   اور

3 (1 4)(2 5)(3 6)f 
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اس طرح ہیں کہ  6Sعملی مسئلہ : اگر  19.2.4

 

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

3 1 4 5 6 2 5 2 4 3 1 6
 

   
    
   

 

  

 

 ن

(i) 2   (ii) 

2009   (iii) 

2009  معلوم کرو۔ 
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عملی مسئلہ : بتلاؤ کہ  19.2.5 1,2,3,4,5,6 7G    گروپ ہے۔ اس کے تمام 

 

معلوم  generatorsای  سائک

 کرو۔

 



 

357 

 

ی گروپس کے کتنے  19.2.6

کل

 

ئ

 گے؟ں ہو generatorعملی مسئلہ : ذیل میں دیے گئے رتبہ والے سا

(i) 5  (ii) 15  (iii) 60 
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ماارفیت ۔02اکائی  
ی ک
 گروپ کی ہم مارفیت اور 

(Homomorphisms and Isomorphisms in Groups) 

 مقصد 20.0

ماارفیت کے مسائل کے ن ارے میں جانکاری حاصل کریں گے اور ان کے حل درن افت کریں گے۔اس اکائی میں طلباء ہم مارفیت ا
ی ک
 ور 

 تعارف 20.1

اگر  , .G  اور , .G  دو گروپس ہوں ای  تفاعل:f G G ،G  سےG  ا ہے اگر

 

میں ہم مارفیت کہلان

 . ( ). ( ) ,f a b f a f b a b G   ۔ اگرf  ژ
 
ژہم مارفیت  f  ہو تو (onto) ہ  (onto homomorphism)کو ی 

کہ  ںکہتے ہیں اور چو f G G  ہے۔G  کوG  کی ہم مارفی امیج(homomorphic image) ہم مارفیت  کہتے ہیں۔

:f G G  ہو مونومارفزم  1-1جو(monomorphism)  ا ہے اور وہ ہم مارفیت جو

 

میں جائے اسے  Gسے Gکہلان

endomorphism کہتے ہیں۔ 

 : (Isomorphism)مارفیت  تعریف : ی  

f:ہم مارفیت  ای   G G  اور  1-1جوonto  ماارفیت کہلاتی ہے۔ یہاں
ی ک
ہو  f G G  ہے اورG  کوG  ماار    فی امیج کہتے             کی

ی ک

ماارفیت ہیں۔ 
:ی ک on tof G G  کوG  پر آٹومارفزم(automorphism) کہتے ہیں۔ 

اگر مثال :  ,G    اور  1. 1 , .G   اور  دو گروپ ہیں :f G G کی گئی ہے۔ اس طرح  کی تعریف 

 (n  )جفت ہے( ) 1f n ،  (n  )اق  ہے( ) 1f n   

yاگر  G   

 

1yہو ن   ا 1yن    ہے۔ 

)ہو اس طرح کہ  nاگر ای   ) 1f n   ا )ن  ) 1f n  f ژتفاعل ہے۔  ی 

ژض کرو کہ 

 

ف 1 2,n n G  1۔ اگر 2,n n   

 

1دونوں جفت ہو ن 2( ) 1, ( ) 1f n f n   1اور 2n n  بھی جفت ہے۔

1 2 1 2( ) 1 1.1 ( ). ( )f n n f n f n     

1اگر  2,n n   

 

1اق  ہوں ن 2n n  1 اور جفت ہے 2( ) 1f n n    

 

ن

   1 2 1 2( ) 1 1 . 1 ( ). ( )f n n f n f n       

  بھی ہو اق   2nجفت اور  1nاسی طرح اگر 

 

1ن 2 1 2 1 2( ) ( ). ( ) ,f n n f n f n n n G   
 

 ہوگا

:f G G onto ہم مارفیت ہوگا۔ 
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 مسائلعملی  20.2

ژض کرو کہ  20.2.1

 

ف , .G   اور ,G     اگر:G G   کی تعریف اس طرح ہے کہ

  10logxx   بتلاؤ کہ  

 

 ی  مافیت ہے۔ ن
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ا 20.2.2

 
 

ژ لام
 
 کرو کہ ہ

 

 
ان

ی

 گروپ عملی مسئلہ : ن

 

 ہے۔ isomorphicسے  ہی سائک
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 گروپ  20.2.3

 

اہی سائک

 
 

ژ م
 
سے  nہو  o(a) = nہے اور اگر  generatedسے  ’a‘جو  Gعملی مسئلہ : ہ

isomorphic ہوگا۔ 
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عملی مسئلہ : بتلاؤ کہ  20.2.4  410U   اور  45U  
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:عملی مسئلہ : بتلاؤ کہ نقش  20.2.5 ,f    جس کی تعریف f a ib a ib   ہے ای  آٹو مارفزم ہے۔ 
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عملی مسئلہ : 20.2.6 ,   اور  0 , .o   گروپس ہیں۔ اگر  دو: , of   کی تعریف( ) xf x e 

 ای  ی  مارفیت ہے۔ fہو تو بتلاؤ کہ 
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6 ۔بلاک   

 02-07اس بلاک میں چار اکائیاں ہیں ) 

ٹ
 

ژا 07-(۔ طلباء یون

  

دامنہ اور فیلڈز کے تصورات کو  لمیں رنگس، ان

دمیں تحت 00-جانیں گے۔ اگلی اکائی  ، ای 

 

 ہم مارفیت  رن

 

کے مثالیں اور  (ring homomorphism)ن ال اور رن

 و  کثیر رکنی  02اور  02عملی مسائل دیے گئے ہیں۔ اگلی دو اکائیوں 
ی

ٹ

 مٹ
ی

اور  (Primitive Polynomial)میں طلباء پر

ژن اسٹین کی کسوٹی اور ان سے متعلق عملی مسائل کو حل کرسکیں گے۔

 
 

 آی

 

ژ ۔ 07اکائی  

  

، ان

 

 ال دامنہ اور فیلڈزرن

(Ring – Integral Domain & Fields) 

 مقصد 21.0

ژال دامنہ اور فیلڈز کے مسائل کو جانیں گے اور ان کا حل معلوم کریں گے۔ 

  

، ان

 

 اس اکائی میں طلباء رن

 (Introduction)تعارف  21.1

 

ٹ

 ای  ایسا غیرخالی س

 

 کی تعریف : رن

 

ا ہے۔  (.)اور  (+)ل  جو دو ثنائی اماہےRرن

 

 سے درج ذیل اصول کی تکمیل کرن

(I)  ,R  گروپ ہے۔ 

 

ن
 
 ی لٹ
ی ٹ

 ای  ا

(II)  , .R ای  نصف گروپ ہے۔ 

(III)  . . .a b c a b a c  ,a b 
 ،

 . . .a b c a c b c   

 کو 

 

اس رن , , .R  ژ کرتے ہیں۔
 
 سے بھی ظاہ

 

 

اس رن , , .R   ا ہو کہ  ’۱‘میں اگر ای  عنصر جسے ہم

 

ژ کرتے ہیں اس طرح وجود رکھ
 
1.سے ظاہ 1.a a a a R      

 

 ن

 , , .R   کہتے ہیں۔ اگر    ئیاکا   کو ہم  

 

کےساتھ  والا  رن , , .R     میں
 

. . ,a b b a a b R       ہو  توR     کو

commutative ring  کہتے  ہیں۔ 

 

ی  رن  
قلٹ ت

 

ئ

ا   ن 

:  7مثال  , ,.  ہے۔کے  ساتھ  ای   اکائی 

 

ی رن  
قلٹ ت

 

ئ

 

:  0مثال  , , . ، , ,.  اور , ,. ی رنگس  والا  بھی اکائی کے ساتھ  
قلٹ ت

 

ئ

(Commutative Rings with 

Unity) ہیں۔ 
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2:  2مثال  2  

ٹ

ژس والا س

 

مای 2 / , , ,
a b

M a b c d
c d

  
   

  
ژس کے جس کے عناصر صحیح اعداد ہوں  

 

جمع  مای

 ہے۔ اس کی اکائی کے ساتھ سے ای  اکائی  ’.‘ب اور ضر ’+‘

 

ی رن  
قلٹ ت

 

ئ

2غیر

1 0

0 1
I

 
  
 

 ہے۔ 

:  2مثال   0,1, 2, 1 , ,m m mm         ہے۔ 

 

 ای  رن

ژض کرو کہ  تعریف :

 

( ف

ٹ
 

)یون , , .R   ہے۔ ای  عنصر 

 

uای  رن R ،R  ا

 

 کہلان

ٹ
 

ہے اگر اس کا ضربی معکوس کا یون

(multiplicative reverse) R  ا ہو۔ یعنی ای

 

vمیں وجود رکھ R   1اس طرح ہوگا کہuv vu ۔ 

 : (Some Basic Properties of Rings)کچھ بنیادی خصوصیات   رنگس کی

(7)  

 

کسی رن , , .R   0میں, ,a b R کے لیے 

i7 0. .0 0a a  ہوگا۔ 

ii7 ( ) ( ) ( )a b a b ab     ہے۔ 

iii7 ( )( )a b ab   اور 

iv7 ( )a b c ab ac   ہوگا 

 

 

  (Boolean Ring)بولین رن

 

: ایسا رن , , .R  کہلا 

 

ژ بولین رن
 
ا ہے اگر ہ

 

aن R  کے لیے

2a a  

 

ہو۔ بولین رن

R  ژ
 
a,میں ہ b R  0کے لیےa a  ،0a b a b     اور. . ,a b b a a b R   ہوتے ہیں۔ 

0aای  عنصر :  (Zero Divisors) کا اسم صفر R  ،R  کا صفر کا اسم(zero divisor)  ا ہے اگر

 

کہلان

0b R   ا ہے کہ

 

.اس طرح وجود رکھ 0a b   ا .ن  0b a ہو۔ 

 :  7مثال 

 

رن  6 60,1, 2,3, 4,5R     62میں 3 0   63ہے اور 4 0   2,3اس لیے, 4 R ،R  کےzero 

divisors ہیں۔ 

:  0مثال   2 , , .M   کے لیے

1 0 0 0
0, 0

0 0 2 0
A B

   
      
   

ABور ہیں۔ ا  O  ہے۔ اس لیےA  اورB 

دونوں   2 , , .M   کےzero divisors ہیں۔ 

ژال دامنہ 

  

  (Integral Domain)ان

 

ی رن  
قلٹ ت

 

ئ

ژال دامنہ  zero divisorsجس میں  Dای  اکائی والی 

  

نہ ہوں ان

 کہلاتی ہے۔

مثال :  , ,.   ایIntegral Domain ہے۔ 

 رزلٹس :

 نہیں ہوں گے۔ zero divisorsای  فیلڈ کے  (7) 

ژال دامنہ ہے اور اس کا معکوس صحیح نہیں۔ (0)

  

ژ فیلڈ ان
 
 ہ
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ژال دامنہ  (2)

  

اہی ان

 
 

ژ م
 
 ہوگا۔ fieldہ

   prime numberای   pاگر  (2)

 

ہو ن 0,1,2,... 1p p pp      ایfield ہے۔ 

 عملی مسائل 0770

21.2.1 

 (i) 14  کے سارے یونٹس(Units) معلوم کرو 

(ii)  2 2M  کے تمامUnits معلوم کرو 
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21.2.2 

 (i) 3[ ]i  پر

2 2 0x x   کے تمام حل معلوم کرو اگر وجود رکھتے ہوں تو۔ 

 (ii) 14  پر

2 6 0x x   کے حل معلوم کرو۔ 
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بتلاؤ کہ  21.2.3  8 80,2,4,6   ہے۔ 

 

 ای  رن
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 کرو کہ  21.2.4

 

 
ان

ی

ن   2 2 / ,a b a b     ایfield  ہیں۔ ’.‘اور  ’+‘ہے جس کے ثنائی اعمل 
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بتلاؤ کہ  21.2.5  7 70,1,2,3,4,5,6     فیلڈ ہوگا۔ای 



 

373 

 

 اور ہم مارفیت ۔00اکائی  

 

دن ال، خارج قسمت رن ، ای 

 

 تحت رن

(Subrings – Ideals – Quotient Rings and Homomorphisms) 

 مقصد 22.0

دن ال اور خارج قسمت رنگس کے مختلف عملی مسائل کی مشق کریں ااس اکائی میں مو د کے مختصر تعارف کے بعد طلباء رنگس، ای 

 گے۔

 رفتعا  22.1

  

ٹ

 Sای  غیرخالی س

 

، رن , , .R   

 

کہلاتی ہے اگر  (subring)کی تحت رن , , .S ہو۔ 

 

 خود میں ای  رن

’0‘کا صفر عنصر  Rنوٹ :  S  کا بھیzero element گا۔ہو 

:  7مثال  2 /S n n   

ٹ

جفت صحیح اعداد کا س , , . ہے۔ 

 

 کی تحت رن

:  0مثال  , , . ، , , .  تحت رنگس ہے , , . کے۔ 

:  2مثال 

0
/ ,

0

p
S p q

q

  
   

  
 ،

2 ( ) / , , ,
a b

M a b c d
c d

  
   

  
 ہے۔ ’.‘اور  ’+‘بلحاظ کی  

 

 تحت رن

    (Gaussian) گاسین     : 2مثال 

 

صحیح اعداد کا رن [ ] / ,i a ib a b   ، , , . ہے۔ 

 

 کا تحت رن

 کی ضروری

 

 (Necessary and Sufficient Condition for Subrings)کافی شرط  اور  تحت رن

 ای  

ٹ

  Sغیرخالی س

 

کسی رن , , .R  ہوگا۔ 

 

 کا تحت رن

 (i) ,a b S a b S     (ii) ,a b I a b I    

   نظریہ :

 

کسی رن , , .R   دو تحت رنگس کا تقاطع بھیRہے۔کا تحت 

 

  رن

ا ضروری   نوٹ :

 

 ہون

 

 ہیں جسے  ہے۔ نہیں  دو تحت رنگس کا اتحاد کا تحت رن

 

ہم اس مثال کے ذریعہ جان سکت , , . کے 

 1 2 /S n n  ،

 

 2 3 /S n n   1دو تحت رنگس ہیں لیکن 2S S ، , , . نہیں ہے۔ چو 

 

کہ ں کا تحت رن

1 22,3 S S   1ہے لیکن 22 3 5 S S   ۔ 

  :  تعریفات

 

رن , , .R   

ٹ

دن ال  I ،Rکا ای  تحت س ا ہے اگر (left ideal)کا ن ان اں ای 

 

 کہلان

(i) ,a b I a b I     یعنی(I,+) ،(R,+) کا تحت گروپ ہے۔ 

(ii) ,r R s I   rs I 

I ،R  دن ال ا ہے اگر (right ideal)کا دان اں ای 

 

 کہلان

(i) ,a b I a b I    اور 
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(ii) ,r R s I   sr I 

I ،R  دن ال ا  (Ideal)کا ای 

 

 ہے اگرکہلان

(i) ,a b I a b I    اور 

(ii) ,r R s I   ,rs sr I 

کے لیے  nای  مثبت صحیح عدد مثال :  0, , 2 , 3 ,n n n n       ، , , .  کاideal ہے۔ 

   نوٹ :

 

ژ رن
 
ہ (0), ,.R    دن ا I = ں گے ہو  لکے ہمیشہ دو ای  0 دن ا improperانہیں  I = Rاور     کہتے ہیں۔ لای 

 رزلٹس :

دن ال ایسا ہے کہ  U ،Rاگر  (7) 1کا ای  ای  U   

 

Uن R ہوگا۔ 

دن ال نہیں ہوں گے۔ properکسی بھی فیلڈ کے  (0)  ای 

 ہے اور  Rاگر  (2)

 

ی رن  
قلٹ ت

 

ئ

aای   R  

 

ن /Ra ra r  ،R  دن ال ہے اور اسے ہم دن ال  Principalکا ای  ای 

ژ کرتے ہیں۔ (a)کہتے ہیں جسے 
 
 سے ظاہ

 

 

دن ال رن   (Principal Ideal Ring)پرنسپل ای 

 

ی رن  
قلٹ ت

 

ئ

   R: اکائی کے ساتھ والا 

 

دن ال ہو ن دن ال اگر پرنسپل ای  ژ ای 
 
کو  Rکا ہ

 کہتے ہیں۔پرنسپل

 

دن ال رن   ای 

 ہے۔ 7مثال 

 

دن ال رن ژ فیلڈ پرنسپل ای 
 
 : ہ

:  0مثال  , , . ہے۔ 

 

دن ال رن  ای  پرنسپل ای 

  تعریف

 

  (Quotient Ring): خارج قسمت رن

 

 .(Factor Ring)ن ا فیاکٹر رن

  Sاگر 

 

   Rرن

 

دن ال ہے ن کا ای  / /R S S x x   لحاظ بہ 

( ) ( ) ( )S x S y S x y      

( )( ) ( )S x S y S xy    

, /S x S y R S    

 ن ا  

 

 ہوگا جسے ہم خارج قسمت رن

 

 کہتے ہیں۔ Factor Ringای  رن

ی  I R) :  نوٹ  
قلٹ ت

 

ئ

/R S  ی ہوگا۔  
قلٹ ت

 

ئ

 بھی 

 (II R  اگر اکائی کے ساتھ ہو تو/R S بھی اکائی کے ساتھ ہوگا۔ 

دن ال    (Prime Ideal)پرائم ای 

 

ی رن  
قلٹ ت

 

ئ

دن ال  R: ای   دن ال کہلائے گا اگر  ’P‘کا ای  a,پرائم ای  b R لیے کےb P
ا   ن 

. ,ab P a P  ۔ 

دن ال  (3)مثال : ای  , , .  کاPrime دن ال ہے۔  ای 
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دن ال   (Maximal Ideal)عظیمی ای 

دن ال   )ای  ای  )M R  

 

دن ال  maximalکا  Rکسی رن ژ ای 
 
ا ہے اگر ہ

 

دن ال کہلان Uکے لیے  Uای  R ا U   ن  M 

M U R  ۔ 

دن ال    (3)اور  (2)مثال : پرنسپل ای 

 

رن , , .  کےmaximal دن ال ہیں۔  ای 

 نظرن ات : 

   Rاگر  (1)

 

 ہے ن

 

ی رن  
قلٹ ت

 

ئ

دن ال  Rاکائی والا  /Rپرائم ہوگا  Pکا کوئی ای  Pژال دامنہ ہے۔

  

 ای  ان

(2)  , , .  دن ال  ہو۔ generatedوہ کسی پرائم صحیح عدد سے  ہوگا  maximalکا ای 

(3)  

 

ی رن  
قلٹ ت

 

ئ

دیل  Rاکائی کے ساتھ والا  R/ہوگا  (maximal)عظیمی  Mکا ای  M  ای  فیلڈ ہے۔ 

 (Homomorphism)ہم مارفیت 

f:ای  تفاعل  R R ،R کی ہم مارفیتR  ا ہے اگر

 

اور  میں کہلان

( ) ( ) ( )f ab f a f b ژ اگر
 
  ہ

 

ژہم مارفیت   تفاعل ہو ن کہتے ہیں۔ یہاں  (onto homomorphism)کو ی 

( )f R R  ہوگا اورR  کوR فک امیج کہتے ہیں۔رکی ہوموما 

ماارفیت  اور ہم مارفیت ہو تو  onto، 1-1، اگر 
ی ک
 Isomorphicکا  Rکو  Rکہتے ہیں اور  (Isomorphism)کو 

Image کہتے ہیں۔ 

f:اگر  R R  ایisomorphism  کو آٹومارفزم  ہو تو(auto morphism) کہتے ہیں۔ 

 : (Properties of Homomorphism)ہم مارفیت کے خصوصیات 

:اگر  (1) R R   ای  ہم مارفیت ہو اور,oo 
   R    zeroکے  Rاور  

 

 عناصر ہوں ن

( )o o   

( ) ( )a a     

( ) ( ) ( ) ,a b a b a b R        

:اگر  (2) R R   ہم مارفیت 

 

   A  ،Rمیں ہو اور اگر  Rسے  Rای  رن

 

 ہو ن

 

)کا تحت رن )A ،R  

 

کا تحت رن

 ہوگا۔

:اگر  (3) ontoR R    

 

)ای  ہم مارفیت ہو ن )A ،R  دن ال ہوگا۔ دن ال  Rکا ای  ژ ای 
 
 کے لیے۔  Aکے ہ

 ہوگا۔ (4)

 

 کا ہم مارفی امیج رن

 

ژ رن
 
 ہ

 ہوگا۔ (5)

 

ی رن  
قلٹ ت

 

ئ

 کا ہم مارفی امیج 

 

ی رن  
قلٹ ت

 

ئ

 

 (Kernel of a Homomorphism):ہم مارفیت کا کرنل 

:اگر  R R    

 

ژ کرتے ہیں کی تعریف ہے۔ kerکا کرنل جسے ہم  ای  ہم مارفیت ہو ن
 
 سے ظاہ
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  ker / ( )K x x o      

 نظرن ات :

(1) ker ،R دن ال ہوگا۔  کا ای 

:ای  ہم مارفیت  (2) R R  گا ی  مارفیت ہو 

:اگر  (3) ontoR R   ای  ہم مارفیت ہے جس کا کرنلK   

 

 ۔ہو ن

 عملی مسائل 22.2

بتلاؤ کہ  22.2.1

p q

o r

 
 
 
 جہاں  

ٹ

ژسوں والا س

 

,مای ,p q r  ہو 2 ( ), ,M   ہے 

 

 ۔کی تحت رن
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 کرو کہ  22.2.2

 

 
ان

ی

1ن {0,3}S   2اور {0,2,4}S  ، کے تحت رنگس ہیں۔ 
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دن ال  اور 22.2.3  معلوم کرو۔ (Maximal ideals)کے تمام عظیمی ای 
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بتلاؤ کہ  22.2.4

 
2 1

x

x 
 ای  فیلڈ ہے۔ 
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دن ال معلوم کرو۔ (Maximal)کے تمام پرائم اور عظیمی  6 22.2.5  ای 
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 ہے جس کا  Rاگر  22.2.6

 

ی رن  
قلٹ ت

 

ئ

:ہے  Characteristic 2ای   R R  جس کی تعریف

2( )x x  

 ہو ای  ہم مارفیت ہے۔
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جس کی تعریف  بتلاؤ کہ  22.2.7 2 2 2 2a b a b a b       

 ہے۔ (Automorphism)ای  آٹومارفزم 
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22.2.8 (i)   اور سے (ii)   م کرو۔کے تمام ہم مارفیت معلو سے 
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 و  کثیر رکنیاں02 ۔اکائی 
ی

ٹ

 مٹ
ی

 اور پر

 

  ں کا رن

 

 کثیر رک

(Ring of Polynomial and Primitive Polynomials) 

 مقصد 23.0

 و  کثیر رکنیاں اور ان کے مختلف عملی مسائل  
ی

ٹ

 مٹ
ی

، پر

 

  ں کے رن

 

اس اکائی میں مواد کے مختلف تعارف کے بعد طلباء کثیر رک

 صل کرکے انہیں حل کریں گے۔کے ن ارے میں جانکاری حا

 تعارف  23.1

ژض کرو کہ  

 

 ہے۔ ای  کثیر رکنی  ف

 

ای  رن

2

0 1 2( ) ...... n

nf x a a x a x a x     جہاں

 Rپر کثیر رکنی کہلاتی ہے۔ (x)ای  متغیر ہے 

)یہاں   )f x  کا درجہn  0ہوگا اگرna  ہو۔ 

 اگر

2

0 1 2( ) ...... n

nf x a a x a x a x    

  

 

 

   Rکسی رن

 

 پر دو کثیر رکنیاں ہوں ن

  

 

2

0 0 0 1 1 0 0 2 1 1 2 0( ). ( ) ( ) ( ) ......f x g x a b a b a b x a b a b a b x       

  

ا ہے جسے  ’.‘اور  ’+‘اوپر دیے گئے 

 
 

 
 ب

 

 کہتے ہیں۔سے ای  رن

 

  ں کا رن

 

 ہم کثیر رک

]مثال :  ]x  

 

  ں کی رن

 

 پر ہے۔ ای  کثیر رک

 : نظرن ات

اگر  (1) , ,.F  متغیر  

 

  Fاور  x ای  فیلڈ ہو ن

ٹ

  ں کا س

 

]کے عددی سروں سے بننے والے تمام کثیر رک ]F x   ژال  ای

  

ان

 دامنہ ہے۔

(2) (Division Algorithm)  ژض کرو کہ

 

ف , ,.F   ای  فیلڈ ہے۔ دو کثیر رکنیاں ( ), ( ) 0f x g x F x  

)اس طرح وجود رکھتے ہیں کہ  کے لیے یکتا کثیر رکنیاں  ) ( ) ( ) ( )f x q x g x r x   جہاں

( ) 0r x  ا )deg ن  ( )) deg( ( ))r x g x ہے۔ 

aای  عنصر  (3) F ،( ) [ ]f x F x  کاzero  ن اroot  ہوگاx a  ،( )f x  کا فیاکٹر(Factor) ہو۔ 
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 و  کثیر رکنی 
ی

ٹ

 مٹ
ی

 : (Primitive Polynomial)تعریف : پر

 رکنی ای  کثیر 

2

0 1 2( ) ...... [ ]n

np x a a x a x a x x     ،(  و 
ی

ٹ

ٹ ی 
 م
ی

کثیر رکنی کہلاتی ہے اگر  (primitiveپر

0 1 2( , , ...... ) 1na a a a g.c.d ہو۔ 

مثال : 

2( ) 2 3 4 [ ]f x x x x    و  کثیر رکنی ہے چو 
ی

ٹ

 مٹ
ی

 ہے۔ g.c.d (2, 3, 4) = 1کہ ں ای  پر

 نوٹ :

(1)  

ٹ

 مٹ
ی

  ں کا حاصل ضرب بھی پر

 

 و  کثیر رک
ی

ٹ

 مٹ
ی

 و  کثیر رکنی ہے۔دو پر
ی

 

)مثال:  ) 5 7 [ ]g x x x   ،

2( ) 2 3 4f x x x  و  کثیر رکنیاں دو 
ی

ٹ

 مٹ
ی

 اور ہیں   پر

2 3( ). ( ) 14 31 43 20f x g x x x x    و  کثیر رکنی ہے۔ 
ی

ٹ

 مٹ
ی

 بھی پر

(2) F ای  فیلڈ اور[ ]F x   

 

 ہے ن

 

  ں کی رن

 

 ای  کثیر رک

i7 ( )f x ،F  ژ دی 

 

)اس طرح ہو کہ  Fہوگا اگر ای   (reducible)میں تحویل ی  ) 0f    ہو۔ یعنی

( ) ( ) ( )f x x g x   کسی( ) [ ]g x F x کے لیے۔ 

ii7  اگر( ) [ ]f x F x  ا  2کا درجہ    3ن 

 

Fہے  reducibleہو ن   کا ای   میںroot ۔گاہو 

مثال : 

2 3

6( ) 1 4 5 3 [ ]g x x x x x     ،  کا جمع اور حاصل ضرب معلوم کرو۔ نیز

( ) ( )f x g x  اور( ). ( )f x g x کا درجہ معلوم کرو۔ 

 حل : دن ا گیا ہے کہ

 

    اور

 

اس لیے
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 چوں کہ

  ،deg( ( )) 3g x 
 

اس لیے
 

   

 اور

  deg( ( ). ( )) 5 deg( ( )) deg( ( )) 6f x g x f x g x    

اگر میں مثال : 

4 3( ) 5 3 1f x x x    کو

2( ) 3 2 1g x x x   تو  یںسے تقسیم کرquotient  اور ن اقی

(remainder) معلوم کرو۔ 

 حل : دن ا گیا ہے کہ

4 3( ) 5 3 1f x x x   ، 

2( ) 3 2 1g x x x   7 اور {0,1,2,3,4,5,6} 

  

 

 2 4 3 2

4 3 2

3 2

3 2

2

2

3 2 1 5 3 1 4 3 6

5 1 4

______________

2 3 1

2 6 3

_____________

4 4 1

4 5 6

__________

6 2

x x x x x x

x x x

x x

x x x

x x

x x

x

     

 

 

 

 

 


 

 ہے۔اور ن اقی  کی قدر  quotientاس طرح 

)کے لیے مثال :  ) ( )f x g x ،( ) ( )f x g x  اور

deg( ( ) ( ))f x g x ،deg( ( ) ( ))f x g x معلوم کرو۔ 

 گیا ہے۔ حل : دن ا

  

2 3( ) 3 0 4 0f x x x x    

  اور

2 3( ) 2 0 0 1g x x x x     

  

 

)  ن ) ( )f x g x 

  

2 3

7 7 7

2 3

(3 2) 0 (4 0) (0 1)

5 4

x x

x x

      

  
 

  

3 2 5

7 7 7 7( ) ( ) (3 2) (3 1) (4 2) (4 1)f x g x x x x         
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3 2 5

2 3 5

6 3 4

6 3 4

x x x

x x x

   

   
 

)deg  اور ( ) ( ) 3f x g x  deg( ( ) ( ) 5f x g x  ہے۔ 

کو  اگر میں : مثال 

2( ) 2 3g x x x   صلتو حا یںسے تقسیم کر 

quotient  اور ن اقی(remainder) معلوم کرو۔ 

 حل : دن ا گیا ہے کہ

6 5 4 3 2( ) 3 0 0 4 3 2f x x x x x x x       ، 

2( ) 2 3g x x x   

  

 

 ن

  

2 6 5 4 3 2

6 5 4

5 4 3

5 4 3

4 3 2

4 3 2

3 2

3 2

2

2

2 3 3 0 0 4 3 2

2 0

_____________

3 0

2 3

____________

3 4

2 3

______________

0 3

2 3

_____________

2 0 2

2 4 6

_______________

4 4

x x x x x x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x

x x

x

       

 

 

 

 

 

 

 

  

  



 

 

 عملی مسائل 23.2

اگر میں  23.2.1

2( ) 2 3 5f x x x    اور   

 

)ہوں ن ). ( )f x g x ،

( ) ( )f x g x اور ان کے درجات معلوم کرو۔ 
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اگرمیں  23.2.2

2 3 4( ) 7 9 5 11 2f x x x x x      اور 

 کرو کہ

 

 
ان

ی

  ن

 

 ہوں ن

(i)deg( ( ) ( )) 4f x g x  اور 

(ii)deg( ( ). ( )) 7f x g x 
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اگر  23.2.3

4 3 2( ) 3 2 1f x x x x     اور

2( ) 4 2g x x x    5دو کثیر رکنیاں[ ]x   

 

میں ہوں ن

( )r x ،( )q x م کرو کہ معلوکی قدر اس طرح( ) ( ). ( ) ( )f x g x q x r x 
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23.2.4 

4

54 [ ]x x   کے فیاکٹرس(factors) معلوم کرو۔ 
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23.2.5 

4 3

53 2 4 [ ]x x x x     کےfactors معلوم کرو۔ 
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دیل کثیر رکنیاں 02 ۔اکائی 

 

ژن اسٹین کی کسوٹی اور غیر تحویل ی 

 
 

 آی

(Eisenstein’s Criteria and Irreducibility of Polynomials) 

 مقصد 24.0

  ں سے متعلق مسائل کو حل کریں گے۔ 

 

ژ کثیر رک دی 

 

ژن اسٹین کی کسوٹی اور غیرتحویل ی 

 
 

 اس اکائی میں طلبا آی

 تعارف 24.1

)ای  کثیر رکنی   ) [ ]f x F x  ژا ہے  1جس کا درجہ

ٹ

ژ  Fسے ی  دی 

 

ا ہے اگر  (irreducible)پر غیرتحویل ی 

 

کہلان

( ) ( ). ( )f x g x h x  ہو۔ جہاں( ), ( ) [ ]g x h x F x   

 

)degن ( )) 0g x   ا )degن  ( )) 0h x   ہوگا )یعنی( )g x  ا ن 

( )h x میں سے ای  مستقل ہوگا(۔ 

:  7مثال 

2 3 [ ]x x  ،  پرirreducible کہ ں ہے۔ چو

2 3 ( 3)( 3)x x x     3ہے اور   ہے۔

2 3x  ،  ژ دی 

 

 ہے۔ (reducible)پر تحویل ی 

:  0مثال 

2 5 [ ]x x  ، ژ ہے۔ چو دی 

 

کہ ں پر غیر تحویل ی 

2 5 ( 5 )( 5 )x x i x i     ہے۔

2 5x  ،  پر تحویل

ژ ہوگا۔ دی 

 

 ی 

 : رزلٹس

)اگر  (1 ) [ ]f x F x   

 

 و  ہے ن
ی

ٹ

 مٹ
ی

)پر  پر )f x  ژ ہوگا دی 

 

)تحویل ی  )f x ، ژ ہو۔ دی 

 

 پر تحویل ی 

2) 2 1

0 1 2 1( ) ...... [ ]n n

nf x a a x a x a x x x

        ایmonic   

 

)کثیر رکنی ہے ن )f x  میں ای   کا

root  ہوگا  اور/ oa۔ 

Eisenstein’s Criteria ژض کرو کہ

 

: ف

2 1

0 1 2 1( ) ...... [ ]n n

nf x a a x a x a x x x

       1اورn  

ا ہو کہ اس  p’ (prime number)‘ہے۔ اگر ای  پرائم عدد 

 

0طرح وجود رکھ 1 2 1/ , , ,...... np a a a a  ،np a  اور

2

op a   

 

)ن )f x ،Q  ژ پر دی 

 

 ہوگا۔ (irreducible)غیرتحویل ی 

: بتلاؤ کہ  7مثال 

2( ) 2f x x  ،Q  پرirreducible ہے۔ 

ہے حل : دن ا گیا

2 2( ) 2 2 0. 1.f x x x x       1یہاں 22, 0, 1oa a a     2میںp   اس طرح ہے کہ

12 / 2, 0op a a   ،22 1p a   اور

2 22 4 2p      

 

  کی کسوٹی کی مدد سے ہم کہہ Eisensteinن

 

سکت

 ہے۔  irreducibleپر  Qہیں کہ 
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 عملی مسائل 24.2

ژن اسٹین کی کسوٹی کی مدد سے بتلاؤ کہ عملی مسئلہ : 24.2.1

 
 

آی

5( ) 14 7 [ ]f x x x x    ،Q  دیل

 

پر غیرتحویل ی 

 ہوگا۔
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 کرو کہ  24.2.2

 

 
ان

ی

عملی مسئلہ : ن

4 3 2( ) 2 6 9 15f x x x x    ،Q ژ ہے۔ دی 

 

 پر غیرتحویل ی 



 

395 

 

بتلاؤ کہ عملی مسئلہ :  24.2.3

29 99 100( ) 6 8 72 18 7 [ ]f x x x x x x      ،Q ژ ہوگا۔ دی 

 

 پر غیرتحویل ی 
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 کثیر رکنیاں ذیل کی عملی مسئلہ : بتلاؤ کہ 24.2.4

اور  

4 5 7( ) 12 30 12 5g x x x x    ،Q  پر

ژ ہوں گے۔ دی 

 

 غیرتحویل ی 
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  نمونہ امتحانی پرچہ

 رن اضیات)لیب مینول(

BSMM350CCP 

 تیسرا  سمسٹر((-سی بی۔ایس

 :

 
 

 25کل نمبر:          Hrs 3وق

5                      ن انچ سوالات کے جواب دیجیے درج ذیل میں سے کوئی نوٹ: 7 35  

اگر      ۔ 1
6, S      اور 

1 2 3 4 5 6

3 1 4 5 6 2


 
  
 

1 2 3 4 5 6

5 2 4 3 1 6


 
  
 

   معلوم کرو:  

 

 ہوں ن

(i)   
2  

(ii)       

2009 

(iii)   2009 
 

ژ ض  کروکہ         ۔2

 

      ف ,G  aگروپ ہے      ی  ا     G  اور    ( ) 15O a    

 

ذیل میں دے گی      عناصر   کے   ن

 معلوم کرو۔ (orders)رتبے 

(i)  3 6 9 12, , ,a a a a 

(ii)   5 10,a a 

(iii)   2 4 8 14, , ,a a a a 

ا     اق    (even)  یل  کے کونسے مبادلے جفت  ذ .3  ہیں۔  (odd) ن 

(i)   1 3 5 

(ii)     1 3 5 6 

(iii)   1 3 5 6 7 

(iv)          1 3 1 2 4 1 5 2 

(v)        1 2 3 4 3 5 2 1 

ژض کرو کہ     ۔4 

 

ف 0 1 2 3 0 1 2 3/ , , ,G a a i a j a k a a a a     

,جہاں       ,i j k   ہیں کہ  اس طرح,ij ji k  2 2 2, 1i j k        , jk kj i   

ki ik j         1اورijk    اگر:G G G    ہے کہ  

 

 کی  تعریف  اس  طرح کی گ

   

       

0 1 2 3 0 1 2 3

0 0 1 1 2 2 3 3

a a i a j a k b b i b j b k

a b a b i a b j a b k

      

       
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  بتلاؤ کہ               

 

    ن ,G    ی   گروپ       ای  
قلٹ ت

 

ئ

(Abelian group)  ہوگا۔ 

ژض      کرو             کہ 57

 

ف , , ,R a b c d    اور ضرب (+)اور اس پر   جمع(x)سے حاصل کردہ   کیلی ٹیبل   ذیل میں دن ا گیا ہے۔ 

+ a b c d 

a a b c d 

b b a d c 

   c c d a b 

d d c b a 

  

x a b c d 

a a a a a 

b a b a b 

c a c a c 

d a d a d 

 ہے۔ ئیکہ یہ     بغیر اکا  ؤبتلا

 

ی  رن  
قلٹ ت

 

ئ

 کے  ای   غیر 

  ں کا جمع اور  حاصل ضرب معلوم کرو  ۔6

 

 کے کثیر رک

 

ے کثیر رکنی رن

 

ی
 
گٹ
  . دئے 

(i)     2

8( ) 4 5 , ( ) 2 4 2f x x g x x x Z x      

(ii)          2 2

6( ) 2 3 4 , ( ) 3 2 3f x x x g x x x Z x       

/             بتلاؤ کہ       (i) ۔7 , , , , .
a b

R a b c d
c d

   
     

   

           

ٹ

کا س

0
/ ,

0

p
A p q

q

  
   

  
 

دن ال          دن ال     ہے لیکن دان اں   (left ideal)ای    ن ان اں ای   نہیں ہے۔     (right ideal) ای 

(ii)    

 

/بتلاؤ کہ          رن , , , , .
a b

R a b c d
c d

   
     

   

     کا  

ٹ

/س ,
0 0

p q
B p q

  
   

  
 ،R کا 

دن ال دن ال       (right ideal) دان اں ای   نہیں ہے۔  (left ideal)ہے لیکن  ن ان اں ای 

 ۔8
6

دن ال معلوم کرو۔ دن ال  اور  عظیمی   ای   کے تمام     پرایم ای 

***** 

 


