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 پیغام

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی

 

زی جامعہ ہے جس1998(   MANUU)   مولای

 

 ای اے اے  نے  میں ی ارلیمنٹ کے ای  ایکٹ کے ذریعے قائم کی گئی۔ یہ ای  مرک

  سے  سی کی  

 

ڈجای

 

زوغ، )1)کے قیام کے مقاصد ہیں:  جامعہ  اس  ہے۔  کیا  حاصل   +A گری 

 

  2( اردو زی ان کا ف
 
( پیشہ ورانہ اور تکنیکی تعلی کو اردو میڈیم میں قاب

ا، )

 

ا، اور )3رسائی اور دستیاب بنای

 

زاہم کری

 

زی  ہیں جو  نکات  وہ  ( خواتین کی تعلی پر خصوصی توجہ دینا۔ یہ  4( روایتی اور فاصلاتی طریقۂ تعلی کے ذریعے تعلی ف

 

اس مرک

 بخشتے ہیں۔ قومی تعلیمی ی الیسی  

 

 
زی جامعات سے ممتاز کرتے ہیں اور اسے ای  انفرادی

 

میں بھی مادری زی انوں اور علاقائی زی انوں میں    2020جامعہ کو دیگر تمام مرک

 تعلی حاصل کرنے پر زور دی ا گیا ہے۔ 

 رسائی آسان بنائی جائے۔  

 

و م اور مضامین ی
عل
زوغ کا مقصد یہی ہےکہ اردو جاننے والے طبقے کےلیے عصری 

 

 اردو ای   اردو کے ذریعے علم کے ف

 

طویل عرصے ی

ز سمسٹر کے ساتھ  350میں درسی مواد کی کمی رہی ہے۔ اردو یونیورسٹی کے ی اس اب اردو میں 
 
 اس تعداد میں اضافہ ہورہا ہے۔  سے زی ادہ کتابوں کا ذخیرہ موجود ہے اور ہ

زاہم کرنے کے قومی مشن کا حصہ بننے کو اپنے لیے ای  اعزاز سمجھتی ہے۔    2020اردو یونیورسٹی ای ای پی  

 

کے وژن کے مطابق مادری/گھریلو زی ان میں تعلیمی مواد ف

ز معلومات کے موجودہ

 

ب ڈ  ڈی  ج  اور  اُبھرتے شعبوں    نئے 
عدم دستیابی کے س  کی  اردو میں مطالعہ کے مواد  والا طبقہ  اردو بولنے  کہ  یہ  ڈ  زی 

 

زی    م

 

ب ازہ 

 

ی میدانوں میں 

 حصولِ معلومات کا نیا شعور بید

 

ار ہوا ہے جو یقیناً اردو داں معلومات و اطلاعات کے حصول سے محروم نہیں رہے گا۔ مذکورہ ی الا میدانوں میں مواد کی دستیابی کی بدول

ز انداز ہوگا۔  

 

زقی پر اب

 

 طبقے کی دانشورانہ ب

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن

 

ی

 

ٹ
س

اردو اور متعلقہ   (CDOE)فاصلاتی اور آن لائن طلبہ کے لیے تعلی و تدریس کے عمل کو سہل بنانے کے لیے یونیورسٹی کا سینٹر فار ڈ

ا ہے۔  SLMخود اکتسابی مواد )  میں  مضامین

 

 ( کی تیاری کو یقینی بنای

MANUUاور آن لائن لرننگ کے طلبہ کے لیے ا ہے۔ یہ SLM فاصلاتی 

 

زاہم کری

 

ف ردو کے ذریعے علم حاصل کرنے میں دلچسپی رکھنے  اُ   مواد   بلا معاوضہ 

ز  والے  
 
کےلیے  ہ ام  شخص 

 

ی زائے  رسائی  ب   

 

ی تعلی  ہے۔  دستیاب  پر  سےقیمت  مقصد  کے  پھیلانے  ڈ  زی 

 

م کو  زے 

 

داب زی/عربی  کے 

 

اردو/ہندی/انگرب   ،

 eSLMمیں

 
 

  سای
 
 ہے۔رکھا گیا  مفت ڈاؤن لوڈ کے لیے دستیاب پر  یونیورسٹی کی وی

 

 

 کے مکمل تعاون کی بدول

 

ن
 
فی

 

صن
م

 کا عمل   FYUG مجھے بے حد خوشی ہے کہ متعلقہ فیکلٹی کی محنت اور 

 

اع

 

بی۔اے، بی۔ایس سی اور بی۔کام کی کتابوں کی اش

 کے لیے خود  

 

زے پیمانے پر شروع ہو گیا ہے۔ فاصلاتی اور آن لائن لرننگ کے طلبہ کی سہول

 

 کا عمل یونیورسٹی کے   (SLM) موادبی  اکتساب 

 

اع

 

کی تیاری اور اش

ا ہے۔ مجھے یقین ہے کہ ہم اپنے خود تعلیمی مواد کے ذریعے اردو جاننے  

 

زے طبقے  لیے اہمیت رکھ

 

 ہوں گے اور اس  والے ای  ب 
 
کی ضروری ات کو پورا کرنے کے قاب

ز ٹھہرا سکیں گے۔ قیام یونیورسٹی کے مقصدِ

 
 

 کو پورا کریں گے اور اپنے ملک میں اپنی موجودگی کو جاب

 !نیک تمناؤں کے ساتھ

 پروفیسر سید عین الحس 

 شیخ الجامعہ، مانو 

  



 پیغام
زی تعداد میں

 

ا ہے اور ب 

 

ز اور مفید طریقۂ تعلی کے طور پر تسلیم کیا جای

 

 مؤب

 

 
 لوگ اس طریقۂ تعلی سے فائدہ اٹھا  موجودہ دور میں فاصلاتی تعلی کو دنیا بھر میں ای  نہای

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی نے بھی اردو زی ان بولنے والے عوام کی تعلیمی ضروری ات کو مدنظر رکھتے ہوئے اپنے قیام کے

 

 سے ہی فاصلاتی تعلی کا    رہے ہیں۔ مولای

 
 

وق

اردو یونیورسٹی نے   آزاد نیشنل  ا 

 

س ایجوکیشن  1998طریقہ متعارف کرای ا۔ مولای

 

ی

 

ٹ
س

ڈ  آف 

 
 
زیکٹوری

 

ڈاب ِ فاصلاتی تعلی(  میں 

 

کا  کے ساتھ    )نظام اور  کام  آغاز کیا 

 سے ی اقاعدہ پروگرام شروع ہوئے، اس کے بعد مختلف شعبہ جات قائم کیے گئے۔  2004

س لرننگ

 

ی

 

ٹ
س

ڈ اینڈ  اوپن  ادا کیا ہے۔  اہم کردار  ای   ز طور پر منظم کرنے میں 

 

کو مؤب والے مختلف  (ODL)یو جی سی نے ملک میں نظام تعلی  موڈ کے تحت چلنے 

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن

 

ی

 

ٹ
س

اور  -منظور شدہ ہیں۔ یو جی سی  ڈی ای بی کے -میں چل رہے ہیں، یو جی سی(CDOE)پروگرام، جو سینٹر فار ڈ ڈی ای بی نے فاصلاتی 

والے طلبہ   اکہ فاصلاتی تعلی حاصل کرنے 

 

ی دی ا ہے  زور  پر  کو ہم آہنگ کرنے  اردو  کے معیار  ی اقاعدہ تعلی کے نصاب  آزاد نیشنل  ا 

 

مولای بنای ا جاسکے۔ چونکہ  کو بہتر 

زے طرز )یونیورسٹی ای   
 
ہ
ُ
زاہم کرتی ہے، اس لیے اپنے مقاصد کو یو جی سییونیورسٹی ہے جو فاصلاتی اور روایتی دونوں طریقۂ(کی ڈوئ موڈد

 

ڈمات ف

 

ڈی ای  - تعلی کی ج

لیے   کے  کرنے  حاصل  مطابق  کے  خطوط  رہنما  کے  نے  بی  سسٹماس  ڈٹ 

 

کری  بیسڈ  گیا  (CBCS)چوائس  کرای ا  کا متعارف   Self)مواد  اکتسابیخود    جس 

Learning Materials)   زیم کے مطابق

 

ڈٹ ف

 

 ۔ چکا ہےنئے سرے سے تیار کیے جایو جی سی کےقوانین  اور کری 

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن

 

ی

 

ٹ
س

امل ہیں۔  19کل انیس )(CDOE)سینٹر فار ڈ

 

ڈ، ڈپلوم اور سرٹیفکیٹ پروگرام ش

 

ا ہے جن میں یو جی، پی جی، بی ای 

 

( پروگرام پیش کری

او ای نے جولائی   کے مطابق چار سالہ یو جی    2020-ای ای پیسے    2025اس کے ساتھ ساتھ تکنیکی مہارتوں پر مبنی پروگرام بھی شروع کیے جا رہے ہیں۔ سی ڈی 

زائن کیا گیا ہے  کے آنرز پروگراموں  پروگرام کا آغاز کیا ہے۔ بی اے، بی ایس سی اور بی کام  

 

طلبہ کو آنرز ڈگری حاصل کرنے میں  جس سے  کو ای سی ایف کے مطابق ڈب 

 سے ایم بی اے پروگرام او ڈی ایل موڈ میں متعارف کرای ا گیا ہے۔  2026-2025سال ملے گی۔ مدد 

اور چھ س  ریجنلمانو نے   اور سری نگر(  ا، ممبئی، پٹنہ، رانچی 

 

 کے لیے نو ریجنل سنٹرز )بنگلورو، بھوی ال، دربھنگہ، دہلی، کولکای

 

سنٹرز )حیدرآی اد، لکھنؤ،    طلبہ کی سہول

 ورک قائم کیا ہے۔ اس کے علاوہ وجے واڑا میں ای  ایکسٹینشن سنٹر بھی قائم کیا گیا

 

 

 

ہے۔ ان ریجنل اور س  ریجنل    جموں، نوح، وارانسی اور امراؤتی( کا ای  وسیع ن

اکہ طلبہ کو تعلیمی اور انتظامی سہولیات  (LSCs)سے زی ادہ لرنر سپورٹ سنٹر  پچاسکے تحت ای  سو    وںسنٹر

 

 چلائے جا رہے ہیں ی

 
 

اور بیس پروگرام سنٹر بیک وق

ا

 

اور انتظامی سرگرمیوں میں آئی سی ٹی کا بھرپور استعمال کری س اینڈ آن لائن ایجوکیشن اپنی تعلیمی 

 

ی

 

ٹ
س

زاہم کی جا سکیں۔ سینٹر فار ڈ

 

اور اپنے تمام پروگرامو  ف میں   ںہے 

ا ہے۔ 

 

زاہم کری

 

 صرف آن لائن موڈ کے ذریعے ہی داخلے ف

 رزیل
ٹ

 

 ٹ
می

ڈیو  (SLM)طلبہ کے لیے سیلف لرننگ 

 

وی  و  آڈیو  اور  پر دستیاب کرائی جاتی ہیں   

 
 

  سای
 
آن لائن ایجوکیشن کی وی اینڈ  س 

 

ی

 

ٹ
س

ڈ فار  کی سوفٹ کاپی سینٹر 

زاہم کی جا رہی 

 

ف  بھی 

 

  گروپ کی سہول
 
واٹس ای اور  زاہم کیے جاتے ہیں۔ اس کے علاوہ طلبہ کو ای۔میل 

 

ف پر   

 
 

  سای
 
 کے لنک بھی وی

 

ہے جن کے    ریکارڈن

ا ہے۔ ی اقا

 

ات وغیرہ کے ی ارے میں مطلع کیا جای

 

گ، امتحای

 

ٹ
سل

 

ن
گ کے علاوہ  ذریعے انہیں پروگرام کے مختلف پہلوؤں جیسے کورس رجسٹریشن، اسائنمنٹ، کاؤ

 

ٹ
سل

 

ن
عدہ کاؤ

زسوں سے طلبہ کے تعلیمی معیار کو بہتر بنانے کے لیے  زاہم کی جا رہی ہے۔ ( Remedialزائد تدارکی )گزشتہ دو ب 

 

گ بھی ف

 

ٹ
سل

 

ن
 آن لائن کاؤ

امل 

 

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن تعلیمی اور معاشی طور پر پسماندہ آی ادی کو عصری تعلی کے دھارے میں ش

 

ی

 

ٹ
س

 کرنے میں ای  اہم کردار ادا  امید کی جاتی ہے کہ سینٹر فار ڈ

ز میں تبدیلیاں کی گئی ہیں اور توقع ہے کہ اس سے  (NEP-2020)کرے گا۔ تعلیمی ضروری ات کو مدنظر رکھتے ہوئے نئی تعلیمی ی الیسی

 

کے مطابق مختلف پروگرام

ز اور کارآمد بنانے میں مدد ملے گی۔ 

 

ڈ مؤب زی 

 

س لرننگ کے نظام کو م

 

ی

 

ٹ
س

 اوپن اینڈ ڈ

 پروفیسر محمد رضا اللہ خان 

زکٹر، سی ڈی او ای،مانو 

 

 ڈاب

 



 کورس کا تعارف 

اردو یونیورسٹی کے بی۔ایس سی۔)انٓرس(   آزاد نیشنل  ا 

 

مولای یہ  اور  ز نظر کتاب تفرقی مساوات کے موضوعات سے متعلق ہے  زب 

ا  

 

رکھ  میں بنیادی حیثیت 

 

ی ا انجینئرن ری اضی، سائنس  دوسرے سمسٹر کے نصاب پر مشتمل ہے۔تفرقی مساوات،  اول کے  کورس کے سال 

زاہم  ہے۔یہ کتاب طلبا کو تفرقی مساوات کے بنیادی تصورات کو سمجھنے اور اپنی زندگی اور اطراف میں اس کا استعمال کرنے کا ای   

 

بہتری موقع ف

اکہ طلبا    کرتی ہے۔اس کتاب کی نمای اں خصوصیت یہ ہے کہ اس میں مواد کو سہل طریقہ

 

سے آسان زی ان میں مثالوں کے ساتھ  سمجھای اگیا ہے ی

دوسر   از خوداپنے مضمون کو اور  پر مبنی ہے  دو حصوں میں تقسیم کیا گیا ہے۔جس میں پہلا حصہ نظری ات)تھیوری(  کو    حصہ  اسمجھ سکیں۔کتاب 

لپر
ک

 

ی کن

 ہے۔)تجربوں(پر منحصر 

اکائیوں پرمشتمل ہے۔اکائی  12)ی ارہ  پہلا حصہ   ا  1( 

 

ان کے حل حاصل کرنے کے مختلف    اورتفرقی مساوات کی تشکی  میں    3ی

امل کیا گیا ہے

 

ا    4۔اکائی    طریقوں کو ش

 

اورساتھ ہی اعلی  معلومات    بنیادیکے ی ارےمیں  تفرقی مساوات  پہلے رتبے اور پہلے درجے کی خطی    میں  6ی

و کی مساوات اور اس کے حل حاصل کرنے کا طریقہ   میں کلیر  8ر  او7۔اکائی  درجہ کی تفرقی مساوات کے حل کوآسان انداز میں سمجھای ا  گیا ہے

 ہیں ۔  اور تفرقی مساوات کے اطلاقات  درج 

اور خاص حل  میں    10اور  9اکائی   عام  ان کے  اور 

 

اور غیر متجانس خطی تفرقی مساوای کی  متجانس     
 
معلوم کرنے کے  مستقل ضری

ڈالی گئی ہے۔اکائی   روشنی  پر  اور  میں    12اور    11طریقوں  ہیں   درج کی گئی    کے متجانس خطی تفرقی مساوات کی بنیادی معلومات 
 
متغیر ضری

  
 
زس کے تغیر کے طریقے سے متغیر ضری

 

 
 حل کو کرنے کے طریقہ کو تفصیل کے ساتھ درج کیا گیا ہے۔  کے کی خطی تفرقی مساوات    پیرام

اکائی    کو بہتر بنانے کے لیے 

 

اکائی    1طلبا کی مسئلہ حل صلاح   تجری اتی حصے6سے 

 

امل کیا گیا ہے    (Practical Manual)ی

 

کو ش

 جس میں تفرقی مساوات  کے مسائ اور ان کے حل کو تلاش کرنے کے طریقے پیش کیے گئے ہیں۔ 

ا ہوں ۔کتاب کو معیاری اور  

 

، مترجمین،تدریسی و غیر تدریسی و انتظامی عملےکے تعاون کا شکریہ ادا کری

 

ن
 
فی

 

صن
م

اس کتاب کی تدوی میں 

زی، 
 
ڈہ کرام،ماہ

  

اہم کوئی بھی کوشش اپنے آپ میں مکمل نہیں ہوتی۔اس ضمن میں اسای

 

ز ممکن کوشش کی گئی ہے، ی
 
 عمل و فہم بنانے کی ہ

 
قاب

 طلبا کی آرا و مشوروں کا خیر مقدم  کیا جائے گا۔

 

 ڈاکٹر خواجہ معین الدی 

 کورس کو آرڈی نیٹر 
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 مساوات کی تشکیل تفرقی۔ 1اکائی 

(Formation of Differential Equations) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   1.0

 مقاص    1.1

ا تفرقی    1.2

 

 کا رتبہ اور درج س مساوات

 کی تشکیل ںمساواتو تفرقی    1.3

 اکتسابی نتائج    1.4

 کلیدی الفاظ   1.5

 نمونہ امتحانی سوالات    1.6

 معروضی جوات ات کے حامل سوالات  1.6.1 

 مختصر جوات ات کے حامل سوالات   1.6.2 

 طویل جوات ات کے حامل سوالات  1.6.3 
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 (Introduction)تمہید 1.0

𝑦اگر     = 𝑓(𝑥)کا مشتق  کوئی اس    

 

ت ہے  تفاعل  گیا  (Derivative)دت ا 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
ہے)متغی    ا 

 

کرت ز 
 
ظاہ کو  شرح  کی  ابع 𝑦تبدیلی 

 

ت کی 

𝑥 ا معلوم مقدار

 

ام خود اس ت ات کا غماز ہے کہ یہ وہ مساوات ہے جس میں ت

 

کے ذریعے جوڑے گئے  متغی مشتقات    کے 𝑥اور  𝑦(تفرقی مساوات کا ت

 ہیں۔

 :تفرقی  مساوات دو قسم کے ہیں

(i)  معمولی تفرقی مساوات(Ordinary Differential Equations)   ت ا(ODE)  

(ii)  زوی تفرقی مساوات

 

 
 ( PDE) ت ا(Partial Differential Equations)ج

امعلوم تفاعل  

 

ت امل ہوں،    (Ordinary Derivatives)اور اس کے معمولی مشتقات    (Unknown Function)وہ مساوات جس میں 

 

ش

زوی مشتقات  

 

 
امعلوم تفاعل اور اس کے ج

 

امل ہوں،    (Partial Derivatives)معمولی تفرقی مساوات کہلاتی ہے۔  وہ مساوات جس میں ت

 

ش

زوی تفرقی مساوات کہلاتی ہے۔   

 

 
 ج

 ( Objectives)مقاص 1.1

 ہو جایں گے کہ
 
 اس اکائی کو مکمل کرنے پر آپ اس قاب

 ہو سکیں۔  سے واقف(Degree)( اور درجے  Orderتفرقی مساوات کے رتبے ) •

زق کر سکیں۔  •

 

 خطی اور غیر خطی تفرقی مساواتوں میں ف

•  ( اختیاری مستقلات  اس کیArbitrary Constantsدیے گی  تفاعل سے  کر کے  کو ساقط  کر    (  تفرقی مساوات حاصل 

 سکیں۔

 ( Differential Equation , its Order and Degree)اس کا رتبہ اور درج تفرقی مساوات 1.2

ابع متغی کے مشتقات موجودہوں جس میں کس  ہے  وہ مساوات تفرقی مساوات  :(Differential Equation)تفرقی مساوات

 

 ۔ جیسے کہ: ت

 ……(1)    
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑥 = 0 

 ……(2)    
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 7

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 9𝑦 = 0 

 ……(3)    √
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 −

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 ……(4)    (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

= 4 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) + 4𝑥 
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 ……(5)    3𝑦 = 2𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

1
𝑑𝑦

𝑑𝑥⁄
 

 ……(6)    
𝜕𝑧

𝜕𝑥
+

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 2𝑧 

 ……(7)    𝑥
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2 + 𝑦
𝜕2𝑧

𝜕𝑦2 = 6𝑧 

 ……(8)    (
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
)

3

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

7

+ 2𝑦 = 𝑒𝑥 

ا )1مندرج ت الامساوات میں )

 

ابع متغی" چوں کہ ان میں  ہیں۔  کہلاتی   (ODE)معمولی تفرقی مساوات  (8( اور )5( ت

 

" اور ای  غیر  𝑦 ای  ت

ابع متغی "

 

  کہ " موجود ہیں۔𝑥 ت
 

زوی تفرقی مساوات  7( اور )6)ج

 

 
ابع  (PDE) ( ج

 

اور دو غیر ت ابع متغی 

 

کہلاتی ہیں،چوں کہ اس میں ای  ت

 متغیات موجود ہیں۔ 

,𝐹(𝑥مساوات  نوٹ: 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … … . . 𝑦(𝑛)) = والی معمولی تفرقی مساوات  𝑛ای   0 ا ہے ۔تفرقی مساوات کے  کو  رتبے 

 

کرت ز 
 
ظاہ

درجے اور رتبے کے ت ارے میں آگے بحث کی جائے گی۔اس طرح کی تفرقی مساوات بہت زت ادہ استعمال میں آتی ہیں اور بہت سے شعبے ہیں جن  

زھتی ہے اسے ہم تفرق کے ذریعے

 

ب  ت ا   کے مطابق گھٹتی 

 
 

ا ہے۔خصوصاً وہ تمام مسائل جن میں کوئی چیز وق

 

 میں ان مساوات کا استعمال کیا جات

ز کرتے ہیں۔مثلً 
 
ظاہ

𝑑𝑠

𝑑𝑡
     tفاصلہ اور    sجہاں  

 

 ہے ت

 
 

وق

𝑑𝑠

𝑑𝑡
کو اور  (Velocity)رفتار  

𝑑2𝑠

𝑑𝑡2اسراع(Acceleration)  ا ہے۔چنانچہ

 

ز کرت
 
کوظاہ

ا معلوم چیزوں کو معلوم کیا جا سکتا ہے۔ رت اضیاتی نمونہ

 

ز کر کے اور ان کے حل سے بہت سی ت
 
  مختلف طبقات کے مسائل تفرقی مساوات میں ظاہ

رت اضی کے مسائل میں تبدیل کر کے  (Mathematical Modeling)سازی کو  آج بہت سے طبعی نظاموں  اخ ہے جو 

 

وہ ش رت اضی کی 

ا ہے۔ 

 

زا کردار استعمال میں آت

 

ا ہے ۔ان ماڈلس میں تفرقی مساوات کا بہت ب 

 

 انہیں پھر حل کر کے مطلوبہ خصوصیات کا مطالعہ کیا جات

  :(Order of Differential Equation)تفرقی مساوات کا رتبہ

زین مشتق 

 

امل ہو۔ (Highest Derivative)تفرقی مساوات کا رتبہ اس کے اعظم ب

 

ا ہے جو اس میں ش

 

 کا رتبہ ہوت

 مثلً:

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 5𝑦 =  (Order)کا رتبہ0

ک
 
ی
ےا
ہ
 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 +
5𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 6𝑦 = 𝑒2𝑥

 ہے اور   2تبہ رکا 

 

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 − 2𝑥
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 7𝑦 =  ہے۔  3  رتبہ کا 0

 :(Degree of Differential Equation)تفرقی مساوات کا درج

زین مشتق کی قوت اس مساوات کا درج کہلاتی ہے۔مثل ً  

 

تفرقی مساوات کے اعظم ب

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑥 =   ہےاور   1کا درج 0

(
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
)

3

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

4

+ 7𝑦 = زین مشتق 3کا درج 0

 

 ہے چوں کہ اعظم ب

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 ہے۔  3کی قوت 

4] ۔ 1مثال  + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

3

]

3
2⁄

=
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 کا رتبہ اور درج معلوم کرو۔ 

4]دی گئی مساوات   ۔ حل  + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

3

]

3
2⁄

=
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
ہے۔ 

3

2
  مربع لینے پر حاصل ہے  

 

 قوت کو صحیح بنانے پر حاصل ہوگا۔یعنی دونوں جات
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[4 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

3

]

3

= (
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
)

2

 

⇒        (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

9

+ 48 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

3

+ 12 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

6

+ 64 = (
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
)

2

 

زین مشتق

 

اور اس مساوات میں اعظم ب

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 ہے۔  2اور رتبہ بھی  2کا درج تفرقی مساوات  ہے اس لیے  2ہے جس کی قوت 

 (Linear and Non-Linear Differential Equations)خطی اور غیر خطی تفرقی مساواتیں

ابع متغی

 

ت ابع (Dependent Variable)تفرقی مساوات خطی کہلاتی ہے،اگر 

 

ت اور  کا ہو  امل مشتق صرف پہلے درجے 

 

ز ای  ش
 
ہ اور 

امل نہ ہوں ۔وہ مساوات جو خطی نہ ہو غیر خطی تفرقی مساوات کہلاتی ہے۔مثلً مساوات 

 

 متغیاور مشتقات کے حاصل ضرب ش

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑥2

اور 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 5
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑒𝑥

)خطی تفرقی مساواتیں ہیں اور  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

+ 5𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥غیر خطی ہے۔ 

 (Formation of Differential Equations)تفرقی مساواتوں کی تشکیل 1.3

ا  ہے۔ چند مثالیں: 

 

ز کیا جات
 
اظر ای  تفرقی مساوات میں ظاہ

 
 

 ہم جانتے ہیں کہ کس طرح ای  طبعی صورت حال کو م

زھتا ہے  1

 

 کے اعتبار سے ب 

 
 

ابکار عنصر کا انحطاط وغیرہ  (Growth Problem)کا مسئلہ    ت ا نمو۔آت ادی کا مسئلہ وق

 

زاثیم کی پیداوار ت
 
جیسے ج

زض کرو کہ  

 

 ہیں۔ ف

 

ز کر سکت
 
  𝑥(𝑡)کو ہم مندرج ذیل تفرقی مساواتوں میں ظاہ

 
 

پر اور یہ شرح افزائیش  𝑡افزائیش ہے ، وق

𝑑

𝑑𝑡
(𝑥(𝑡))  کے

اس  ہوتی ہے یعنی: 

 
 

 م

𝑑(𝑥(𝑡))

𝑑𝑡
∝ 𝑥(𝑡) 

⇒                                
𝑑(𝑥(𝑡))

𝑑𝑡
= 𝑘𝑥(𝑡) 

اضافہ(Constant)تناس  کا مستقل𝑘جہاں   جو     (Growth)ہے 

 

ت

صور ںکی 
 
می

کی صورت     اخطاط  اور  میں منفی (Decay)مثبت 

چنانچہ ہوگا۔

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑘𝑥  ای  پہلے درجے اور پہلے رتبے کی تفرقی مساوات ہے۔جہاں𝑥  ای𝑡ابع متغی ہے ۔

 

 کے ت

 و ں کے خاندان
ی

 

حی

 

من

(Family of Curves) : 

𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐  خطوط مستقیم کا نظام ہے جہاں𝑚ڈھال(Slope)  ہے اورcو عہ
مقط

(Intercept) ہے۔ 

 ……(1)     𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐 

تفرق کریں تو ہمیں  𝑥کواگر بہ لحاظ    (1)مساوات 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑚حاصل ہوگا۔ 

⇒                            𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑥 + 𝑐 
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⇒ 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦 + 𝑐 = 0 

ام کے خاندان کی تفرقی مساوات ہے۔

 

 دیے ہوئے ن

 ذیل میں ہم کس دی ہوئی منحنی کے خاندان کے لیے تفرقی مساوات تشکیل دینے کا قاعدہ درج کرتے ہیں۔ 

کہ   کرو  زض 

 

,𝐹(𝑥ف 𝑦, 𝑐1,𝑐2, … … … . , 𝑐𝑛) = جہاں  0 ہے  ا 

 

کرت ز 
 
ظاہ کو  خاندان  کے  منحنی  ,𝑐1,𝑐2ای   … … . , 𝑐𝑛،𝑛 اختیاری

 مستقلات ہیں۔

 ……(1)    𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑐1,𝑐2, … … … . , 𝑐𝑛) = 0 

 مرتبہ تفرق کرنے پر حاصل ہے 𝑛کو  (  1)مساوات 

 ……(2)    𝐹′(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑐1,𝑐2, … … … . , 𝑐𝑛) = 0 

 ……(3)    𝐹′′(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, 𝑐1,𝑐2, … … … . , 𝑐𝑛) = 0 

⋮   ⋮   ⋮  

……(n+1)   𝐹(𝑛)(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, ⋯ , 𝑦(𝑛), 𝑐1,𝑐2, … … … . , 𝑐𝑛) = 0 

ت الا حاصل    𝑛مندرج  + رتبے والا تفرقی مساوات حاصل ہوگا۔اس طرح ہم  𝑛اختیاری مستقلات کو ساقط کرنے سے  𝑛مساوات میں سے    1

 ہیں۔ 

 

 ای  تفرقی مساوات  کی تشکیل کر سکت

𝑦2منحنی ۔1مثال   = 4𝑎𝑥 سے تفرقی مساوات تشکیل کرو۔ 

 ہے  دی گئی مساوات حل: 

 ……(1)     𝑦2 = 4𝑎𝑥 

 ہے۔ (Arbitrary Constant)اختیاری مستقل𝑎جہاں  

  بہ لحاظ  

 

 تفرق کرنے پر حاصل ہے 𝑥دونوں جات

2𝑦 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 4𝑎 

⟹                           𝑦 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑎 

 ……(2)     ⟹                                 𝑎 =
𝑦

2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
     

𝑦2میں درج کرنے سے  (1)کی قدر مساوات’𝑎‘کو ساقط کرنے سے یعنی ’𝑎‘سے  (2)اور (1) = 4 (
𝑦

2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 𝑥 حاصل ہوگا۔ 

𝑦 = 2𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

2𝑥ت ا   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦 = ا ہے۔0

 

 و ں کے  خاندان کی تفرقی مساوات کو تعبیر کرت
ی

 

حی

 

من

 دی گئی 
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 و ں ۔ 2مثال  
ی

 

حی

 

من

𝑦 = 𝑎𝑒2𝑥 + 𝑏𝑒−2𝑥
 کی تفرقی مساوات معلوم کرو۔ 

 دت ا گیا ہے کہ  حل۔ 

 ……(1)    𝑦 = 𝑎𝑒2𝑥 + 𝑏𝑒−2𝑥
 

  بہ لحاظ    (1)مساوات 

 

 دو ت ار تفرق کرنے پرحاصل ہے 𝑥کو دونوں جات

𝑦′ = 2𝑎𝑒2𝑥 − 2𝑏𝑒−2𝑥
 

 اور 

𝑦′′ = 4𝑎𝑒2𝑥 + 4𝑏𝑒−2𝑥
 

= 4(𝑎𝑒2𝑥 + 𝑏𝑒−2𝑥) 

′′𝑦کا استعمال کرنے پر  (1)مساوات  = 4𝑦حاصل ہے۔ 

′′𝑦اس طرح    − 4𝑦 =  دی گئی مساوات کی تفرقی مساوات ہے۔0

 (Alternate Method)متبادل طریقہ

 دی گئی مساوات ہے 

 ……(1)    𝑦 = 𝑎𝑒2𝑥 + 𝑏𝑒−2𝑥
 

 سے حاصل شدہ مساواتیں ہیں(1)مساوات 

 ……(2)    𝑦′ = 2𝑎𝑒2𝑥 − 2𝑏𝑒−2𝑥
 

 اور 

 ……(3)    𝑦′′ = 4𝑎𝑒2𝑥 + 4𝑏𝑒−2𝑥
 

 حاصل ہوگا کوساقط کرنے سے 𝑏اور 𝑎سے   (3)اور( 2(،)1)مساوات 

|

𝑦 𝑒2𝑥 𝑒−2𝑥

𝑦′ 2𝑒2𝑥 −2𝑒−2𝑥

𝑦′′ 4𝑒2𝑥 4𝑒−2𝑥

| = 0 

⟹     𝑒2𝑥 |

𝑦 1 𝑒−2𝑥

𝑦′ 2 −2𝑒−2𝑥

𝑦′′ 4 4𝑒−2𝑥

| = 0 

⟹     𝑒2𝑥. 𝑒−2𝑥 |

𝑦 1 1

𝑦′ 2 −2

𝑦′′ 4 4
| = 0 

⟹   𝑦(8 + 8) − 𝑦′(4 − 4) + 𝑦′′(−2 − 2) = 0 

⟹             16𝑦 − 4𝑦′′ = 0 

′′𝑦اس طرح  − 4y =  دیے گی   خاندانوں کی تفرقی مساوات ہے۔ 0
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زوں ′𝑎′نصف  قط   ۔ 3مثال  

 

𝑥)والے داب − ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2 = 𝑎2
مستقلات   𝑘اورℎسے متعلق تفرقی مساوات معلوم کرو۔ یہاں  

اہے۔ 

 

 ہیں جن کو ساقط کرت

 حل:دی گئی مساوات ہے 

 ……(1)    (𝑥 − ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2 = 𝑎2
 

 کو تفرق کرنے پر حاصل ہے  ( 1)دوت ار  مساوات 

                                                       2(𝑥 − ℎ) + 2(𝑦 − 𝑘)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

 ……(2)    ⟹                 (𝑥 − ℎ) + (𝑦 − 𝑘)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

 ……(3)    ⟹           1 + (𝑦 − 𝑘)
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

= 0 

⟹                                           (𝑦 − 𝑘) = −
(1 +

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2

 

 سے ( 2) مساوات 

(𝑥 − ℎ) = −(𝑦 − 𝑘)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

                                                                                  =
(1 +

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2

×
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 سے  (1)مساوات 

⟹
[1 + (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

]
2

(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

(
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2)
2 +

[1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

]
2

(
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2)
2 = 𝑎2

 

⟹                
[1 + (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

]
2

(
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
)

2 {(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

+ 1} = 𝑎2
 

 اس طرح جو تفرقی مساوات ہمیں چاہیے وہ ہے

[1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

] [1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

]

2

= 𝑎2 (
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
)

2
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𝑦کر کے دی گئی مساوات   ساقط کوBاورAمستقلات  ۔ 4مثال   = 𝑒𝑥(𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥) سے تفرقی مساوات تشکیل کرو۔ 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

 ……(1)    𝑦 = 𝑒𝑥(𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥) 

 کو دو ت ار تفرق کریں۔ (1)چوں کہ دو مستقلات ہیں مساوات

⟹                          
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥{𝐴(−𝑠𝑖𝑛𝑥) + 𝐵 cos 𝑥} + (𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥)𝑒𝑥

 

 ……(2)    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥(−𝐴𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝐵𝑐𝑜𝑠𝑥) + 𝑦 

⟹                         
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑒𝑥(−𝐴𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑥) + (−𝐴𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝐵𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑒𝑥 +

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 ( سے 2مساوات )

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −𝑒𝑥(𝐴𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑥) + (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦) +

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

⟹                        
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −𝑦 +

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦 +

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

⟹                        
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 2𝑦 

کی تفرقی مساوات  (1)اس طرح مساوات 

𝑑2𝑥

𝑑𝑥2 = 2 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦)ہے۔ 

 و ں کے خاندان    ۔ 5مثال 
ی

 

حی

 

𝑥2من

𝑎2 +
𝑦2

𝑎2+𝜆
=  کو ساقط کرکے تفرقی مساوات حاصل کرو۔ 𝜆سے اختیاری مستقل  1

 و ں کے  گی  دیے  حل: 
ی

 

حی

 

من

  خاندان کی مساوات  ہے 

 ……(1)    

𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑎2+𝜆
= 1 

 تفرق کرنے پر حاصل ہے 𝑥کو بہ لحاظ   (1)مساوات 

2𝑥

𝑎2
+

2𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
⁄

𝑎2 + 𝜆
= 0 

⟹                                                                
𝑥

𝑎2
+

𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
⁄

𝑎2 + 𝜆
= 0 

⟹                                                                             
𝑦 (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

𝑎2 + 𝜆
= −

𝑥

𝑎2
 

   

 

 سے ضرب دینے پر  𝑦دونوں جات

 ……(2)    
𝑦2

𝑎2+𝜆
=

−𝑥𝑦

𝑎2(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
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 میں درج کرنے پر   (1)کی قدرمساوات   (2)مساوات 

𝑥2

𝑎2
+

(−𝑥𝑦)

𝑎2 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

= 1 

⟹                      
1

𝑎2
[𝑥2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑥𝑦] =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

⟹                              𝑥2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑥𝑦 = 𝑎2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

⟹                (𝑥2 − 𝑎2)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑥𝑦 = 0 

 کی تفرقی مساوات ہے۔  (1)جو کہ مساوات 

𝑦مساوات   ۔ 6مثال  = 𝑎𝑒𝑥 + 𝑏𝑒2𝑥 + 𝑐𝑒3𝑥
,𝑎جہاں  )  𝑏, 𝑐ہیں(  کی تفرقی مساوات حاصل کرو۔   تاختیاری مستقلا 

 دی گئی مساوات ہے  حل: 

 ……(1)    𝑦 = 𝑎𝑒𝑥 + 𝑏𝑒2𝑥 + 𝑐𝑒3𝑥
 

⟹                    𝑦′ = 𝑎𝑒𝑥 + 𝑏2𝑒2𝑥 + 𝑐3𝑒3𝑥
 

⟹                    𝑦′ = [𝑎𝑒𝑥 + 𝑏𝑒2𝑥 + 𝑐𝑒3𝑥] + 𝑏𝑒2𝑥 + 2𝑐𝑒3𝑥
 

⟹                    𝑦′ = 𝑦 + 𝑏𝑒2𝑥 + 2𝑐𝑒2𝑥
 

 ……(2)    ⟹                      𝑦′ − 𝑦 = 𝑏𝑒2𝑥 + 2𝑐𝑒3𝑥
 

⟹                   𝑦′′ − 𝑦′ = 2𝑏𝑒2𝑥 + 6𝑐𝑒3𝑥
 

 = 2[𝑏𝑒2𝑥 + 2𝑐𝑒3𝑥] + 2𝑐𝑒3𝑥
 

 ……(3)        𝑦′′ − 𝑦′ = 2(𝑦′ − 𝑦) + 2𝑐𝑒3𝑥      

 کی مدد سے  (  2)مساوات 

 ……(4)     𝑦′′ − 3𝑦′ + 2𝑦 = 2𝑐𝑒3𝑥
 

⟹   𝑦′′′ − 3𝑦′′
+ 2𝑦′ = 6𝑐𝑒3𝑥 = 3(2𝑐𝑒3𝑥) 

2𝑐𝑒3𝑥( سے  3مساوات )
 کی قدر  درج کرنے پر 

𝑦′′′ − 3𝑦′′ + 2𝑦′ = 3(𝑦′′ − 3𝑦′ + 2𝑦) 

⟹ 𝑦′′′ − 6𝑦′′ + 11𝑦′ − 6𝑦 = 0 

 کی تفرقی مساوات ہے۔  ( 1)اس طرح مساوات 

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
− 6

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 11

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 6𝑦 = 0 
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 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 1.4

ا ہے اور کس تفرقی مساوات کا درج   

 

زین مشتق کا رتبہ ہوت

 

اس اکائی میں ہم جان چکےہیں کہ کس تفرقی مساوات کا رتبہ اس کے اعظم ب

  
 

زین مشتق کی قوت ہے۔ج

 

امل اعظم ب

 

اکہ  𝑛اختیاری مستقلات والا کوئی تفاعل دت ا جائے تو ہم اسے  𝑛اس میں ش

 

زائد  𝑛دفعہ تفرق کرتے ہیں ت

امل ہوں ان  𝑛مساواتیں حاصل ہوں جن میں  

 

𝑛اختیاری مستقلات ش + رتبہ والاتفرقی 𝑛اختیاری مستقلات کو ساقط کر کے  𝑛مساواتوں سے 1

 مساوات حاصل کرتے ہیں۔ 

 (Keywords)کلیدی الفاظ  1.5

زین مشتق، درج،  رتبہ

 

 اختیاری مستقل، مشتق،  اعظم ب

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  1.6

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوات ات کے حامل سوالات 1.6.1

i)  تفرقی مساوات(𝑥2 + 1)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑥𝑦 = 4𝑥2

 ہے کا رتبہ اوردرج  

A. 1،1  .B 1,2  .C 2,1  .D نہیں    ان میں سے کوئی 

ii)  مساوات𝑦 = 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ √1 + (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

 ۔ہے...................کا رتبہ 

A. 2  .B 3  .C 1  .D 4 

iii)  ہو اس کے حل میں کتنے اختیاری مستقلات ہوں گے؟ 3اور درج  2تفرقی مساوات جس کا رتبہ 

A.  2 .B 1  .C 3  .D 4 

iv)   تفرقی مساوات  جس کا حل𝑦 = 𝐴 cos (
𝑛

𝑥
+ 𝛼) یہاں  ہوگی ........................ہے ،α   اور𝐴  اختیاری مستقلات ہیں۔ 

A. 𝑥3𝑦′′ + 𝑛2𝑦 = 0    .B 𝑥4𝑦′′ + 𝑛2𝑦 = 0 

.C 𝑥4𝑦′′ − 𝑛2𝑦 = 0    .D   نہیں  ان میں سے کوئی 

ز  .5

 

زوں کے خاندان جن کے مراک

 

 پر ہیں کی تفرقی مساوات ہے( 0,0) داب

A. 𝑥 − 𝑦𝑦′ = 0     .B 𝑦 + 𝑥𝑦′ = 0 

.C 𝑥 + 𝑦𝑦′ = 0     .D   نہیں  ان میں سے کوئی 
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 (Short Answer Type Questions)مختصر جوات ات کے حامل سوالات  1.6.2

 ذیل کے مساواتوں سے اختیاری مستقلات کو ساقط کرتے ہوئے تفرقی مساواتیں حاصل کرو:

1. 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑐𝑦 − 𝑐2 = 0 

2. 𝑦 = 𝑎𝑒𝑏𝑥
 

3. 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥2
 

4. 𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑒−𝑥
 

5. 𝑦 = 𝑎𝑠𝑖𝑛(𝑚𝑥 + 𝑏) 

6. 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑎𝑥 + 2𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوات ات کے حامل سوالات 1.6.3

𝑦خطوں کے خاندان   .1 = 𝑚𝑥 +
𝑎

𝑚
ز ہے، کی تفرقی مساوات معلوم کرو۔𝑚جہاں

 

 
 پیرام

 کرو   .2

 

 
ات

 

𝐴𝑥2ت + 𝐵𝑦2 = ′′𝑥[𝑦𝑦اختیاری مستقلات ہیں، کی تفرقی مساوات 𝐵اور 𝐴جہاں، 1 + (𝑦′)2] = 𝑦𝑦′
 ہوگی۔

 جوات ات:

 جوات ات   معروضی سوالاتکے1.6.1

1. A 

2. C 

3. A 

4. B 

5. C 

 کے جوات ات  مختصر جوات ات کے حامل سوالات 1.6.2

1. (𝑥2 − 2𝑦2) (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

− 4𝑥𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑥2 = 0 

2. 𝑦𝑦2 − 𝑦1
2 = 0 

3. 𝑥2𝑦2 − 2𝑥𝑦1 + 2𝑦 = 0 

4. (𝑥2 + 2𝑥)
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ (𝑥2 − 2)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 2(𝑥 + 1)𝑦 = 0 

5. 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑚2𝑦 = 0 
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6. 𝑦3[1 + 𝑦1
2] = 3𝑦1(𝑦2)2

 

 کے جوات ات  طویل جوات ات کے حامل سوالات 1.6.3

1. 𝑥 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

− 𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎 = 0 
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 کی تفرقی مساواتیں  اور پہلے درجے پہلے رتبے۔ 2اکائی 

(Differential Equations of First Order and First Degree) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   2.0

 مقاص    2.1

زکا طریقہ   2.2 دب 

 

دا پ   متغی ج 

 تفرقی مساواتیں  متجانس   2.3

ز ہوں نس مساواتیں جو متجانس مساواتوں میں غیر متجا  2.3.1  دب 

 

 تحویل پ 

 اکتسابی نتائج    2.4

 کلیدی الفاظ   2.5

 نمونہ امتحانی سوالات    2.6

 معروضی جوات ات کے حامل سوالات  2.6.1 

  مختصر جوات ات کے حامل سوالات   2.6.2 

 طویل جوات ات کے حامل سوالات  2.6.3  
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 (Introduction)تمہید 2.0

 پہلے رتبے اور پہلے درجے کی تفرقی مساواتوں کی عام شکل ہے۔

𝐹 (𝑥, 𝑦,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) = 0                                              ……….(1)   

 کے حل کے تین طریقے سیکھیں گے۔(1)کے لیے حل کرتے ہیں۔ا س اکائی میں ہم مساوات𝑦جس میں سے ہم  

ز .1 دب 

 

دا پ   کا طریقہ(Variables Separable)متغی ج 

 (Homogeneous differential Equations)تفرقی مساواتیں متجانس .2

مساواتیں .3 ز  دب 

 

پ  تحویل  متجانس   Non-Homogeneousdifferential equations reducible to)غیر 

homogeneous equations) 

 (Objectives)مقاص  2.1

اس اکائی کے مکمل ہونے کے بعد آپ مختلف قسم کی پہلے رتبے اور پہلے درجے کی تفرقی مساواتوں سے واقف ہو جائیں گے جن کے  

ز مساوات( سے آگاہ ہو کر ان کا استعمال کر سکیں  دب 

 

ز،متجانس تفرقی مساواتیں اور غیر متجانس تحویل پ  دب 

 

دا پ   گے۔ حل کے تین طریقوں )متغی ج 

ز  2.2 زب 

 

داب   ( Method of Variables Separable)کا طریقہ متغیج 

اگر تفرقی مساوات  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦)(Differential Equation) کو

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑦)
ت ا

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑦)  کر سکیں سے ز 

 
، ظاہ

تفاعلا𝑔(𝑥) اور 𝑓(𝑥) جہاں طریقہ  ہوں(Continuous Functions)تمسلسل  یہ  ز  ،تو  زب 

 

داب   Variables) متغیج 

Separable)ا ہے۔

 

 کہلات

طریقہ:دی گئی مساوات 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦)کو

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑦)
 ۔میں بدل لیں

𝑓(𝑥)𝑑𝑥پھر = 𝑔(𝑦)𝑑𝑦کو   

 

ل کرکے ہم مساوات کا حل درج ذیل شکل میں حاصل کر لیتے ہیں  دونوں جات
م
ک

 

ی

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑔(𝑦)𝑑𝑦 + 𝐶 

ی مستقل ہے۔𝐶جہاں  

مل
ک

 

ی

 

مساوات     ۔ 1مثال 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1+𝑦2

1+𝑥2
 ۔ کا حل حاصل کرو

 دی گئی تفرقی مساوات ہے  حل۔ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1 + 𝑦2

1 + 𝑥2
 

ز زب 

 

داب   کرنے پر  متغیج 

𝑑𝑦

1 + 𝑦2
=

𝑑𝑥

1 + 𝑥2
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ل کرنے پر  ہمیں حاصل ہوگا  دونوں جات
م
ک

 

ی

 

∫
𝑑𝑦

1 + 𝑦2
= ∫

𝑑𝑥

1 + 𝑥2
 

⇒                              tan−1 𝑦 = tan−1 𝑥 + c 

tan−1کو  𝑐مستقل 𝑐 لینے پر 

tan−1 𝑦 − tan−1 𝑥 = tan−1 𝑐 

⇒               tan−1 (
𝑦 − 𝑥

1 + 𝑦𝑥
) = tan−1 𝑐 

⇒                                  𝑦 − 𝑥 = 𝑐(1 + 𝑦𝑥) 

𝑦اس طرح    − 𝑥 = 𝑐(1 + 𝑦𝑥)دی گئی مساوات کا حل ہوگا۔ 

حل کرو:    ۔ 2مثال 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ √

1−𝑦2

1−𝑥2
= 0 

 دی گئی تفرقی مساوات ہے   حل۔ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ √

1 − 𝑦2

1 − 𝑥2
= 0 

ز زب 

 

داب   کرنے پر  متغیج 

𝑑𝑦

√1 − 𝑦2
+

𝑑𝑥

√1 − 𝑥2
= 0 

⇒                ∫
𝑑𝑦

√1 − 𝑦2
+ ∫

𝑑𝑥

√1 − 𝑥2
= 𝑐 

⇒                             sin−1 𝑦 + sin−1 𝑥 = c 

sin−1اس طرح  𝑦 + sin−1 𝑥 = cدی گئی مساوات کا حل ہوگا۔ 

مساوات     ۔ 3مثال 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥(2 log 𝑥+1)

sin 𝑦+𝑦 cos 𝑦
 ۔ کا حل حاصل کرو

 دی گئی تفرقی مساوات ہے   حل۔ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥(2 log 𝑥 + 1)

sin 𝑦 + 𝑦 cos 𝑦
 

ز زب 

 

داب   کرنے پر حاصل ہے  متغیج 

(sin 𝑦 + 𝑦 cos 𝑦)𝑑𝑦 = 𝑥(2 log 𝑥 + 1)𝑑𝑥 

  

 

ل کرنے پر  ہمیں حاصل ہوگا  دونوں جات
م
ک

 

ی

 

∫(sin 𝑦 + 𝑦 cos 𝑦)𝑑𝑦 = ∫(2𝑥 log 𝑥 + 𝑥)𝑑𝑥 

⇒      ∫ sin 𝑦 𝑑𝑦 + ∫ 𝑦 cos 𝑦 𝑑𝑦 = 2 ∫ 𝑥 log 𝑥 𝑑𝑥 + ∫ 𝑥𝑑𝑥 

⇒ − cos 𝑦 + 𝑦 sin 𝑦 − ∫ sin 𝑦 𝑑𝑦 = 2 [log 𝑥 ∙
𝑥2

2
− ∫ (

1

𝑥
∙

𝑥2

2
) 𝑑𝑥] +

𝑥2

2
+ 𝑐 
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⇒           − cos 𝑦 + 𝑦 sin 𝑦 + cos 𝑦 = 2 [
𝑥2

2
log 𝑥 −

1

2
∫ 𝑥𝑑𝑥] +

𝑥2

2
+ 𝑐 

⇒                                           𝑦 sin 𝑦 = 2 [
𝑥2

2
log 𝑥 −

1

2
(

𝑥2

2
)] +

𝑥2

2
+ 𝑐 

⇒                                           𝑦 sin 𝑦 = 𝑥2 log 𝑥 −
𝑥2

2
+

𝑥2

2
+ 𝑐 

⇒                                           𝑦 sin 𝑦 = 𝑥2 log 𝑥 + 𝑐 

𝑦اس طرح  sin 𝑦 = 𝑥2 log 𝑥 + 𝑐دی گئی مساوات کا حل ہوگا۔ 

حل کرو:    ۔ 4مثال 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (4𝑥 + 𝑦 + 1)2

 

 دی گئی تفرقی مساوات ہے   حل۔ 

 .......(1)    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (4𝑥 + 𝑦 + 1)2

 

زض کرو کہ

 

𝑧ف = 4𝑥 + 𝑦 +  اس لیےہے۔1

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 4 +

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

⇒                        
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑧

𝑑𝑥
− 4 

 سے ( 1)  مساوات

𝑑𝑧

𝑑𝑥
− 4 = 𝑧2

 

⇒                        
𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑧2 + 4 

دا  کرنے پر حاصل ہے  متغیج 

𝑑𝑧

𝑧2 + 4
= 𝑑𝑥 

  

 

ل کرنے پر  ہمیں حاصل ہوگا  دونوں جات
م
ک

 

ی

 

∫
𝑑𝑧

𝑧2 + 4
= ∫ 𝑑𝑥 

⇒             
1

2
tan−1

z

2
= 𝑥 +

𝑐

2
 

⇒                tan−1
z

2
= 2𝑥 + 𝑐 

tan−1اس طرح  (
4𝑥+𝑦+1

2
) = 2𝑥 + 𝑐4)ت ا𝑥 + 𝑦 + 1) = 2 tan(2𝑥 + 𝑐)دی گئی مساوات کا حل ہوگا۔ 

𝑥𝑦2)تفرقی مساوات   ۔ 5مثال  + 𝑥)𝑑𝑥 + (𝑦𝑥2 + 𝑦)𝑑𝑦 =  حل معلوم کرو۔ کا 0

 دی گئی تفرقی مساوات ہے   حل۔ 

(𝑥𝑦2 + 𝑥)𝑑𝑥 + (𝑦𝑥2 + 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

 .......(1)    ⇒          𝑥(𝑦2 + 1)𝑑𝑥 + 𝑦(𝑥2 + 1)𝑑𝑦 = 0 

دا  کرنے پر حاصل ہوگا  متغیج 
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𝑥𝑑𝑥

𝑥2 + 1
+

𝑦𝑑𝑦

𝑦2 + 1
= 0 

  

 

ل کرنے پر  ہمیں حاصل ہوگا  دونوں جات
م
ک

 

ی

 

∫
𝑥𝑑𝑥

𝑥2 + 1
+ ∫

𝑦𝑑𝑦

𝑦2 + 1
= c 

⇒              
1

2
∫

2𝑥𝑑𝑥

𝑥2 + 1
+

1

2
∫

2𝑦𝑑𝑦

𝑦2 + 1
= c 

⇒    
1

2
log(𝑥2 + 1) +

1

2
log(𝑦2 + 1) = 𝑐 

⇒                  log{(𝑥2 + 1)(𝑦2 + 1)} = 2𝑐 = log 𝑘 زض کرو) 
 

 (ف

⇒                            (𝑥2 + 1)(𝑦2 + 1) = 𝑘 

𝑥2)اس طرح  + 1)(𝑦2 + 1) = 𝑘دی گئی تفرقی مساوات کا حل ہے۔ 

تفرقی مساوات   ۔ 6مثال 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥−𝑦 + 𝑥2𝑒−𝑦

 کا حل معلوم  کرو۔ 

 دی گئی تفرقی مساوات ہے   حل۔ 

 .......(1)    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥−𝑦 + 𝑥2𝑒−𝑦

 

⇒                              
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (𝑒𝑥 + 𝑥2)𝑒−𝑦

 

⇒                            
𝑑𝑦

𝑒−𝑦
= (𝑒𝑥 + 𝑥2)𝑑𝑥 

⇒                         𝑒𝑦𝑑𝑦 = (𝑒𝑥 + 𝑥2)𝑑𝑥 

  

 

ل کرنے پر  ہمیں حاصل ہوگا  دونوں جات
م
ک

 

ی

 

∫ 𝑒𝑦𝑑𝑦 = ∫(𝑒𝑥 + 𝑥2)𝑑𝑥 

⇒                             𝑒𝑦 = 𝑒𝑥 +
𝑥3

3
+ 𝑐 

𝑒𝑦اس طرح  = 𝑒𝑥 +
𝑥3

3
+ 𝑐دی گئی مساوات کا حل ہوگا۔ 

 (Homogeneous Differential Equations)متجانس تفرقی مساواتیں 2.3

,𝑓(𝑥ای  تفاعل   تعریف:  𝑦) درج n   ا ہے اگر کس بھی

 

,𝑓(𝜆𝑥کے لیے 𝜆کا متجانس تفاعل کہلات 𝜆𝑦) =

𝜆𝑛𝑓(𝑥, 𝑦) ًہو۔مثل𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦2 + 𝑥𝑦درج والا متجانس تفاعل ہے اس لیے کہدو 

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) = (𝜆𝑦)2 + (𝜆𝑥)(𝜆𝑦) 

= 𝜆2𝑦2 + 𝜆2𝑥𝑦 

= 𝜆2(𝑦2 + 𝑥𝑦) 
= 𝜆2𝑓(𝑥, 𝑦) 

,𝑓(𝑥اسی طرح  𝑦) =
𝑥2+𝑦2

𝑥𝑦
 کہں درج صفر والا متجانس تفاعل ہے چو

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) =
(𝜆𝑥)2 + (𝜆𝑦)2

(𝜆𝑥)(𝜆𝑦)
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=
𝜆2𝑥2 + 𝜆2𝑦2

𝜆2𝑥𝑦
 

= 𝜆0 (
𝑥2 + 𝑦2

𝑥𝑦
) 

= 𝜆0𝑓(𝑥, 𝑦) 

تفرقی مساوات  (Homogeneous Differential Equations): متجانس تفرقی مساواتیں 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦)  متجانس تفرقی مساوات

,𝑓(𝑥اگر   کہلاتی ہے 𝑦)  ًصفر درج کا متجانس تفاعل ہو۔ مثل

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥2−𝑦2

𝑥𝑦
 

 : متجانس تفرقی مساوات کے حل کا طریقہ 

 دی گئی مساوات ہے 

 (1)…………….    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

,𝑓(𝑥اگر   𝑦)  کرو     صفر زض 

 

ف   

 

ت ہو،  تفاعل  متجانس  والا  𝑦درج  = 𝑣𝑥  اور

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝜙 (

𝑦

𝑥
ہمیں  ( سے  اس 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝜙(𝑣) = 𝑣 +

𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
  ،  

 

 حاصل ہوگا۔ت

𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝜙(𝑣) − 𝑣 

دا کرنے پر   متغیج 

𝑑𝑣

𝜙(𝑣) − 𝑣
=

𝑑𝑥

𝑥
 

⇒ ∫
𝑑𝑣

𝜙(𝑣) − 𝑣
+ 𝐶 = ∫

𝑑𝑥

𝑥
 

متجانس مساوات 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦)  کا حل ہوگا۔ 

نوٹ: اگر متجانس مساوات 

𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 𝜓 (

𝑥

𝑦
)   

 

𝑥کے شکل کی ہو ت = 𝑣𝑦  لے کر اس تفرقی مساوات کا حل معلوم کریں۔ 

𝑥2𝑦𝑑𝑥حل کرو:   ۔  1مثال  − (𝑥3 + 𝑦3)𝑑𝑦 = 0 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑥2𝑦𝑑𝑥 − (𝑥3 + 𝑦3)𝑑𝑦 = 0 

𝑥2𝑦𝑑𝑥 = (𝑥3 + 𝑦3)𝑑𝑦 

 (1)…………….    ⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥2𝑦

𝑥3+𝑦3
 

,𝑓(𝑥چوں کہ   𝑦) =
𝑥2𝑦

𝑥3+𝑦3  اور 

𝑓(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) =
(𝑘𝑥)2(𝑘𝑦)

(𝑘𝑥)3 + (𝑘𝑦)3
 

=
𝑘3(𝑥2𝑦)

𝑘3(𝑥3 + 𝑦3)
 

=
𝑥2𝑦

𝑥3 + 𝑦3
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زض کرو   

 

اور اس کا حل معلوم کرنے کے لیے ف 𝑦اس لیے دی گئی تفرقی مساوات متجانس ہے  = 𝑣𝑥 ا ہوگا

 

اور اس سے ہمیں حاصل  درج کرت

ہوگا   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑣 + 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 

 سے حاصل ہے (1) مساوات 

    𝑣 + 𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

𝑥2(𝑣𝑥)

𝑥3 + (𝑣𝑥)3
 

 =
𝑥3(𝑣)

𝑥3(1 + 𝑣3)
=

𝑣

1 + 𝑣3
 

⇒                          𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

𝑣

1 + 𝑣3
− 𝑣 =

−𝑣4

1 + 𝑣3
 

⇒                                          
1 + 𝑣3

𝑣4
𝑑𝑣 = −

𝑑𝑥

𝑥
 

⇒                                  𝑣−4𝑑𝑣 +
1

𝑣
𝑑𝑣 = −

𝑑𝑥

𝑥
 

⇒                         ∫ 𝑣−4𝑑𝑣 + ∫
1

𝑣
𝑑𝑣 = − ∫

𝑑𝑥

𝑥
 

⇒                                      
𝑣−3

−3
+ log 𝑣 = − log 𝑥 + 𝑐 

⇒                   −
1

3𝑣3
+ log 𝑣 + log 𝑥 = 𝑐 

𝑣 =
𝑦

𝑥
 درج کرنے پر  

−
1

3 (
𝑦

𝑥
)

3 + log (
𝑦

𝑥
) + log 𝑥 = 𝑐 

⇒    −
𝑥3

3𝑦3
+ log 𝑦 − log 𝑥 + log 𝑥 = 𝑐 

⇒                                      log 𝑦 −
𝑥3

3𝑦3
= 𝑐 

 ۔ کا حل ہے  (1)جو کہ مساوات 

𝑥 ۔ 2مثال 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦 + 𝑥𝑒

𝑦

𝑥 ۔ کرو  معلوم  حلکا 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

 (1)…………….    𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦 + 𝑥𝑒

𝑦

𝑥 

⇒     
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦 + 𝑥𝑒
𝑦

𝑥

𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

⇒             𝑓(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) =
𝑘𝑦 + 𝑘𝑥𝑒

𝑘𝑦

𝑘𝑥

𝑘𝑥
 

= 𝑓(𝑥, 𝑦) 
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زض کرو   

 

اور اس کا حل معلوم کرنے کے لیے ف 𝑦اس لیے دی گئی تفرقی مساوات متجانس ہے  = 𝑣𝑥  می ںحااصل 
ہ
درج کرنے پراور اس سے 

ہوگا

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑣 + 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 

 سے حاصل ہے (1)مساوات 

𝑣 + 𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

𝑣𝑥 + 𝑥𝑒
𝑣𝑥

𝑥

𝑥
 

⇒ 𝑣 + 𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

𝑥(𝑣 + 𝑒𝑣)

𝑥
= 𝑣 + 𝑒𝑣

 

⇒                                  𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝑒𝑣

 

دا کرنے پر   متغی ج 

𝑒−𝑣𝑑𝑣 =
𝑑𝑥

𝑥
 

⇒                         ∫ 𝑒−𝑣𝑑𝑣 = ∫
𝑑𝑥

𝑥
 

⇒                                  
𝑒−𝑣

−1
= log 𝑥 + log 𝑐 

⇒                                  𝑒−𝑣 = − log 𝑐𝑥 = log (
1

𝑐𝑥
) 

𝑣 =
𝑦

𝑥
 درج کرنے پر  

𝑒(−
𝑦

𝑥
) = log (

1

𝑐𝑥
) 

 ۔ کا حل ہے  (1)جو کہ مساوات 

𝑥)مساوات   ۔ 3مثال  + 𝑦)𝑑𝑦 = (𝑥 − 𝑦)𝑑𝑥 ۔حل کروکو 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦 = (𝑥 − 𝑦)𝑑𝑥 

 (1)…………….   ⇒                             
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥−𝑦

𝑥+𝑦
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

زض کرو کہ    

 

  ف

 

𝑦جو ای  متجانس تفرقی مساوات ہے۔ ت = 𝑣𝑥   جس سے ہمیں حاصل ہوگا

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑣 + 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 

 سے حاصل ہے (1)مساوات اب 

𝑣 + 𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

𝑥 − 𝑣𝑥

𝑥 + 𝑣𝑥
 

=
𝑥(1 − 𝑣)

𝑥(1 + 𝑣)
=

1 − 𝑣

1 + 𝑣
 

⇒             𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

1 − 𝑣

1 + 𝑣
− 𝑣 =

1 − 𝑣 − 𝑣 − 𝑣2

1 + 𝑣
 

⇒                                      𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

1 − 2𝑣 − 𝑣2

1 + 𝑣
 

⇒                 
1 + 𝑣

1 − 2𝑣 − 𝑣2
𝑑𝑣 =

𝑑𝑥

𝑥
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⇒      
1

−2
(

−2 − 2𝑣

1 − 2𝑣 − 𝑣2
) 𝑑𝑣 =

𝑑𝑥

𝑥
 

⇒
1

−2
∫ (

−2 − 2𝑣

1 − 2𝑣 − 𝑣2
) 𝑑𝑣 = ∫

𝑑𝑥

𝑥
 

⇒      
1

−2
log(1 − 2𝑣 − 𝑣2) = log 𝑥 + log 𝑐 

⇒             log(1 − 2𝑣 − 𝑣2) = −2 log 𝑐𝑥 

⇒             log(1 − 2𝑣 − 𝑣2) = log
1

(𝑐𝑥)2
 

⇒                       1 − 2𝑣 − 𝑣2 =
1

(𝑐𝑥)2
 

𝑣 =
𝑦

𝑥
 درج کرنے پر  

1 − 2 (
𝑦

𝑥
) − (

𝑦

𝑥
)

2

=
1

(𝑐𝑥)2
 

⇒                 𝑥2 − 2𝑥𝑦 − 𝑦2 =
1

𝑐2
= 𝑘 

𝑥2کا حل   (1)مساوات   اس طرح  − 2𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑘ہوگا۔ 

𝑥2)مساوات  ۔ 4مثال  + 𝑦2)𝑑𝑥 − 2𝑥𝑦𝑑𝑦 =  ۔ کرو  معلوم  حلکا0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

  (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥 − 2𝑥𝑦𝑑𝑦 = 0 

⇒                                         (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥 = 2𝑥𝑦𝑑𝑦 

 (1)…………….  ⇒                                                             
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥2+𝑦2

2𝑥𝑦
 

زض کرو کہ

 

  ف

 

𝑦یہ ای  متجانس تفرقی مساوات ہے ۔ ت = 𝑣𝑥 جس سے ہمیں حاصل ہوگا

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑣 + 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 

 سے حاصل ہے (1) مساوات 

𝑣 + 𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

𝑥2 + (𝑣𝑥)2

2𝑥(𝑣𝑥)
 

=
𝑥2(1 + 𝑣2)

2𝑥2𝑣
=

1 + 𝑣2

2𝑣
 

⇒      𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

1 + 𝑣2

2𝑣
− 𝑣 =

1 − 𝑣2

2𝑣
 

⇒                      
2𝑣

1 − 𝑣2
𝑑𝑣 =

𝑑𝑥

𝑥
 

⇒                  ∫
−2𝑣

1 − 𝑣2
𝑑𝑣 = − ∫

𝑑𝑥

𝑥
 

⇒                   log(1 − 𝑣2) = − log 𝑥 + log 𝑐 

⇒                   log(1 − 𝑣2) = log
𝑐

𝑥
 

⇒                 1 − 𝑣2 =
𝑐

𝑥
 

𝑣 =
𝑦

𝑥
 درج کرنے پر  
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1 − (
𝑦

𝑥
)

2

=
𝑐

𝑥
 

⇒               𝑥2 − 𝑦2 = 𝑐𝑥 

𝑥2کا حل   (1)مساوات   اس طرح  − 𝑦2 = 𝑐𝑥ہوگا۔ 

𝑥3)مساوات  ۔ 5مثال  − 2𝑦3)𝑑𝑥 + 3𝑥𝑦2𝑑𝑦 =  ۔ کرو  معلوم  حلکا0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔  

(𝑥3 − 2𝑦3)𝑑𝑥 + 3𝑥𝑦2𝑑𝑦 = 0 

⇒                                        (𝑥3 − 2𝑦3)𝑑𝑥 = −3𝑥𝑦2𝑑𝑦 

 (1)…………….  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑥3−2𝑦3

3𝑥𝑦2
 

𝑦یہ ای  متجانس تفرقی مساوات ہے ۔ اب مان لوکہ    = 𝑣𝑥   جس سے ہمیں حاصل ہوگا

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑣 + 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 

 سے (1)مساوات اب 

𝑣 + 𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= −

𝑥3 − 2(𝑣𝑥)3

3𝑥(𝑣𝑥)2
 

= −
𝑥3(1 − 2𝑣3)

3𝑥3𝑣2
= − (

1 − 2𝑣3

3𝑣2
) 

⇒                               𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

2𝑣3 − 1

3𝑣2
− 𝑣 =

2𝑣3 − 1 − 3𝑣3

3𝑣2
 

⇒                               𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

−1 − 𝑣3

3𝑣2
 

⇒                     
3𝑣2

1 + 𝑣3
𝑑𝑣 = −

𝑑𝑥

𝑥
 

⇒                 ∫
3𝑣2

1 + 𝑣3
𝑑𝑣 = − ∫

𝑑𝑥

𝑥
 

⇒                  log(1 + 𝑣3) = − log 𝑥 + log 𝑐 

⇒                  log(1 + 𝑣3) = log
𝑐

𝑥
 

⇒                            1 + 𝑣3 =
𝑐

𝑥
 

𝑣 =
𝑦

𝑥
 درج کرنے پر  

1 + (
𝑦

𝑥
)

3

=
𝑐

𝑥
 

⇒                          𝑥3 + 𝑦3 = 𝑐𝑥2
 

𝑥3کا حل   ( 1) مساوات  اس طرح  + 𝑦3 = 𝑐𝑥2
 ہوگا۔

𝑥2)مساوات  ۔ 6مثال  + 𝑥𝑦 + 𝑦2)𝑑𝑥 = 𝑥2𝑑𝑦۔ کرو  معلوم  حلکا 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2)𝑑𝑥 = 𝑥2𝑑𝑦 

 (1)…………….   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥2+𝑥𝑦+𝑦2

𝑥2
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زض کرو کہ

 

  ف

 

𝑦یہ ای  متجانس تفرقی مساوات ہے ۔ ت = 𝑣𝑥 جس سے ہمیں حاصل ہوگا

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑣 + 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 

 سے حاصل ہے (1)مساوات اب 

𝑣 + 𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

𝑥2 + 𝑥(𝑣𝑥) + (𝑣𝑥)2

𝑥2
 

=
𝑥2(1 + 𝑣 + 𝑣2)

𝑥2
= 1 + 𝑣 + 𝑣2

 

⇒                        𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 1 + 𝑣 + 𝑣2 − 𝑣 = 1 + 𝑣2

 

⇒                   
𝑑𝑣

1 + 𝑣2
=

𝑑𝑥

𝑥
 

⇒              ∫
𝑑𝑣

1 + 𝑣2
= ∫

𝑑𝑥

𝑥
 

⇒                 tan−1 𝑣 = log 𝑥 + log 𝑐 = log 𝑐𝑥 

𝑣 =
𝑦

𝑥
 درج کرنے پر  

tan−1 (
𝑦

𝑥
) = log 𝑐𝑥 

tan−1کا حل   ( 1) مساوات  اس طرح  (
𝑦

𝑥
) = log 𝑐𝑥ہوگا۔ 

ز ہوں  2.3.1 دب 

 

 غیر متجانس مساواتیں جو متجانس مساواتوں میں تحویل پ 

(Non-Homogeneous Differential Equations Reducible to Homogeneous Equations) 

اگر مساوات  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) ذیل شکل کی ہو 

 (1)…………….  (𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1) 

,𝑎1جہاں    𝑏1, 𝑐1  اور𝑎2, 𝑏2, 𝑐2  کہ  
 

𝑎2𝑥مستقلات ہیں، ج + 𝑏2𝑦 + 𝑐2 ≠ ز  ہے اگر 0 زب 

 

𝑐1متجانس میں تحویل ب  = 𝑐2 = 0 

 ہیں  ( 1)وات  مسا

 

ز کر سکت
 
 کو ہم درج ذیل شکل میں ظاہ

 (2)…………….   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑎1𝑥+𝑏1𝑦+𝑐1

𝑎2𝑥+𝑏2𝑦+𝑐2
 

زض کرو کہ   

 

,ℎف 𝑘  دو مستقلات اس طرح وجود رکھتے ہیں کہ𝑦 = 𝑌 + 𝑘،𝑥 = 𝑋 + ℎ اور 

0𝑎1ℎ + 𝑏1𝑘 + 𝑐1 = 

𝑎2ℎ + 𝑏2𝑘 + 𝑐2 = 0 

  

 

𝑑𝑥ت = 𝑑𝑋   اور𝑑𝑦 = 𝑑𝑌۔ ہیں 

⇒                                                 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑌

𝑑𝑋
 

 ہوگی (  2)اور مساوات 

𝑑𝑌

𝑑𝑋
=

𝑎1(𝑋 + ℎ) + 𝑏1(𝑌 + 𝑘) + 𝑐1

𝑎2(𝑋 + ℎ) + 𝑏2(𝑌 + 𝑘) + 𝑐2
 

𝑎1ℎچوں کہ + 𝑏1𝑘 + 𝑐1 = 𝑎2ℎ + 𝑏2𝑘 + 𝑐2 =  اس لیے0
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 (3)…………….   

𝑑𝑌

𝑑𝑋
=

𝑎1𝑋+𝑏1𝑌

𝑎2𝑋+𝑏2𝑌
 

 ہیں ۔ (3)اور مساوات 

 

ز میں  متجانس ہے جس کا ہم حل معلوم کر سکت

 

 کا حل حاصل ہوگا۔ ( 1)کی قدر درج کرنے پر ہمیں مساوات  𝑌اور 𝑋آج

2𝑥)مساوات  ۔ 1مثال  + 𝑦 − 3)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 + 2𝑦 −  ۔ کرو  معلوم  حلکا3

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(2𝑥 + 𝑦 − 3)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 + 2𝑦 − 3 

 (1)…………….   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥+2𝑦−3

2𝑥+𝑦−3
 

زض کرو کہ    (1)مساوات  

 

𝑦ای  غیر متجانس تفرقی مساوات ہے۔ اب ف = 𝑌 + 𝑘،𝑥 = 𝑋 + ℎ      جہاںℎ, 𝑘  دو مستقلات اس طرح وجود

 رکھتے ہیں کہ

 (2)…………….   ℎ + 2𝑘 − 3 = 0 

 (3)…………….   2ℎ + 𝑘 − 3 = 0 

ا ہے ( 3)اور  (  2) مساوات 

 

𝑘کو حل کرنے پر ہمیں حاصل ہوت = 1, ℎ = 1 

𝑦اگر ہم  = 𝑌 + 1, 𝑥 = 𝑋 + 1  

 

 ( 1)مساوات   لیتے ہیں ت

 (4)…………….   

𝑑𝑌

𝑑𝑋
=

𝑋+2𝑌

2𝑋+𝑌
 

 میں تبدیل ہو جاتی ہے۔

𝑌یہ ای  متجانس تفرقی مساوات ہے ۔ اب اگر    = 𝑉𝑋    

 

ہو، ت

𝑑𝑌

𝑑𝑋
= 𝑉 + 𝑋

𝑑𝑉

𝑑𝑋
 

 سے (4)مساوات اب 

𝑉 + 𝑋
𝑑𝑉

𝑑𝑋
=

𝑋 + 2𝑉𝑋

2𝑋 + 𝑉𝑋
 

=
𝑋(1 + 2𝑉)

𝑋(2 + 𝑉)
=

1 + 2𝑉

2 + 𝑉
 

⇒                                  𝑋
𝑑𝑉

𝑑𝑋
=

1 + 2𝑉

2 + 𝑉
− 𝑉 =

1 − 𝑉2

2 + 𝑉
 

⇒                                                    
2 + 𝑉

1 − 𝑉2
𝑑𝑉 =

𝑑𝑋

𝑋
 

⇒                                                ∫
2 + 𝑉

1 − 𝑉2
𝑑𝑉 = ∫

𝑑𝑋

𝑋
 

⇒            ∫
2

1 − 𝑉2
𝑑𝑉 +

1

−2
∫

−2𝑉

1 − 𝑉2
𝑑𝑉 = ∫

𝑑𝑋

𝑋
 

⇒ 2 ×
1

2
log (

1 + 𝑉

1 − 𝑉
) −

1

2
log(1 − 𝑉2) = log 𝑋 + log 𝐶 

⇒ 2 log (
1 + 𝑉

1 − 𝑉
) − log(1 − 𝑉2) = 2 log 𝐶𝑋 

⇒ log {
(1 + 𝑉)2

(1 − 𝑉)2
×

1

(1 − 𝑉2)
} = log(𝐶𝑋)2
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⇒                            
1 + 𝑉

(1 − 𝑉)3
= (𝐶𝑋)2

 

𝑉 =
𝑌

𝑋
 درج کرنے پر  

1 +
𝑌

𝑋

(1 −
𝑌

𝑋
)

3 = (𝐶𝑋)2
 

⇒                   
𝑋 + 𝑌

(𝑋 − 𝑌)3
∙ 𝑋2 = (𝐶𝑋)2

 

⇒                
𝑋 + 𝑌

(𝑋 − 𝑌)3
= 𝐶2 = 𝑘 

𝑌ہم  اب  = 𝑦 − 1, 𝑋 = 𝑥 −   ہیں درج کرتے1

⇒           
𝑥 − 1 + 𝑦 − 1

(𝑥 − 1 − 𝑦 + 1)3
= 𝑘 

⇒                         
𝑥 + 𝑦 − 2

(𝑥 − 𝑦)3
= 𝑘 

𝑥( کا حل  1مساوات )  اس طرح  + 𝑦 − 2 = 𝑘(𝑥 − 𝑦)3
 ہوگا۔

4𝑥)مساوات  ۔ 2مثال  + 3𝑦 + 1)𝑑𝑥 + (3𝑥 + 2𝑦 + 1)𝑑𝑦 =  ۔ کرو  معلوم  حلکا0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(4𝑥 + 3𝑦 + 1)𝑑𝑥 + (3𝑥 + 2𝑦 + 1)𝑑𝑦 = 0 

 (1)…………….   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

4𝑥+3𝑦+1

3𝑥+2𝑦+1
 

زض کرو کہ  

 

𝑦یہ مساوات غیر متجانس تفرقی مساوات ہے۔ اب ف = 𝑌 + 𝑘،𝑥 = 𝑋 + ℎ     جہاںℎ, 𝑘دو ایسے اعداد ہیں کہ 

 (2)…………….   4ℎ + 3𝑘 + 1 = 0 

 (3)…………….   3ℎ + 2𝑘 + 1 = 0 

ا ہے ( 3)اور  (  2) مساوات 

 

𝑘کو حل کرنے پر ہمیں حاصل ہوت = 1, ℎ = −1 

𝑦اگر ہم  = 𝑌 + 1, 𝑥 = 𝑋 − 1  

 

 ( 1)مساوات   لیتے ہیں ت

 (4)…………….   

𝑑𝑌

𝑑𝑋
= −

4𝑋+3𝑌

3𝑋+2𝑌
 

زض کرو کہ  

 

𝑌میں تبدیل ہو جاتی ہے۔ یہ ای  متجانس تفرقی مساوات ہے ۔ اب ف = 𝑉𝑋   

 

ہے، ت

𝑑𝑌

𝑑𝑋
= 𝑉 + 𝑋

𝑑𝑉

𝑑𝑋
 

 سے (4)مساوات اب 

𝑉 + 𝑋
𝑑𝑉

𝑑𝑋
= −

4𝑋 + 3𝑉𝑋

3𝑋 + 2𝑉𝑋
 

= −
𝑋(4 + 3𝑉)

𝑋(3 + 2𝑉)
= −

4 + 3𝑉

3 + 2𝑉
 

⇒    𝑋
𝑑𝑉

𝑑𝑋
= −

4 + 3𝑉

3 + 2𝑉
− 𝑉 = −

4 + 6𝑉 + 2𝑉2

3 + 2𝑉
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⇒     
3 + 2𝑉

−2(2 + 3𝑉 + 𝑉2)
𝑑𝑉 =

𝑑𝑋

𝑋
 

⇒           
3 + 2𝑉

(2 + 3𝑉 + 𝑉2)
𝑑𝑉 =

−2

𝑋
𝑑𝑋 

⇒      ∫
3 + 2𝑉

(2 + 3𝑉 + 𝑉2)
𝑑𝑉 = −2 ∫

𝑑𝑋

𝑋
 

⇒           log(2 + 3𝑉 + 𝑉2) = −2 log 𝑋 + log 𝑐 

⇒      log(2 + 3𝑉 + 𝑉2)𝑋2 = log 𝑐 

⇒            (2 + 3𝑉 + 𝑉2)𝑋2 = 𝑐 

𝑉 =
𝑌

𝑋
 درج کرنے پر  

(2 +
3𝑌

𝑋
+

𝑌2

𝑋2
) 𝑋2 = 𝑐 

⇒              2𝑋2 + 3𝑋𝑌 + 𝑌2 = 𝑐 

𝑌ہم  اب  = 𝑦 − 1, 𝑋 = 𝑥 +   ہیں درج کرتے1

⇒ 2(𝑥 + 1)2 + 3(𝑥 + 1)(𝑦 − 1) + (𝑦 − 1)2 = 𝑐 

𝑥)2( کا حل  1مساوات )  اس طرح  + 1)2 + 3(𝑥 + 1)(𝑦 − 1) + (𝑦 − 1)2 = 𝑐ہوگا۔ 

𝑥)مساوات  ۔ 3مثال  + 2𝑦 − 1)𝑑𝑥 − (2𝑥 + 4𝑦 + 2)𝑑𝑦 =  ۔ کرو  معلوم  حلکا0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(𝑥 + 2𝑦 − 1)𝑑𝑥 − (2𝑥 + 4𝑦 + 2)𝑑𝑦 = 0 

 (1)…………….   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥+2𝑦−1

2(𝑥+2𝑦)+2
 

زض کرو کہ  

 

𝑣اب ف = 𝑥 + 2𝑦  

 

 ہے، ت

𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 1 + 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

⇒                                 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

2
(

𝑑𝑣

𝑑𝑥
− 1) 

 سے (1)مساوات اب 

1

2
(

𝑑𝑣

𝑑𝑥
− 1) =

𝑣 − 1

2𝑣 + 2
 

⇒                           
𝑑𝑣

𝑑𝑥
− 1 =

𝑣 − 1

𝑣 + 1
 

⇒                                   
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

𝑣 − 1

𝑣 + 1
+ 1 =

2𝑣

𝑣 + 1
 

⇒                        
𝑣 + 1

2𝑣
𝑑𝑣 = 𝑑𝑥 

⇒                
1

2
(1 +

1

𝑣
) 𝑑𝑣 = 𝑑𝑥 

⇒           
1

2
∫ (1 +

1

𝑣
) 𝑑𝑣 = ∫ 𝑑𝑥 

⇒                       v + log 𝑣 = 2𝑥 + 𝑐 
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𝑉 = 𝑥 + 2𝑦 درج کرنے پر  

𝑥 + 2𝑦 + log(𝑥 + 2𝑦) = 2𝑥 + 𝑐 

⇒ log(𝑥 + 2𝑦) + (2𝑦 − 𝑥) = 𝑐 

log(𝑥کا حل   (1)مساوات   اس طرح  + 2𝑦) + (2𝑦 − 𝑥) = 𝑐ہوگا۔ 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج   2.4

اس اکائی میں ہم یہ دیکھ چکے ہیں کہ اگر مساوات  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦)  ذیل شکل

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥)𝑔(𝑦)  دا میں ہو تو ہم اس کا حل متغی ج 

ز   زب 

 

,𝑥 اگر   طریقہ سے حاصل کرتے ہیں۔کے  ب  𝑦    میں کوئی تفاعل𝑓(𝑥, 𝑦)   ہم  

 

𝑦متجانس ہو ت = 𝑣𝑥  کی مدد سے دی گئی تفرقی مساوات کو

دا  متغی ز بنا کر حل کرتے ہیں ج  زب 

 

 اور غیر متجانس مساواتوں کو متجانس بنا کر ان کا حل حاصل کر لیتے ہیں۔  ب 

 (Keywords)کلیدی الفاظ  2.5

ز زب 

 

دا ب   متجانس تفاعل، متجانس تفرقی مساوات، غیر متجانس تفرقی مساوات، متغی ج 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  2.6

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوات ات کے حامل سوالات 2.6.1

𝑦تفرقی مساوات    .1
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥𝑒𝑥2+𝑦2

 کا حل ہے

A. 𝑒𝑥2
+ 𝑒𝑦2

= 𝐶   .B 𝑒−𝑥2
+ 𝑒𝑦2

= 𝐶  

.C 𝑒𝑥2
+ 𝑒−𝑦2

= 𝐶   .D  ان میں سے کوئی نہیں 

𝑙𝑜𝑔تفرقی مساوات   .2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑎𝑥 + 𝑏  ہے۔........................حل  کا 

مساوات   .3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥+𝑦

2𝑥
 کا حل ہے

.A 𝑥 = 𝐶(𝑥 − 𝑦)2
   .B (𝑥 − 𝑦)𝑥 = 𝐶  

.C 𝑦 = 𝐶(𝑥 − 𝑦)2
   .D  ان میں سے کوئی نہیں 

  (Short Answer Type Questions)مختصر جوات ات کے حامل سوالات  2.6.2

ز طریقہ سے مساوات  .1 زب 

 

دا ب  𝑦2متغیج  cos √𝑥 𝑑𝑥 − 2√𝑥𝑒
1

𝑦𝑑𝑦 =  کا حل معلوم کرو۔   0

 درج ذیل مساواتوں کو حل کرو:  .2

(i) 𝑦2 + 𝑥2 𝑑𝑦
𝑑𝑥

= 𝑥𝑦 𝑑𝑦
𝑑𝑥

 

(ii) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦

𝑥
+ tan (

𝑦

𝑥
) 

(iii) (𝑥2 − 3𝑥𝑦)𝑑𝑦 = (𝑥𝑦 − 2𝑦2)𝑑𝑥 

 :وذیل کی تفرقی مساواتوں کو حل کر .3

(i) (𝑒𝑦 + 1) cos 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 sin 𝑥 𝑑𝑦 = 0 
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(ii) (𝑥 + 𝑦)2 𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑎2

 

(iii) 𝑑𝑦 = 𝑡𝑎𝑛2(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥 

(iv) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= cos(𝑥 + 𝑦) + sin(𝑥 + 𝑦) 

(v) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥+𝑦 + 𝑥2𝑒𝑥3+𝑦

 

(vi) (𝑒𝑥 + 1)𝑦𝑑𝑦 + (𝑦 + 1)𝑑𝑥 = 0 

(vii) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑦 + 1 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوات ات کے حامل سوالات 2.6.3

 : حل کرو .1

(i) (𝑥 − 𝑦 − 2)𝑑𝑥 + (𝑥 − 2𝑦 − 3)𝑑𝑦 = 0 

(ii) (𝑥 + 2𝑦 + 3)𝑑𝑥 − (3𝑥 + 2𝑦 + 1)𝑑𝑦 = 0 

(iii) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥+𝑦+1

2𝑥+2𝑦+3
 

 جوات ات:

 مختصر جوات ات کے حامل سوالات کے جوات ات  2.6.2

1. sin √𝑥 + 𝑒
1

𝑦 = 𝐶 

2. (
𝑦

𝑥
) − log (

𝑦

𝑥
) = log 𝑥 + 𝐶   (𝑖) 

sin (
𝑦

𝑥
) = 𝐶𝑥   (𝑖𝑖) 

𝑥2 = 𝐶𝑦3𝑒
𝑥

𝑦   (𝑖𝑖𝑖) 

3.  

(i) (𝑒𝑦 + 1) sin 𝑥 = 𝐶 

(ii) 𝑦 = 𝑎 tan−1 (𝑥+𝑦)

𝑎
+ 𝐶 

(iii) sin(2𝑥 + 2𝑦) = 2𝑥 − 2𝑦 + 𝐶 

(iv) log {1 + tan
(𝑥+𝑦)

2
} = 𝑥 + 𝐶 

(v) 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑦 +
𝑥3

3
= 𝐶 

(vi) 𝑦 − log(1 + 𝑒−𝑥) − log(𝑦 + 1) = 𝐶 

(vii) 𝐶(𝑦 + 1) = 𝑒
(

𝑥2

2
+𝑥)

 

 طویل جوات ات کے حامل سوالاتکے جوات ات  2.6.3

(i) 𝑥2 − 2𝑦2 − 2𝑥4𝑦 − 2 = 𝐶 (
𝑥−𝑦√2−√2−1

𝑥+𝑦√2+√2−1
)

1
√2

⁄

 

(ii) (2𝑦 − 𝑥 + 5)4 = 𝐶3(𝑥 + 𝑦 + 1) 

(iii) 𝑥 + 𝑦 +
4

3
= 𝐶𝑒3(𝑥−2𝑦)
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 ۔ ٹھیک تفرقی مساواتیں 3اکائی 

(Exact Differential Equations ) 

زا  ئیاکا

 

 
 کے اج

 تمہید   3.0

 مقاص    3.1

 ٹھیک تفرقی مساواتیں    3.2

 ٹھیک تفرقی مساواتوں کے لیے ضروری اور کافی شرط  3.2.1 

زا ضربی   3.2.2 

 

 
ل اج
م
ک

 

مت

 

 ئجاکتسابی نتا   3.3

 الفاظکلیدی    3.4

 نمونہ امتحانی سوالات    3.5

  معروضی جوات ات کے حامل سوالات  3.5.1 

 مختصر جوات ات کے حامل سوالات   3.5.2 

 طویل جوات ات کے حامل سوالات  3.5.3 
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 (Introduction)تمہید 3.0

 ذیل کی مساواتوں کو غور سے دیکھیے:  

 …………..(1)    𝑥𝑑𝑦 + 𝑦𝑑𝑥 = 0 

 …………..(2)    

𝑦𝑑𝑥−𝑥𝑑𝑦

𝑦2 = 0 

 کا حل ہے ( 1)مساوات 

 …………..(3)    𝑥𝑦 = 𝑐 

 کا حل ہے (  2) اور مساوات 

 …………..(4)    

𝑥

𝑦
= 𝑐 

 حاصل ہوتی ہے۔ جیسا کہ(1)کے سیدھے تفرق سے تفرقی مساوات  (3)مساوات 

𝑑(𝑥𝑦) = 𝑑(𝑐) 

⇒                         𝑥𝑑𝑦 + 𝑦𝑑𝑥 = 0 

𝑑اور  (
𝑥

𝑦
) = 𝑑(𝑐)   سے

𝑦𝑑𝑥−𝑥𝑑𝑦

𝑦2 = ایسی مساواتیں جو کس تفاعل  0 ا ہے۔ 

 

,𝑓(𝑥حاصل ہوت 𝑦) = 𝑐  کے سیدھے تفرق سے حاصل

 کہلاتی ہیں۔  (Exact Differential Equations)ہوتی ہیں ٹھیک تفرقی مساواتیں

 ( Objectives)مقاص 3.1

 ہو جائیں گے کہ
 
 اس اکائی کے مکمل ہونے پر آپ اس قاب

 ٹھیک تفرقی مساوات کا حل حاصل کرسکیں ۔  •

ز ضربی •

 

 
ل ج
م
ک

 

ت
م

(Integrating Factor  )  معلوم کرکے غیر ٹھیک مساوات کو ٹھیک مساوات میں تبدیل کرکے اس کا حل  معلوم

 کرنے کا طریقہ سیکھ سکیں۔

 (Exact Differential Equations)ٹھیک تفرقی مساواتیں  3.2

,N    ،𝑥اور    Mاگر  تعریف:   𝑦    کے دو تفاعلات ہوں تو مساوات𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦 = ت ا ٹھیک تفرقی مساوات کہلاتی ہے اگر    ٹھیک مساوات0

,𝑓(𝑥 ای  ایسا تفاعل 𝑦)  ا ہو کہ

 

 وجود رکھ

𝑑[𝑓(𝑥, 𝑦)] = 𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦 

𝑦2𝑑𝑥مساوات    مثلً + 2𝑥𝑦𝑑𝑦 = اس لیے کہ0 𝑑(𝑥𝑦2)ٹھیک مساوات ہے  = 𝑦2𝑑𝑥 + 2𝑥𝑦𝑑𝑦     
ً
ملا
ع

,𝑓(𝑥ہے۔  𝑦)  اس کو 

ا ہے۔ 

 

ا آسان نہیں ہوت

 

 قدر معلوم کرت
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 ٹھیک تفرقی مساواتوں کے لیے ضروری اور کافی شرط 3.2.1

 (Necessary and Sufficient Condition for Exact Differential Equations ) 

𝑀𝑑𝑥پہلے رتبے اور پہلے درجے کی تفرقی مساوات    + 𝑁𝑑𝑦 = کے ٹھیک ہونے کی ضروری اور کافی شرط یہ ہے کہ0

∂M

∂y
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 ہو۔    

 ثبوت: 

زض کرو کہ مساوات  (Necessary Condition)ضروری شرط

 

 :ف

 …………..(1)    𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦 = 0 

سااوات ہے
م
ت ک
ھ

 

ت

ا ہے کہ 

 

 کرت

 

 
ات

 

 ، ہمیں ت

 …………..(2)    

∂M

∂y
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

ا ہے کہ ای  ایسا تفاعل 

 

ز ہوت
 
,𝑓(𝑥 ہوگا۔ ٹھیک تفرقی مساوات کی تعریف سے ظاہ 𝑦)  ا ہو کہ

 

 وجود رکھ

 …………..(3)  𝑑[𝑓(𝑥, 𝑦)] =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

∂𝑓

∂y
𝑑𝑦 = 𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦 

 جہاں

 …………..(4)    

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝑀 

 اور 

 …………..(5)    

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑁 

ا ہے   𝑦کو بہ لحاظ(4)مساوات  

 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

∂M

∂y
=

∂

∂y
(

𝜕𝑓

𝜕𝑥
) =

𝜕2𝑓

∂y𝜕𝑥
 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا 𝑥کو بہ لحاظ  (5)اور مساوات  

𝜕𝑁

𝜕𝑥
=

∂

∂𝑥
(

𝜕𝑓

𝜕y
) =

𝜕2𝑓

∂𝑥𝜕𝑦
 

چوں کہ  

𝜕2𝑓

∂𝑥𝜕𝑦
=

𝜕2𝑓

∂y𝜕𝑥
ا ہے

 

 ، اس لیے ہوت

∂M

∂y
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

𝑀𝑑𝑥اس لیے تفرقی مساوات    + 𝑁𝑑𝑦 = کے ٹھیک ہونے کی ضروری شرط یہ ہے کہ0

∂M

∂y
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 ہو۔    

زض کرو کہ شرط  (Sufficient Condition)کافی شرط

 

:ف

∂M

∂y
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 ۔ صحیح ہے

ا ہے کہ تفرقی مساوات    

 

 کرت

 

 
ات

 

ت 𝑀𝑑𝑥ہمیں  + 𝑁𝑑𝑦 = ایسا تفاعل     0 ۔ اس کے لیے ہمیں ای   ,𝑓(𝑥ٹھیک ہے  𝑦)    ا ہے کہ

 

تلاش کرت

𝑑[𝑓(𝑥, 𝑦)] = 𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦 ہو۔ 

زض کرو کہ

 

𝑈ف = ∫ 𝑀𝑑𝑥     

 

ا گیا ہے، ت

 

ل مستقل مات
م
ک

 

ی

 جس میں دورانِ 
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∂

∂𝑥
(∫ 𝑀𝑑𝑥) =

𝜕𝑈

𝜕𝑥
 

چوں کہ  

∂

∂𝑥
(∫ 𝑀𝑑𝑥) = 𝑀 ،اس لیے 

∂M

∂y
=

𝜕2𝑈

∂y𝜕𝑥
 

چوں کہ

𝜕2𝑈

∂𝑥𝜕𝑦
=

𝜕2𝑈

∂y𝜕𝑥
اور  

∂M

∂y
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 اس لیے، ہے

𝜕𝑁

𝜕𝑥
=

𝜕2𝑈

∂𝑥𝜕𝑦
=

∂

∂𝑥
(

𝜕𝑈

𝜕𝑦
) 

ل بہ لحاظ   
م
ک

 

ی

𝑥 کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا 

𝑁 =
𝜕𝑈

𝜕𝑦
+ 𝜙(𝑦) 

 مستقل ہے۔اب  𝜙(𝑦)جہاں  

𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦 =
𝜕𝑈

𝜕𝑥
𝑑𝑥 + {

∂U

∂y
+ 𝜙(𝑦)} 𝑑𝑦 

                                                                           = (
𝜕𝑈

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

∂U

∂y
𝑑𝑦) + 𝜙(𝑦)𝑑𝑦 

                                                                           = 𝑑𝑈 + 𝜙(𝑦)𝑑𝑦 

                                                                           = 𝑑 (𝑈 + ∫ 𝜙(𝑦)𝑑𝑦) 

𝑀𝑑𝑥اس طرح   ہے۔(Total Differentiation)قجو ای  کامل تفر + 𝑁𝑑𝑦 =  ای  ٹھیک تفرقی مساوات ہے۔ 0

 ٹھیک تفرقی مساوات کے حل کا عملی قاعدہ:  

I.   دی گئی مساوات کو𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦 =  معلوم کریں۔𝑁اور   𝑀کر لکھکی شکل میں 0

II. اگر
∂M

∂y
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
  تفرقی مساوات ٹھیک ہے۔  

 

 ہو ت

III. متغی y  کو مستقل مان کر𝑀       کو بہ لحاظ𝑥ل   کریں۔
م
ک

 

ی

 

IV. متغی𝑥   کو مستقل مان کر𝑁 کو بہ لحاظ𝑦     ل کریں اور  ان ارقام کوچھوڈدو جو
م
ک

 

ی

𝑀 کو بہ لحاظ𝑥  ل کرنے پر حاصل ہوں۔
م
ک

 

ی

 

ز کرو۔ یہی ٹھیک مساوات کا حل ہوگا۔ صل شدہ ارقام کو جمع کرکے ای  اختیاتیسرے اور چوتھے مرحلے سے حا زاب   ری مستقل کے ب 

𝑎𝑥)حل کرو:    ۔ 1مثال  + ℎ𝑦 + 𝑔)𝑑𝑥 + (ℎ𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑓)𝑑𝑦 = 0 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(𝑎𝑥 + ℎ𝑦 + 𝑔)𝑑𝑥 + (ℎ𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑓)𝑑𝑦 = 0 

  
 
𝑀𝑑𝑥اس مساوات کا تقاب + 𝑁𝑑𝑦 =  سے کرنے پر   0

                                                                            𝑀 = 𝑎𝑥 + ℎ𝑦 + 𝑔 

𝑁     اور  = ℎ𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑓 

⇒
∂𝑀

∂y
= ℎ,   

∂𝑁

∂𝑥
= ℎ 
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 اس لیے

∂𝑀

∂y
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

ا ہے

 

 اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک ہے۔ ٹھیک مساوات کا حل درج ذیل طریقہ سے نکالا جات

∫ 𝑀𝑑𝑥 = ∫(𝑎𝑥 + ℎ𝑦 + 𝑔)𝑑𝑥 = 𝑎
𝑥2

2
+ ℎ𝑦𝑥 + 𝑔𝑥 

∫ 𝑁𝑑𝑦 = ∫(ℎ𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑓)𝑑𝑦 = ℎ𝑦𝑥 + 𝑏
𝑦2

2
+ 𝑓𝑦 

ملا  ℎ𝑦𝑥 کہچوں 
ک

 

ی

 نے  پردی گئی مساوات کا حل ہوگا  ت میں موجود ہے اس لیے اس کو چھوڑدونوں 

𝑎
𝑥2

2
+ ℎ𝑦𝑥 + 𝑔𝑥 + 𝑏

𝑦2

2
+ 𝑓𝑦 = 𝑐 

𝑎𝑥2 + 2ℎ𝑦𝑥 + 2𝑔𝑥 + 𝑏𝑦2 + 2𝑓𝑦 = 2𝑐 = 𝑘 

𝑎𝑥2لیے دی گئی مساوات کا حل   اس  + 2ℎ𝑦𝑥 + 2𝑔𝑥 + 𝑏𝑦2 + 2𝑓𝑦 = 𝑘۔ہوگا 

𝑒𝑦)حل کرو:   ۔ 2مثال  + 1) cos 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 sin 𝑥 𝑑𝑦 = 0 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(𝑒𝑦 + 1) cos 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 sin 𝑥 𝑑𝑦 = 0 

  
 
𝑀𝑑𝑥اس مساوات کا تقاب + 𝑁𝑑𝑦 =  سے کرنے پر   0

                                                                       𝑀 = (𝑒𝑦 + 1) cos 𝑥 

𝑁      اور  = 𝑒𝑦 sin 𝑥 

⇒
∂M

∂y
= 𝑒𝑦 cos 𝑥 ,   

∂N

∂𝑥
= 𝑒𝑦 cos 𝑥 

 اس لیے

∂M

∂y
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

ا ہے

 

 اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک ہے۔ ٹھیک مساوات کا حل درج ذیل طریقہ سے نکالا جات

∫ 𝑀𝑑𝑥 = ∫(𝑒𝑦 + 1) cos 𝑥 𝑑𝑥 = (𝑒𝑦 + 1) sin 𝑥 

∫ 𝑁𝑑𝑦 = ∫ 𝑒𝑦 sin 𝑥 𝑑𝑦 = 𝑒𝑦 sin 𝑥 

𝑒𝑦کہ   ں چو sin 𝑥ملا
ک

 

ی

 نے  پردی گئی مساوات کا حل ہوگا  ت میں موجود ہے اس لیے اس کو چھوڑدونوں 

𝑒𝑦 sin 𝑥 + sin 𝑥 = 𝑐 

(𝑒𝑦 + 1) sin 𝑥 = 𝑐 

𝑒𝑦)لیے دی گئی مساوات کا حل   اس  + 1) sin 𝑥 = 𝑐۔ہوگا 

𝑥2)حل کرو:   ۔  3مثال  − 𝑎𝑦)𝑑𝑥 = (𝑎𝑥 − 𝑦2)𝑑𝑦 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 
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(𝑥2 − 𝑎𝑦)𝑑𝑥 − (𝑎𝑥 − 𝑦2)𝑑𝑦 = 0 

  
 
𝑀𝑑𝑥اس مساوات کا تقاب + 𝑁𝑑𝑦 =  سے کرنے پر   0

                                                                   𝑀 = 𝑥2 − 𝑎𝑦 

𝑁      اور  = −𝑎𝑥 + 𝑦2
 

⇒
∂𝑀

∂y
= −𝑎,   

∂𝑁

∂𝑥
= −𝑎 

 اس لیے

∂𝑀

∂y
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

 
ت ک
ھ

 

ت

رزقی مساوات اس لیے دی گئی مساوات 
ف

 

ی
 ہوگا کا حل   اسہے۔  

∫ 𝑀𝑑𝑥 = ∫(𝑥2 − 𝑎𝑦)𝑑𝑥 =
𝑥3

3
− 𝑎𝑥𝑦 

∫ 𝑁𝑑𝑦 = ∫(−𝑎𝑥 + 𝑦2)𝑑𝑦 = −𝑎𝑥𝑦 +
𝑦3

3
 

ملا𝑎𝑥𝑦−کہ   چوں 
ک

 

ی

 نے  پردی گئی مساوات کا حل ہوگا  ت میں موجود ہے اس لیے اس کو چھوڑدونوں 

𝑥3

3
− 𝑎𝑥𝑦 +

𝑦3

3
= 𝑐 

𝑥3 − 3𝑎𝑥𝑦 + 𝑦3 = 3𝑐 = 𝑘 

𝑥3لیے دی گئی مساوات کا حل   اس  − 3𝑎𝑥𝑦 + 𝑦3 = 𝑘۔ہوگا 

𝑥𝑦)حل کرو:   ۔ 4مثال  cos 𝑥𝑦 + sin 𝑥𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥2 cos 𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 0 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(𝑥𝑦 cos 𝑥𝑦 + sin 𝑥𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥2 cos 𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 0 

  
 
𝑀𝑑𝑥اس مساوات کا تقاب + 𝑁𝑑𝑦 =  سے کرنے پر   0

                                                                    𝑀 = 𝑥𝑦 cos 𝑥𝑦 + sin 𝑥𝑦 

𝑁      اور  = 𝑥2 cos 𝑥𝑦 

⇒
∂𝑀

∂y
= 2𝑥 cos 𝑥𝑦 − 𝑥2𝑦 sin 𝑥𝑦 

    اور 

∂N

∂𝑥
= 2𝑥 cos 𝑥𝑦 − 𝑥2𝑦 sin 𝑥𝑦 

 اس لیے

∂𝑀

∂y
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

 ہوگا کا حل   اساس لیے دی گئی مساوات ٹھیک ہے۔ 

∫ 𝑀𝑑𝑥 = ∫(𝑥𝑦 cos 𝑥𝑦 + sin 𝑥𝑦)𝑑𝑥 
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                                                                      = 𝑥𝑦
sin 𝑥𝑦

𝑦
− ∫ 1 ∙ 𝑦

sin 𝑥𝑦

𝑦
𝑑𝑥 −

cos 𝑥𝑦

𝑦
 

                                                                      = 𝑥 sin 𝑥𝑦 − ∫ sin 𝑥𝑦 𝑑𝑥 −
cos 𝑥𝑦

𝑦
 

                                                                      = 𝑥 sin 𝑥𝑦 +
cos 𝑥𝑦

𝑦
−

cos 𝑥𝑦

𝑦
 

                                                                      = 𝑥 sin 𝑥𝑦 

 اور 

∫ 𝑁𝑑𝑦 = ∫ 𝑥2 cos 𝑥𝑦 𝑑𝑦 

                                                                      = 𝑥2
sin 𝑥𝑦

𝑥
 

                                                                      = 𝑥 sin 𝑥𝑦 

𝑥کہ   چوں  sin 𝑥𝑦ملات میں
ک

 

ی

 نے  پردی گئی مساوات کا حل ہوگا   موجود ہے۔  اس لیے اس کو چھوڑدونوں 

𝑥 sin 𝑥𝑦 = 𝑐 

𝑥لیے دی گئی مساوات کا حل   اس  sin 𝑥𝑦 = 𝑐۔ہوگا 

𝑥4) حل کرو:  ۔  5مثال  − 2𝑥𝑦2 + 𝑦4)𝑑𝑥 + (4𝑥𝑦3 − 2𝑥2𝑦 − sin 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔  

(𝑥4 − 2𝑥𝑦2 + 𝑦4)𝑑𝑥 + (4𝑥𝑦3 − 2𝑥2𝑦 − sin 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

  
 
𝑀𝑑𝑥اس مساوات کا تقاب + 𝑁𝑑𝑦 =  سے کرنے پر   0

                                                                         𝑀 = 𝑥4 − 2𝑥𝑦2 + 𝑦4
 

𝑁    اور  = 4𝑥𝑦3 − 2𝑥2𝑦 − sin 𝑦 

⇒
∂𝑀

∂y
= −4𝑥𝑦 + 4𝑦3 ,   

∂𝑁

∂𝑥
= −4𝑥𝑦 + 4𝑦3

 

 اس لیے

∂𝑀

∂y
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

 ہوگا کا حل    اسہے۔  تفرقی مساوات اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک

∫ 𝑀𝑑𝑥 = ∫(𝑥4 − 2𝑥𝑦2 + 𝑦4)𝑑𝑥 

                                                                        =
𝑥5

5
−

2𝑥2𝑦2

2
+ 𝑥𝑦4

 

                                                                        =
𝑥5

5
− 𝑥2𝑦2 + 𝑥𝑦4

 

 اور 

∫ 𝑁𝑑𝑦 = ∫(4𝑥𝑦3 − 2𝑥2𝑦 − sin 𝑦)𝑑𝑦 

                                                                      =
4𝑥𝑦4

4
−

2𝑥2𝑦2

2
+ cos 𝑦 
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                                                                      = 𝑥𝑦4 − 𝑥2𝑦2 + cos 𝑦 

𝑥𝑦4کہ   ں چو − 𝑥2𝑦2
ملا
ک

 

ی

 نے  پردی گئی مساوات کا حل ہوگا  ت میں موجود ہے اس لیے اس کو چھوڑدونوں 

𝑥5

5
+ 𝑥𝑦4 − 𝑥2𝑦2 + cos 𝑦 = 𝑐 

لیے دی گئی مساوات کا حل  اس 

𝑥5

5
+ 𝑥𝑦4 − 𝑥2𝑦2 + cos 𝑦 = 𝑐۔ہوگا 

زا ضربی 3.2.2

 

 
ل اج
م
ک

 

مت

 (Integrating Factors) 

 جا سکتی ہوں  مساواتیں جو ٹھیک نہ ہوں لیکن ٹھیک بنائی .1

(Non Exact Differential Equations which can be Reduced to Exact) 

زض

 

 کرو کہ   ف

 …………..(1)   𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦 = 0 

,𝑓(𝑥ٹھیک مساوات نہیں ہے اور ای  تفاعل   𝑦) ≠ ا ہے کہ اگر مساوات  0

 

,𝑓(𝑥کو  (1)اس طرح وجود رکھ 𝑦)  صلہ
ح
م

سے ضرب دت ا جائے تو 

,𝑓(𝑥مساوات    𝑦)[𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦] = ,𝑓(𝑥ٹھیک ہو جاتی ہے۔ ایسے تفاعل    0 𝑦)دی ہوئی مساوات زا  ضربی   کہتے    (1)کو 

 

 
اج ل 
م
ٰؔ ک 

 

ت
م

کا 

 ہیں۔

ل .2
م
ک

 

ت
م

زہ سے معلوم کیے گی  

 
 

ز ا   تنقیدی جاب

 

 
 ( Integrating Factors Determine by Inspection)ضربیاج

 کو ت اد رکھیں:( Exact Differentials)ذیل کے ٹھیک مشتقات

(i) 𝑑 (
𝑥

𝑦
) =

𝑦𝑑𝑥−𝑥𝑑𝑦

𝑦2 

(ii) 𝑑 (
𝑦

𝑥
) =

𝑥𝑑𝑦−𝑦𝑑𝑥

𝑥2 

(iii) 𝑑 (log
𝑥

𝑦
) =

𝑦𝑑𝑥−𝑥𝑑𝑦

𝑥𝑦
 

(iv) 𝑑 (log
𝑦

𝑥
) =

𝑥𝑑𝑦−𝑦𝑑𝑥

𝑥𝑦
 

(v) 𝑑(𝑥𝑦) = 𝑥𝑑𝑦 + 𝑦𝑑𝑥 

(vi) 𝑑 (tan−1 𝑥

𝑦
) =

𝑦𝑑𝑥−𝑥𝑑𝑦

𝑥2+𝑦2 

(vii) 𝑑 (tan−1 𝑦

𝑥
) =

𝑥𝑑𝑦−𝑦𝑑𝑥

𝑥2+𝑦2 

(viii) 𝑑 (
1

𝑥𝑦
) =

𝑥𝑑𝑦+𝑦𝑑𝑥

𝑥2𝑦2
 

(ix) 𝑑 (
𝑥2

𝑦2) =
2𝑥𝑦2𝑑𝑥−2𝑦𝑥2𝑑𝑦

𝑦4 

(x) 𝑑 (
𝑦2

𝑥2) =
2𝑦𝑥2𝑑𝑦−2𝑥𝑦2𝑑𝑥

𝑥4 

𝑥𝑑𝑦حل کرو:   ۔ 1مثال  − 𝑦𝑑𝑥 + 2𝑥3𝑑𝑥 = 0 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥 + 2𝑥3𝑑𝑥 = 0 

𝑥2مساوات ہے، لیکن اس مساوات کو  (Non Exact)غیر ٹھیک مساوات یہ 
 سے تقسیم دینے پر    
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𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥

𝑥2
+ 2𝑥𝑑𝑥 = 0 

⇒ 𝑑 (
𝑦

𝑥
) + 2𝑥𝑑𝑥 = 0 

⇒ ∫ [𝑑 (
𝑦

𝑥
) + 2𝑥𝑑𝑥] = 𝑐 

⇒
𝑦

𝑥
+ 2

𝑥2

2
= 𝑐 

⇒ 𝑦 + 𝑥3 = 𝑐𝑥 

𝑦لیے دی گئی مساوات کا حل  اس  + 𝑥3 = 𝑐𝑥۔ہوگا 

𝑥2)مساوات   ۔ 2مثال  + 𝑦2 + 𝑥)𝑑𝑥 − (2𝑥2 + 2𝑦2 − 𝑦)𝑑𝑦 =  ۔ کرو معلوم  حل کا 0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥)𝑑𝑥 − (2𝑥2 + 2𝑦2 − 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

⇒ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥 − (2𝑥2 + 2𝑦2)𝑑𝑦 + 𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 = 0 

⇒ (𝑥2 + 𝑦2)(𝑑𝑥 − 2𝑑𝑦) + 𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 = 0 

⇒ 2(𝑑𝑥 − 2𝑑𝑦) +
2𝑥𝑑𝑥 + 2𝑦𝑑𝑦

𝑥2 + 𝑦2
= 0 

⇒ 2𝑑𝑥 − 4𝑑𝑦 + 𝑑[log(𝑥2 + 𝑦2)] = 0 

⇒ ∫[2𝑑𝑥 − 4𝑑𝑦] + ∫ 𝑑[log(𝑥2 + 𝑦2)] = 𝑐 

⇒ 2𝑥 − 4𝑦 + log(𝑥2 + 𝑦2) = 𝑐 

2𝑥لیے دی گئی مساوات کا حل  اس  − 4𝑦 + log(𝑥2 + 𝑦2) = 𝑐۔ہوگا 

زا ضربی معلوم کرنے کے طریقے .3

 

 
ل اج
م
ک

 

ت
م

 غیر ٹھیک مساوات کو ٹھیک بنانے کے لیے چند قوانین اور 

 (Some Rules to find Integrating Factors of Non Exact Equations to make it Exact ) 

𝑀𝑑𝑥 اگر پہلا قائدہ: + 𝑁𝑑𝑦 = 𝑀𝑥غیر ٹھیک ہے،      0 + 𝑁𝑦 ≠     (Homogeneous)اور مساوات متجانس0

 

ہو ت

1

𝑀𝑥+𝑁𝑦
مساوات  

ز  ضربی ہوگا۔ اس لیے ٹھیک مساواتدرج ذیل  ہوگی جس کا حل حاصل کیا جا سکتا ہے 

 

 
ل ج
م
ک

 

ت
م

 کا 

1

𝑀𝑥 + 𝑁𝑦
[𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦] = 0 

قائدہ: 𝑀𝑑𝑥اگرمساوات    دوسرا  + 𝑁𝑑𝑦 = شکل     0 کی  اس  اور   ہو  نہ   𝑓(𝑥𝑦)𝑦𝑑𝑥ٹھیک  + 𝑔(𝑥𝑦)𝑥𝑑𝑦 = ہو0     کی 

 

،ت

1

𝑀𝑥−𝑁𝑦
𝑀𝑑𝑥مساوات   + 𝑁𝑑𝑦 = ز  ضربی   ہے اور  اس طرح ٹھیک مساوات  ہوگی 0

 

 
ل ج
م
ک

 

ت
م

 کا 

1

𝑀𝑥 − 𝑁𝑦
[𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦] = 0, (𝑀𝑥 − 𝑁𝑦 ≠ 0) 

𝑀𝑑𝑥اگرمساوات   تیسرا قائدہ:  + 𝑁𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥)ٹھیک نہ  ہو اور    0 =
1

𝑁
[

∂𝑀

∂y
−

𝜕𝑁

𝜕𝑥
    ہو[

 

∫𝑒ت 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
 مساوات 

𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦 = ز ضربی  ہے اور  اس طرح ٹھیک مساواتدرج ذیل ہوگی جس کا حل حاصل کیا جا سکتا ہے 0

 

 
ل ج
م
ک

 

ت
م

 کا 

e∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥[𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦] = 0 
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قائدہ: 𝑔(𝑦)اگر    چوتھا  =
1

𝑀
[

𝜕𝑁

𝜕𝑥
−

∂M

∂y
    ہو[

 

∫eت 𝑔(𝑦)𝑑𝑦
𝑀𝑑𝑥مساوات   + 𝑁𝑑𝑦 = اس طرح  ٹھیک 0 اور   ز ضربی  

 

 
ج ل 
م
ک

 

ت
م

کا 

 مساواتدرج ذیل ہوگی جس کا حل حاصل کیا جا سکتا ہے

e∫ 𝑔(𝑦)𝑑𝑦[𝑀𝑑𝑥 + 𝑁𝑑𝑦] = 0 

 ئدے کے چند مسائل: پہلے قا 

𝑥2𝑦)حل کرو:  ۔ 1مثال  − 2𝑥𝑦2)𝑑𝑥 − (𝑥3 − 3𝑥2𝑦)𝑑𝑦 = 0 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2)𝑑𝑥 − (𝑥3 − 3𝑥2𝑦)𝑑𝑦 = 0 

  
 
𝑀𝑑𝑥اس مساوات کا تقاب + 𝑁𝑑𝑦 =  سے کرنے پر   0

                                                                  𝑀 = 𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2
 

𝑁      اور  = 3𝑥2𝑦 − 𝑥3
 

 ۔ اور متجانس ہیں𝑁اور  𝑀یہاں    

                                                    𝑀𝑥 + 𝑁𝑦 = (𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2)𝑥 + (3𝑥2𝑦 − 𝑥3)𝑦 

= 𝑥3𝑦 − 2𝑥2𝑦2 + 3𝑥2𝑦2 − 𝑥3𝑦 

= 𝑥2𝑦2 ≠ 0 

1

𝑥2𝑦2
ز ضربی ہے۔ اس لیے ٹھیک مساوات درج ذیل  ہوگی  

 

 
ل ج
م
ک

 

ت
م

 دی گئی مساوات کا

1

𝑥2𝑦2
[(𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2)𝑑𝑥 − (𝑥3 − 3𝑥2𝑦)𝑑𝑦] = 0 

⇒ (
1

𝑦
−

2

𝑥
) 𝑑𝑥 − (

𝑥

𝑦2
−

3

𝑦
) 𝑑𝑦 = 0 

ز ہوگا۔ اب  زاب       اس مساوات کا حل دی گئی مساوات کے حل کے ب 
 
𝑀′𝑑𝑥اس مساوات کا تقاب + 𝑁′𝑑𝑦 = سے کرنے پر ہمیں حاصل 0

ا ہے

 

 ہوت

𝑀′ =
1

𝑦
−

2

𝑥
, 𝑁′ =

3

𝑦
−

𝑥

𝑦2
 

⇒
∂𝑀′

∂y
= −

1

𝑦2
,         

∂𝑁′

∂𝑥
= −

1

𝑦2
 

 اس لیے

∂𝑀′

∂y
=

𝜕𝑁′

𝜕𝑥
 

ا ہے  اسہے۔  تفرقی مساوات اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک

 

 کا حل درج ذیل طریقہ سے نکالا جات

∫ (
1

𝑦
−

2

𝑥
) 𝑑𝑥 + ∫ (

3

𝑦
) 𝑑𝑦 = 𝑐 

𝑥

𝑦
− 2 log 𝑥 + 3 log 𝑦 = 𝑐 

لیے دی گئی مساوات کا حل  اس 

𝑥

𝑦
+ log (

𝑦3

𝑥2
) = 𝑐۔ہوگا 
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𝑥2𝑦𝑑𝑥حل کرو:   ۔ 2مثال  − (𝑥3 + 𝑦3)𝑑𝑦 = 0 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑥2𝑦𝑑𝑥 − (𝑥3 + 𝑦3)𝑑𝑦 = 0 

  
 
𝑀𝑑𝑥اس مساوات کا تقاب + 𝑁𝑑𝑦 =  سے کرنے پر   0

                                                               𝑀 = 𝑥2𝑦 

𝑁      اور  = −(𝑥3 + 𝑦3) 

⇒
∂𝑀

∂y
= 𝑥2 ,         

∂𝑁

∂𝑥
= −3𝑥2

 

 اس لیے

∂𝑀

∂y
≠

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

 اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک  مساوات نہیں ہے۔ اب 

   𝑀𝑥 + 𝑁𝑦 = 𝑥3𝑦 − (𝑥3 + 𝑦3)𝑦 

= 𝑥3𝑦 − 𝑥3𝑦 − 𝑦4
 

= −𝑦4 ≠ 0 

1

−𝑦4
ز ضربی ہے۔ اس لیے ٹھیک مساوات درج ذیل  ہوگی  

 

 
ل  ج
م
ک

 

ت
م

 دی گئی مساوات کا 

1

−𝑦4
[𝑥2𝑦𝑑𝑥 − (𝑥3 + 𝑦3)𝑑𝑦] = 0 

⇒ [
𝑥2

−𝑦3
𝑑𝑥 + (

𝑥3

𝑦4
+

1

𝑦
) 𝑑𝑦] = 0 

ا ہے اس

 

ز ہوگا  کا حل درج ذیل طریقہ سے نکالا جات زاب   جو کہ دی گئی مساوات کے حل کے ب 

∫ (
𝑥2

−𝑦3
) 𝑑𝑥 + ∫ (

1

𝑦
) 𝑑𝑦 = 𝑐 

⇒              
𝑥3

−3𝑦3
+ log 𝑦 = 𝑐 = log 𝑘 

⇒                             log
𝑦

𝑘
=

𝑥3

3𝑦3
 

⇒                                    𝑦 = 𝑘𝑒
𝑥3

3𝑦3
 

𝑦لیے دی گئی مساوات کا حل  اس  = 𝑘𝑒
𝑥3

3𝑦3
 ۔ہوگا

𝑥𝑦𝑑𝑥حل کرو:   ۔ 3مثال  − (𝑥2 + 2𝑦2)𝑑𝑦 = 0 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑥𝑦𝑑𝑥 − (𝑥2 + 2𝑦2)𝑑𝑦 = 0 

  
 
𝑀𝑑𝑥اس مساوات کا تقاب + 𝑁𝑑𝑦 =  سے کرنے پر   0

                                                             𝑀 = 𝑥𝑦 



48 
 

𝑁      اور  = −(𝑥2 + 2𝑦2) 

⇒
∂𝑀

∂y
= 𝑥,         

∂𝑁

∂𝑥
= −2𝑥 

 اس لیے

∂𝑀

∂y
≠

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

 متجانس ہیں۔ اس لیے𝑁،𝑀اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک  مساوات نہیں ہے اور  

𝑀𝑥 + 𝑁𝑦 = 𝑥2𝑦 − (𝑥2 + 2𝑦2)𝑦 

= 𝑥2𝑦 − 𝑥2𝑦 − 2𝑦3
 

= −2𝑦3 ≠ 0 

1

−2𝑦3
ز ضربی ہے۔ اس لیے ٹھیک مساوات درج ذیل  ہوگی  

 

 
ل  ج
م
ک

 

ت
م

 دی گئی مساوات کا 

1

−2𝑦3
[𝑥𝑦𝑑𝑥 − (𝑥2 + 2𝑦2)𝑑𝑦] = 0 

⇒
−𝑥

2𝑦2
𝑑𝑥 + (

𝑥2

2𝑦3
+

1

𝑦
) 𝑑𝑦 = 0 

ز  ہوگا۔ اس لیے اس مساوات کا حل ہے زاب   اس مساوات کا حل  دی گئی مساوات کے حل کے ب 

∫ (
−𝑥

2𝑦2
) 𝑑𝑥 + ∫ (

1

𝑦
) 𝑑𝑦 = 𝑐 

⇒
−𝑥2

4𝑦2
+ log 𝑦 = 𝑐 = log 𝑘 

⇒ log
𝑦

𝑘
=

𝑥2

4𝑦2
 

⇒                                                                      𝑦 = 𝑘𝑒
𝑥2

4𝑦2
 

𝑦لیے دی گئی مساوات کا حل  اس  = 𝑘𝑒
𝑥2

4𝑦2
 ۔ہوگا

 دوسرے قائدےکے چند مسائل: 

𝑦(𝑥𝑦مساوات   ۔ 1مثال  + 2𝑥2𝑦2)𝑑𝑥 + 𝑥(𝑥𝑦 − 𝑥2𝑦2)𝑑𝑦 =  ۔ کرومعلوم  حل کا0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

 (1)………..   𝑦(𝑥𝑦 + 2𝑥2𝑦2)𝑑𝑥 + 𝑥(𝑥𝑦 − 𝑥2𝑦2)𝑑𝑦 = 0 

  
 
𝑀𝑑𝑥اس مساوات کا تقاب + 𝑁𝑑𝑦 =  سے کرنے پر   0

                                                           𝑀 = 𝑦(𝑥𝑦 + 2𝑥2𝑦2) 

𝑁      اور  = 𝑥(𝑥𝑦 − 𝑥2𝑦2) 

⇒
∂𝑀

∂y
= 2𝑥𝑦 + 6𝑥2𝑦2 ,         

∂𝑁

∂𝑥
= 2𝑥𝑦 − 3𝑥2𝑦2

 

 اس لیے
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∂𝑀

∂y
≠

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

𝑦𝑓(𝑥𝑦)𝑑𝑥اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک  مساوات نہیں ہے اور اس کی شکل   + 𝑥𝑔(𝑥𝑦)𝑑𝑦 =  ہے اورکی  0

                                                          𝑀𝑥 − 𝑁𝑦 = 𝑦(𝑥𝑦 + 2𝑥2𝑦2)𝑥 − 𝑥(𝑥𝑦 − 𝑥2𝑦2)𝑦 

= 𝑥2𝑦2 + 2𝑥3𝑦3 − 𝑥2𝑦2 + 𝑥3𝑦3
 

= 3𝑥3𝑦3 ≠ 0 

1

3𝑥3𝑦3
ز ضربی ہے۔ اس لیے ٹھیک مساوات درج ذیل  ہوگی  

 

 
ل ج
م
ک

 

ت
م

 دی گئی مساوات کا 

1

3𝑥3𝑦3
[𝑦(𝑥𝑦 + 2𝑥2𝑦2)𝑑𝑥 + 𝑥(𝑥𝑦 − 𝑥2𝑦2)𝑑𝑦] = 0 

⇒ (
𝑥𝑦2 + 2𝑥2𝑦3

3𝑥3𝑦3
) 𝑑𝑥 + (

𝑥2𝑦 − 𝑥3𝑦2

3𝑥3𝑦3
) 𝑑𝑦 = 0 

⇒ (
1

3𝑥2𝑦
+

2

3𝑥
) 𝑑𝑥 + (

1

3𝑥𝑦2
−

1

3𝑦
) 𝑑𝑦 = 0 

ز  ہوگا۔ اس لیے اس مساوات کا حل ہے زاب   اس مساوات کا حل  دی گئی مساوات کے حل کے ب 

∫ (
1

3𝑥2𝑦
+

2

3𝑥
) 𝑑𝑥 − ∫ (

1

3𝑦
) 𝑑𝑦 = 𝑐 

⇒                          −
1

3𝑥𝑦
+

2

3
log 𝑥 −

1

3
log 𝑦 = 𝑐 

⇒                                 −
1

𝑥𝑦
+ log 𝑥2 − log 𝑦 = 3𝑐 = 𝑘 

⇒ log (
𝑥2

𝑦
) −

1

𝑥𝑦
= 𝑘 

logلیے دی گئی مساوات کا حل  اس  (
𝑥2

𝑦
) −

1

𝑥𝑦
= 𝑘۔ہوگا 

𝑦(1مساوات   ۔ 2مثال  − 𝑥𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥(1 + 𝑥𝑦)𝑑𝑦 =  ۔ کرومعلوم  حل کا0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

 (1)………..   𝑦(1 − 𝑥𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥(1 + 𝑥𝑦)𝑑𝑦 = 0 

  
 
𝑀𝑑𝑥اس مساوات کا تقاب + 𝑁𝑑𝑦 =  سے کرنے پر   0

𝑀 = 𝑦(1 − 𝑥𝑦), 𝑁 = 𝑥(1 + 𝑥𝑦) 

⇒
∂𝑀

∂y
= 1 − 2𝑥𝑦,

∂𝑁

∂𝑥
= 1 + 2𝑥𝑦 

 اس لیے

∂𝑀

∂y
≠

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

𝑦𝑓(𝑥𝑦)𝑑𝑥اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک  مساوات نہیں ہے اور اس کی شکل   + 𝑥𝑔(𝑥𝑦)𝑑𝑦 =  ہے اور0

𝑀𝑥 − 𝑁𝑦 = 𝑦(1 − 𝑥𝑦)𝑥 − 𝑥(1 + 𝑥𝑦)𝑦 

= 𝑥𝑦 − 𝑥2𝑦2 − 𝑥𝑦 − 𝑥2𝑦2
 

= −2𝑥2𝑦2 ≠ 0 
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1

−2𝑥2𝑦2
ز ضربی ہے۔ اس لیے ٹھیک مساوات درج ذیل  ہوگی  

 

 
ل ج
م
ک

 

ت
م

 دی گئی مساوات کا 

1

−2𝑥2𝑦2
[𝑦(1 − 𝑥𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥(1 + 𝑥𝑦)𝑑𝑦] = 0 

⇒ (
𝑦 − 𝑥𝑦2

−2𝑥2𝑦2
) 𝑑𝑥 + (

𝑥 + 𝑥2𝑦

−2𝑥2𝑦2
) 𝑑𝑦 = 0 

⇒ (−
1

2𝑥2𝑦
+

1

2𝑥
) 𝑑𝑥 + (−

1

2𝑥𝑦2
−

1

2𝑦
) 𝑑𝑦 = 0 

ز  ہوگا۔ اس لیے اس مساوات کا حل ہے زاب   اس مساوات کا حل  دی گئی مساوات کے حل کے ب 

∫ (−
1

2𝑥2𝑦
+

1

2𝑥
) 𝑑𝑥 − ∫ (

1

2𝑦
) 𝑑𝑦 = 𝑐 

⇒
1

2𝑥𝑦
+

1

2
log 𝑥 −

1

2
log 𝑦 = 𝑐 

⇒
1

𝑥𝑦
+ log 𝑥 − log 𝑦 = 2𝑐 = 𝑘 

⇒ log (
𝑥

𝑦
) +

1

𝑥𝑦
= 𝑘 

logلیے دی گئی مساوات کا حل  اس  (
𝑥

𝑦
) +

1

𝑥𝑦
= 𝑘۔ہوگا 

 -:مسائل   چند  کےتیسرے اور چوتھے قائدے  

𝑦)مساوات  ۔ 1مثال  + 𝑦2)𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦 =  ۔ کرومعلوم  حل کا0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

 (1)………..   (𝑦 + 𝑦2)𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦 = 0 

  
 
𝑀𝑑𝑥اس مساوات کا تقاب + 𝑁𝑑𝑦 =  سے کرنے پر   0

𝑀 = 𝑦 + 𝑦2, 𝑁 = 𝑥𝑦 

⇒
∂𝑀

∂y
= 1 + 2𝑦,

∂𝑁

∂𝑥
= 𝑦 

 اس لیے

∂𝑀

∂y
≠

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

 اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک  مساوات نہیں ہے اور  

1

𝑀
[
𝜕𝑁

𝜕𝑥
−

∂𝑀

∂y
] =

1

𝑦(1 + 𝑦)
(𝑦 − 1 − 2𝑦) 

= −
1

𝑦(1 + 𝑦)
(1 + 𝑦) 

= −
1

𝑦
= 𝑔(𝑦) 

∫𝑒اس لیے  𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑒
∫(−

1

𝑦
)𝑑𝑦

= 𝑒− log 𝑦 =
1

𝑦
ز  ضربی ہے۔ اب مساوات 

 

 
ل ج
م
ک

 

ت
م

کو  ( 1)دی گئی مساوات کا 

1

𝑦
 سے ضرب دینے پر  
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1

𝑦
[(𝑦 + 𝑦2)𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦] = 0 

⇒ (1 + 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦 = 0 

 ٹھیک مساوات ہے۔  

ز  ہوگا۔ اس لیے اس مساوات کا حل ہے زاب   اس مساوات کا حل  دی گئی مساوات کے حل کے ب 

             𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦 = 0 

⇒                  𝑑𝑥 + 𝑑(𝑥𝑦) = 0 

⇒                     𝑑(𝑥 + 𝑥𝑦) = 0 

⇒                            𝑥 + 𝑥𝑦 = 𝑐 

𝑥لیے دی گئی مساوات کا حل  اس  + 𝑥𝑦 = 𝐶۔ہوگا 

𝑦(𝑥مساوات   ۔ 2مثال  + 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥(𝑥 + 3𝑦 + 2)𝑑𝑦 =  ۔ کرومعلوم  حل کا0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

 (1)………..   𝑦(𝑥 + 𝑦 + 1)𝑑𝑥 + 𝑥(𝑥 + 3𝑦 + 2)𝑑𝑦 = 0 

  
 
𝑀𝑑𝑥اس مساوات کا تقاب + 𝑁𝑑𝑦 =  سے کرنے پر   0

𝑀 = 𝑦(𝑥 + 𝑦 + 1), 𝑁 = 𝑥(𝑥 + 3𝑦 + 2) 

⇒
∂𝑀

∂y
= 𝑥 + 2𝑦 + 1,

∂𝑁

∂𝑥
= 2𝑥 + 3𝑦 + 2 

 اس لیے

∂𝑀

∂y
≠

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

 اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک  مساوات نہیں ہے اور  

1

𝑀
[
𝜕𝑁

𝜕𝑥
−

∂𝑀

∂y
] =

1

𝑦(𝑥 + 𝑦 + 1)
(2𝑥 + 3𝑦 + 2 − 𝑥 − 2𝑦 − 1) 

=
1

𝑦(𝑥 + 𝑦 + 1)
(𝑥 + 𝑦 + 1) 

=
1

𝑦
= 𝑔(𝑦) 

∫𝑒اس لیے  𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑒
∫(

1

𝑦
)𝑑𝑦

= 𝑒log 𝑦 = 𝑦 ز ضربی ہے۔ اب مساوات

 

 
ل ج
م
ک

 

ت
م

 سے ضرب دینے پر  𝑦کو  ( 1)دی گئی مساوات کا 

               𝑦[𝑦(𝑥 + 𝑦 + 1)𝑑𝑥 + 𝑥(𝑥 + 3𝑦 + 2)𝑑𝑦] = 0 

⇒ 𝑦2(𝑥 + 𝑦 + 1)𝑑𝑥 + 𝑥𝑦(𝑥 + 3𝑦 + 2)𝑑𝑦 = 0 

 ٹھیک مساوات ہے۔ اس مساوات 
 
𝑀′𝑑𝑥کا تقاب + 𝑁′𝑑𝑦 =  سے کرنے پر   0

𝑀′ = 𝑦2(𝑥 + 𝑦 + 1) = 𝑦2𝑥 + 𝑦3 + 𝑦2, 
𝑁′ = 𝑥𝑦(𝑥 + 3𝑦 + 2) = 𝑥2𝑦 + 3𝑥𝑦2 + 2𝑥𝑦 

 اس لیے مساوات کا حل ہے 

∫ 𝑀′𝑑𝑥 + ∫ (′𝑁 ،کے بغیر𝑥 کے ارکان) 𝑑𝑦 = 𝑐 
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⇒ ∫(𝑦2𝑥 + 𝑦3 + 𝑦2)𝑑𝑥 + ∫ 0𝑑𝑦 = 𝑐 

⇒
𝑦2𝑥2

2
+ 𝑥𝑦3 + 𝑥𝑦2 = 𝑐 

⇒ 𝑦2𝑥2 + 2𝑥𝑦3 + 2𝑥𝑦2 = 2𝑐 = 𝑘 

𝑦2𝑥2لیے دی گئی مساوات کا حل  اس  + 2𝑥𝑦3 + 2𝑥𝑦2 = 𝑘 ۔ہوگا 

𝑦)مساوات   ۔ 3مثال  +
𝑦3

3
+

𝑥2

2
) 𝑑𝑥 +

1

4
(𝑥 + 𝑥𝑦2)𝑑𝑦 =  ۔ کرومعلوم  حل کا0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

 (1)………..   (𝑦 +
𝑦3

3
+

𝑥2

2
) 𝑑𝑥 +

1

4
(𝑥 + 𝑥𝑦2)𝑑𝑦 = 0 

  
 
𝑀𝑑𝑥اس مساوات کا تقاب + 𝑁𝑑𝑦 =  سے کرنے پر   0

𝑀 = 𝑦 +
𝑦3

3
+

𝑥2

2
, 𝑁 =

1

4
(𝑥 + 𝑥𝑦2) 

⇒
∂𝑀

∂y
= 1 + 𝑦2,

∂𝑁

∂𝑥
=

1

4
(1 + 𝑦2) 

 اس لیے

∂𝑀

∂y
≠

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

 اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک  مساوات نہیں ہے اور  

1

𝑁
[
∂𝑀

∂y
−

𝜕𝑁

𝜕𝑥
] =

4

𝑥 + 𝑥𝑦2
(1 + 𝑦2 −

1

4
(1 + 𝑦2)) 

=
4

𝑥(1 + 𝑦2)
×

3

4
(1 + 𝑦2) 

=
3

𝑥
= 𝑓(𝑥) 

∫𝑒اس لیے  𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑒∫(
3

𝑥
)𝑑𝑥

= 𝑒3log 𝑥 = 𝑥3
ز  ضربی ہے۔ اب مساوات 

 

 
ل ج
م
ک

 

ت
م

𝑥3کو  ( 1)دی گئی مساوات کا 
 سے ضرب دینے پر  

𝑥3 [(𝑦 +
𝑦3

3
+

𝑥2

2
) 𝑑𝑥 +

1

4
(𝑥 + 𝑥𝑦2)𝑑𝑦] = 0 

⇒ (𝑥3𝑦 +
𝑥3𝑦3

3
+

𝑥5

2
) 𝑑𝑥 +

1

4
𝑥4(1 + 𝑦2)𝑑𝑦 = 0 

  اب یہ ای  ٹھیک تفرقی  مساوات ہے۔ اس مساوات  
 
𝑀′𝑑𝑥کا تقاب + 𝑁′𝑑𝑦 =  سے کرنے پر   0

𝑀′ = 𝑥3𝑦 +
𝑥3𝑦3

3
+

𝑥5

2
, 

𝑁′ =
1

4
𝑥4(1 + 𝑦2) 

 اس لیے مساوات کا حل ہے 

∫ 𝑀′𝑑𝑥 + ∫ (′𝑁 ،کے بغیر𝑥 کے ارکان) 𝑑𝑦 = 𝐶  



53 
 

⇒ ∫ (𝑥3𝑦 +
𝑥3𝑦3

3
+

𝑥5

2
) 𝑑𝑥 + ∫(0)𝑑𝑦 = 𝑐 

⇒
𝑦𝑥4

4
+

𝑥4𝑦3

4 × 3
+

𝑥6

6 × 2
= 𝑐 

⇒                                         3𝑦𝑥4 + 𝑥4𝑦3 + 𝑥6 = 12𝑐 = 𝑘 

3𝑦𝑥4لیے دی گئی مساوات کا حل  اس  + 𝑥4𝑦3 + 𝑥6 = 𝑘  ہے۔ 

2𝑦3)مساوات   ۔ 4مثال  + 2)𝑑𝑥 + 3𝑥𝑦2𝑑𝑦 =  ۔ کرومعلوم  حل کا0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

 (1)………..   (2𝑦3 + 2)𝑑𝑥 + 3𝑥𝑦2𝑑𝑦 = 0 

  
 
𝑀𝑑𝑥اس مساوات کا تقاب + 𝑁𝑑𝑦 =  سے کرنے پر   0

𝑀 = 2𝑦3 + 2, 𝑁 = 3𝑥𝑦2
 

⇒
∂𝑀

∂y
= 6𝑦2,

∂𝑁

∂𝑥
= 3𝑦2

 

 اس لیے

∂𝑀

∂y
≠

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

 اس لیے دی گئی مساوات ٹھیک  مساوات نہیں ہے اور  

1

𝑁
[
∂𝑀

∂y
−

𝜕𝑁

𝜕𝑥
] =

1

3𝑥𝑦2
(6𝑦2 − 3𝑦2) 

=
1

3𝑥𝑦2
× 3𝑦2

 

=
1

𝑥
= 𝑓(𝑥) 

∫𝑒اس لیے  𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑒∫(
1

𝑥
)𝑑𝑥 = 𝑒log 𝑥 = 𝑥 ز  ضربی ہے۔ اب مساوات

 

 
ل ج
م
ک

 

ت
م

 سے ضرب دینے پر  𝑥کو  ( 1)دی گئی مساوات کا 

𝑥[(2𝑦3 + 2)𝑑𝑥 + 3𝑥𝑦2𝑑𝑦] = 0 

⇒ (2𝑥𝑦3 + 2𝑥)𝑑𝑥 + 3𝑥2𝑦2𝑑𝑦 = 0 

  اب یہ ای  ٹھیک تفرقی  مساوات ہے۔ اس مساوات  
 
𝑀′𝑑𝑥کا تقاب + 𝑁′𝑑𝑦 =  سے کرنے پر   0

𝑀′ = 2𝑥𝑦3 + 2𝑥, 
𝑁′ = 3𝑥2𝑦2

 

 اس لیے مساواتکا حل ہے

∫ 𝑀′𝑑𝑥 + ∫ (′𝑁 ،کے بغیر𝑥 کے ارکان) 𝑑𝑦 = 𝑐 

⇒ ∫(2𝑥𝑦3 + 2𝑥)𝑑𝑥 + ∫(0)𝑑𝑦 = 𝑐 

⇒
2𝑥2𝑦3

2
+ 2 ×

𝑥2

2
= 𝑐 

⇒ 𝑥2𝑦3 + 𝑥2 = 𝑐 

𝑥2𝑦3لیے دی گئی مساوات کا حل  اس  + 𝑥2 = 𝑐 ہے۔ 
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 ( Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 3.3

𝑀𝑑𝑥مساوات   .1 + 𝑁𝑑𝑦 = ٹھیک مساوات کہلاتی ہے اگر 0

∂𝑀

∂y
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 ہے  ہو اور اس کا حل درج ذیل

∫ 𝑀𝑑𝑥 + ∫ (𝑁 − (𝑥 کے ارقام  𝑑𝑦 = 𝐶 

𝑀𝑑𝑥مساوات  اگر   .2 + 𝑁𝑑𝑦 =   اس مساوات کو حل کرنے کے لیے چار قا0

 

ہیں جس  ئدے دیے گئےٹھیک مساوات نہ ہو ، ت

 ہیں۔ 

 

 کی مدد سے مساوات کو ٹھیک مساوات میں تبدیل کر کے اس کا حل معلوم کر سکت

 (Keywords)کلیدی الفاظ  3.4

ز  ضربی  

 

 
ل ج
م
ک

 

ت
م

 ٹھیک مساوات، غیر ٹھیک مساوات،  متجانس تفاعل، 

 ( Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  3.5

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوات ات کے حامل سوالات 3.5.1

مساوات    .1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝑎𝑥+ℎ𝑦+𝑔

ℎ𝑥+𝑏𝑦+𝑓
=  ہے0

.A   متجانس  .B  ز زب 

 

دا ب   ان میں سے کوئی نہیں   D.  ٹھیک   C.  متغی ج 

 ذیل میں سے کون ٹھیک مساوات ہے .2

.A 2𝑥𝑦𝑑𝑥 + (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦 = 0  .B (𝑦 sin 2𝑥)𝑑𝑥 − (𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑦2)𝑑𝑦 = 0 

.C (𝑎2 − 2𝑥𝑦 − 𝑦2)𝑑𝑥 − (𝑥 − 𝑦)2𝑑𝑦 = 0 .D    ان میں سے کوئی نہیں 

𝑀𝑑𝑥اگر .3 + 𝑁𝑑𝑦 = 𝑀𝑥متجانس مساوات ہے اور 0 + 𝑁𝑦 ≠   اس مساوات کا  0

 

 ہے .I.Fت

.A 𝑀𝑥 + 𝑁𝑦 .B 𝑀𝑥 − 𝑁𝑦 .C 

1

𝑀𝑥+𝑁𝑦
  .D 

1

𝑀𝑥−𝑁𝑦
 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوات ات کے حامل سوالات  3.5.2

   کی مساواتوں کو ذیل 
حل

رزیں:
ک

 

1. 𝑦 sin 2𝑥 𝑑𝑥 − (𝑦2 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥)𝑑𝑦 = 0 

2. (1 + 𝑒
𝑥

𝑦⁄ )𝑑𝑥 + 𝑒
𝑥

𝑦⁄ (1 −
𝑥

𝑦
) 𝑑𝑦 = 0 

3. (𝑥2 − 2𝑥𝑦 − 𝑦2)𝑑𝑥 − (𝑥 + 𝑦)2𝑑𝑦 = 0 

4. (𝑟 + sin 𝜃 − cos 𝜃)𝑑𝑟 + 𝑟(sin 𝜃 + cos 𝜃)𝑑𝜃 = 0 

5. (𝑥𝑒𝑥𝑦 + 2𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦𝑒𝑥𝑦 = 0 
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 (Long Answer Type Questions)طویل جوات ات کے حامل سوالات 3.5.3

 کرو  کہ 

 

 
ات

 

رزو:  حل  کی مساواتیں ٹھیک مساواتیں  ہیں۔ اگر ٹھیک ہیں تو ان کا  ذیل ت
ک

 

ت
ف

 درت ا

1. (𝑥2 − 4𝑥𝑦 − 2𝑦2)𝑑𝑥 + (𝑦2 − 4𝑥𝑦 − 2𝑥2)𝑑𝑦 = 0 

2. (𝑥2 + 𝑦2)(𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦) = 𝑎2(𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥) = 0 

3. [cos 𝑥 tan 𝑦 + cos(𝑥 + 𝑦)]𝑑𝑥 + [sin 𝑥 𝑠𝑒𝑐2𝑦 + cos(𝑥 + 𝑦)]𝑑𝑦 = 0 

 ذیل کی مساواتوں کو حل کرو: 

4. 𝑦 − 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 + 𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

5. (3𝑥𝑦2 − 𝑦3)𝑑𝑥 − (2𝑥2𝑦 − 𝑥𝑦2)𝑑𝑦 = 0 

6. 𝑦2𝑑𝑥 + (𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑦2)𝑑𝑦 = 0 

 ذیل کی مساواتوں کا حل معلوم  کرو:

7. (𝑥3𝑦3 + 𝑥2𝑦2 + 𝑥𝑦 + 1)𝑦𝑑𝑥 + (𝑥3𝑦3 − 𝑥2𝑦2 − 𝑥𝑦 + 1)𝑥𝑑𝑦 = 0 

8. (𝑥4𝑦4 + 𝑥2𝑦2 + 𝑥𝑦)𝑦𝑑𝑥 + (𝑥4𝑦4 − 𝑥2𝑦2 + 𝑥𝑦)𝑥𝑑𝑦 = 0 

 ذیل کی مساواتوں کے حل  معلوم کرو:

9. (𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥)𝑑𝑥 + 2𝑦𝑑𝑦 = 0 

10. (𝑥3 − 2𝑦2)𝑑𝑥 + 2𝑥𝑦𝑑𝑦 = 0 

11. (2𝑥2𝑦 − 3𝑦2)𝑑𝑥 + (2𝑥3 − 12𝑥𝑦 + log 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

12. (3𝑥2𝑦4 + 2𝑥𝑦)𝑑𝑥 + (2𝑥3𝑦3 − 𝑥2)𝑑𝑦 = 0 

𝑥𝑦2)مساوات    .13 − 𝑒
1

𝑥3) 𝑑𝑥 − 𝑥2𝑦𝑑𝑦 =  کا حل درت افت کرو۔ 0

2𝑥𝑦4𝑒𝑦)مساوات   .14 + 2𝑥𝑦3 + 𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥2𝑦4𝑒𝑦 − 𝑥2𝑦2 − 3𝑥)𝑑𝑦 =  کو حل کرو۔ 0
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  جوات ات

 کے جوات ات  مختصر سوالات 3.5.2

1. 3𝑦 cos 2𝑥 + 2𝑦3 = 𝑐 

2. 𝑥 + 𝑦𝑒
(

𝑥

𝑦
)

= 𝑐 

3. 𝑥3 − 3𝑥2𝑦 − 3𝑦2𝑥 − 𝑦3 = 𝑐 

4. 𝑟2 + 2𝑟(sin 𝜃 − cos 𝜃)𝑑𝜃 = 𝑐 

5. 𝑒𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝑐 

 کے جوات ات   طویل جوات ات کے حامل سوالات 3.5.3

1. 𝑥3 − 6𝑥2𝑦 − 6𝑦2𝑥 + 𝑦3 = 𝑐 

2. 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑎2 tan−1 (
𝑥

𝑦
) = 2𝑐 

3. sin 𝑥 tan 𝑦 + sin(𝑥 + 𝑦) = 𝑐 

4. log √𝑥2 + 𝑦2 − tan−1 (
𝑥

𝑦
) = 𝑐 

5. log (
𝑥3

𝑦2) +
𝑦

𝑥
= 𝑐 

6. 𝑦2(𝑥 − 𝑦) = 𝑐2(𝑥 + 𝑦) 

7. 𝑥𝑦 −
1

𝑥𝑦
− log 𝑦2 = 2𝑐 

8. 
𝑥2𝑦2

2
−

1

𝑥𝑦
+ log (

𝑥

𝑦
) = 𝑐 

9. (𝑥2 + 𝑦2)𝑒𝑥 = 𝑐 

10. 𝑥3 + 𝑦2 = 𝑐𝑥2
 

11. 6𝑥3𝑦3 − 27𝑥𝑦4 + 3𝑦3 log 𝑦 = 𝑐 

12. 𝑥3𝑦3 + 𝑥2 = 𝑐𝑦 

13. 2𝑒
1

𝑥3 − 3
𝑦2

𝑥2 = 𝑐 

14. 𝑥2𝑒𝑦 +
𝑥2

𝑦
+

𝑥

𝑦3 = 𝑐
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 ۔ پہلے رتبے اور پہلے درجے کی خطی تفرقی مساواتیں 4اکائی 

Linear Differential Equations of First Order and First Degree)) 

زا  ئیاکا

 

 
 کے اج

 تمہید   4.0

 مقاص    4.1

 کی خطی تفرقی مساواتیں   اور پہلے درجے پہلے رتبے    4.2

ز   4.2.1  زب 

 

 خطی تفرقی مساواتیں تحویل ب 

 ئجاکتسابی نتا   4.3

 الفاظکلیدی    4.4

 نمونہ امتحانی سوالات    4.5

  معروضی جوات ات کے حامل سوالات  4.5.1 

 مختصر جوات ات کے حامل سوالات   4.5.2 

 طویل جوات ات کے حامل سوالات  4.5.3 
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 (Introduction)تمہید 4.0

اظر حل کرنے کے طریقے  مختلف تکنیکوں پر  (  Linear Equations)خطی مساواتیں   

 
 

بہت ہی خاص شکل کی مساواتیں ہیں اور م

اور پہلے درجے کی خطی تفرقی مساوات کی شکل   مشتمل ہیں۔ پہلے رتبے 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄   اور تفرقی مساوات ہے 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄𝑦𝑛

کو  

زنولی مساوات   کہتے ہیں۔ جس کو ہم خطی بنا کر حل کریں گے۔  (Bernoulli’s Equation)ب 

 (Objectives)مقاص 4.1

اور پہلے درجے کی خطی تفرقی  مساواتوں سے واقف  ہو جایں گےاور  ان کا   اس اکائی کے مکمل ہونے پر آپ مختلف قسم کی پہلے رتبے 

زنولی مساوات کے حل کے طریقے سے بھی واقف ہو جایں گے۔ اس اکائی میں ہم خطی تفرقی مساوات   حل حاصل کر سکیں گے نیز ب 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝑃𝑦 = 𝑄 زنولی کی مساوات کو ٹھیک مساوات کی مدد سے حل کرکے اس کے استعمال  سے ب 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄𝑦𝑛

کے حل کے طریقے کو بیان    

 کریں گے۔ 

 کی خطی تفرقی مساواتیں   اور پہلے درجےپہلے رتبے 4.2

Linear Differential Equations of First Order and First Degree)) 

ی  معیاری شکل 

ک

 پہلے رتبے اور پہلے درجے کی خطی تفرقی  مساواتوں

 ………….(1)     

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄 

 ۔ کے  مسلسل تفاعل ہیں𝑥کوئی دو مستقلات  ت ا  Qاور  Pہے، جہاں

ز  تفاعلات ہوکے   𝑥پر  Iکس وقفہ     Qاور  Pاگر نظریہ:  زب 

 

  مساواتںتفرق ب 

 

 (General Solution)کا عام حل (1)، ت

𝑦𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = ∫[𝑄𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥]𝑑𝑥 + 𝐶 

 ۔ہوگا

 دی گئی مساوات ہے  ثبوت: 

 ………….(1)    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄 

𝑀𝑑𝑥کو   (1)۔ مساوات ہیں  تکے  تفاعلا𝑥کوئی دو   Qاور  Pجہاں + 𝑁𝑑𝑦 =   شکل میں لکھنے پر ہمیں حاصل ہوگا کی0

 ………….(2)    (𝑃𝑦 − 𝑄)𝑑𝑥 + 𝑑𝑦 = 0 

𝑀یہاں = 𝑃𝑦 − 𝑄  اور𝑁 = 1 

⟹
𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 𝑃,      

𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 0 

⟹
𝜕𝑀

𝜕𝑦
≠

𝜕𝑁

𝜕𝑥
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 ٹھیک مساوات نہیں ہے، لیکن  (2)اس لیے مساوات 

1

𝑁
(

𝜕𝑀

𝜕𝑦
−

𝜕𝑁

𝜕𝑥
) = 1(𝑃 − 0) = 𝑃 = 𝑓(𝑥) 

زو ضربی( 2)لیے مساوات    اس

 

 
ل ج
م
ک

 

ت
م

.𝐼(Integrating Factor)کا  𝐹. = 𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥
∫𝑒کو (1)ہے۔ مساوات   𝑃𝑑𝑥

سے ضرب دینے پر ہمیں     

 حاصل ہوگا 

𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑄𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥

 

⟹
𝑑

𝑑𝑥
(𝑦𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥) = 𝑄𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥

 

⟹ ∫
𝑑

𝑑𝑥
(𝑦𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥)𝑑𝑥 = ∫[𝑄𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥] 𝑑𝑥 

𝑦𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = ∫[𝑄𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥] 𝑑𝑥 + 𝐶 

∫𝑦𝑒کا حل  (1)اس طرح  مساوات  𝑃𝑑𝑥 = ∫[𝑄𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥] 𝑑𝑥 + 𝐶   ہے، جہاں𝐶 ای  مستقل ہے۔ 

𝑥2)حل کرو:    ۔ 1مثال  + 1)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 4𝑥𝑦 =

1

𝑥2+1
 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(𝑥2 + 1)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 4𝑥𝑦 =

1

𝑥2 + 1
 

اس مساوات کو 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄   کی شکل میں لانے پر 

 ………….(1)    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (

4𝑥

𝑥2+1
) 𝑦 =

1

(𝑥2+1)2 

𝑃یہاں   =
4𝑥

𝑥2+1
𝑄اور  =

1

(𝑥2+1)2۔ہیں 

سااواتچوں 
م
کہ

 ہے  کا حل  خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس   ای  ( 1) 

𝑦𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = ∫[𝑄𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥] 𝑑𝑥 + 𝑐 

∫𝑒ای  مستقل ہے۔ اس کے لیےہم پہلے  𝑐جہاں     𝑃𝑑𝑥
 حاصل کریں گے۔ اس لیے 

∫ 𝑃𝑑𝑥 = ∫ (
4𝑥

𝑥2 + 1
) 𝑑𝑥 

= 2 ∫ (
2𝑥

𝑥2 + 1
) 𝑑𝑥 

= 2 log(𝑥2 + 1) 

= log(𝑥2 + 1)2
 

 اس لیے

𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = 𝑒log(𝑥2+1)
2

= (𝑥2 + 1)2
 

 کا حل ہوگا   ( 1)اس طرح  مساوات
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𝑦(𝑥2 + 1)2 = ∫ [
1

(𝑥2 + 1)2
× (𝑥2 + 1)2] 𝑑𝑥 + 𝑐 

= ∫ 1 𝑑𝑥 + 𝑐 

= 𝑥 + 𝑐 

𝑦(𝑥2اس لیے دی گئی مساوات کا حل   + 1)2 = 𝑥 + 𝑐 ہے۔ 

𝑥حل کرو:    ۔ 2مثال 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 − 𝑥2 log 𝑥 = 0 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 − 𝑥2 log 𝑥 = 0 

اس مساوات کو 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄   کی شکل میں لانے پر 

 ………….(1)    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (

2

𝑥
) 𝑦 = 𝑥 log 𝑥 

𝑃یہاں   =
2

𝑥
𝑄اور  = 𝑥 log 𝑥۔ہیں 

سااواتچوں 
م
کہ

 ہے  کا حل  خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس   ای  ( 1) 

𝑦𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = ∫[𝑄𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥] 𝑑𝑥 + 𝑐 

∫𝑒ای  مستقل ہے۔ اس کے لیےہم پہلے  𝑐جہاں     𝑃𝑑𝑥
 حاصل کریں گے۔ اس لیے 

∫ 𝑃𝑑𝑥 = ∫ (
2

𝑥
) 𝑑𝑥 

= 2 log 𝑥 

= log 𝑥2
 

 اس لیے

𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = 𝑒log 𝑥2
= 𝑥2

 

 کا حل ہوگا   ( 1)اس طرح  مساوات

𝑦𝑥2 = ∫[𝑥 log 𝑥]𝑥2 𝑑𝑥 + 𝑐 

= ∫ 𝑥3 log 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑐 

= log 𝑥 ∫ 𝑥3 𝑑𝑥 − ∫ [
𝑑

𝑑𝑥
(log 𝑥) ∫ 𝑥3 𝑑𝑥] 𝑑𝑥 + 𝑐 

=
𝑥4

4
log 𝑥 − ∫ [

1

𝑥
×

𝑥4

4
] 𝑑𝑥 + 𝑐 

=
𝑥4

4
log 𝑥 −

1

4
∫ 𝑥3 𝑑𝑥 + 𝑐 

=
𝑥4

4
log 𝑥 −

𝑥4

16
+ 𝑐 
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𝑥2𝑦اس لیے دی گئی مساوات کا حل   =
𝑥4

4
log 𝑥 −

𝑥4

16
+ 𝑐 ہے۔ 

بعض اوقات خطی تفرقی مساوات کی شکل  :(Remark)تبصرہ

𝑑𝑥

𝑑𝑦
+ 𝑃1𝑥 = 𝑄1  ۔ہیں  تکے  تفاعلا𝑦کوئی دو    𝑄1ٍاور  𝑃1جہاں، ہوتی ہے ٍ

 اب اس مساوات کا حل ذیل کی طرح ہوگا

𝑥𝑒∫ 𝑃1𝑑𝑦 = ∫ [𝑄1ٍ 𝑒
∫ 𝑃1𝑑𝑦] 𝑑𝑦 + 𝐶 

𝑥)مساوات   ۔ 3مثال  + 2𝑦3)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦 کا حل معلوم  کرو۔ 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(𝑥 + 2𝑦3)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦 

  پر بدلنےشکل میں معیاری کی    خطی تفرقی مساوات  اس مساوات کو 

 ………….(1)    

𝑑𝑥

𝑑𝑦
+ (−

1

𝑦
) 𝑥 = 2𝑦2

 

𝑃1یہاں   = −
1

𝑦
= 𝑄1ٍاور  2𝑦2

 ۔ہیں

 ہے  کا حل اس 

𝑥𝑒∫ 𝑃1𝑑𝑦 = ∫ [𝑄1ٍ 𝑒
∫ 𝑃1𝑑𝑦] 𝑑𝑦 + 𝑐 

∫𝑒ای  مستقل ہے۔ اس کے لیےہم پہلے  𝑐جہاں     𝑃1𝑑𝑦
 حاصل کریں گے۔ اس لیے 

∫ 𝑃1𝑑𝑦 = ∫ (−
1

𝑦
) 𝑑𝑦 

= − log 𝑦 

= log (
1

𝑦
) 

 اس لیے

𝑒∫ 𝑃1𝑑𝑦 = 𝑒
log(

1

𝑦
)

=
1

𝑦
 

 کا حل ہوگا   ( 1)اس طرح  مساوات

𝑥
1

𝑦
= ∫ [2𝑦2 ×

1

𝑦
] 𝑑𝑦 + 𝑐 

= ∫ 2𝑦 𝑑𝑦 + 𝑐 

= 𝑦2 + 𝑐 

𝑥اس لیے دی گئی مساوات کا حل   = 𝑦3 + 𝑐𝑦 ہے۔ 

1)مساوات   ۔ 4مثال  + 𝑦2)𝑑𝑥 = (tan−1 𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦 کا حل معلوم  کرو۔ 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 
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(1 + 𝑦2)𝑑𝑥 = (tan−1 𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦 

  پر بدلنےشکل میں معیاری کی    خطی تفرقی مساوات  اس مساوات کو 

 ………….(1)    

𝑑𝑥

𝑑𝑦
+ (

1

1+𝑦2) 𝑥 =
tan−1 𝑦

1+𝑦2 

𝑃1یہاں   =
1

1+𝑦2
= 𝑄1ٍاور 

tan−1 𝑦

1+𝑦2
 ۔ہیں

 ہے  کا حل اس 

𝑥𝑒∫ 𝑃1𝑑𝑦 = ∫ [𝑄1ٍ 𝑒
∫ 𝑃1𝑑𝑦] 𝑑𝑦 + 𝑐 

∫𝑒ای  مستقل ہے۔ اس کے لیےہم پہلے  𝑐جہاں     𝑃1𝑑𝑦
 حاصل کریں گے۔ اس لیے 

∫ 𝑃1𝑑𝑦 = ∫ (
1

1 + 𝑦2
) 𝑑𝑦 

= tan−1 𝑦 

 اس لیے

𝑒∫ 𝑃1𝑑𝑦 = 𝑒tan−1 𝑦
 

 کا حل ہوگا   ( 1)اس طرح  مساوات

𝑥𝑒tan−1 𝑦 = ∫ [
tan−1 𝑦

1 + 𝑦2
× 𝑒tan−1 𝑦] 𝑑𝑦 + 𝑐 

زض کرو کہ

 

zف = tan−1 𝑦 ⇒ 𝑑𝑧 =
1

1+𝑦2 𝑑𝑦 

𝑥𝑒tan−1 𝑦 = ∫ 𝑧𝑒𝑧 𝑑𝑧 + 𝑐 

 = (𝑧 − 1)𝑒𝑧 + 𝐶 

 = (tan−1 𝑦 − 1)𝑒tan−1 𝑦 + 𝑐 

𝑥اس لیے دی گئی مساوات کا حل   = (tan−1 𝑦 − 1) + 𝐶𝑒tan−1 𝑦
 ہے۔ 

منحنی کی مساوات معلوم  کروجس کی تفرقی مساوات   ۔ 5مثال 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 tan 𝑥 = sin 𝑥کہ  ،ہے  

 
𝑦دت ا گیا ہے کہ  ج (

𝜋

3
) = 0 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

 ………….(1)    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (2 tan 𝑥)𝑦 = sin 𝑥 

𝑃یہاں   = 2 tan 𝑥 اور𝑄 = sin 𝑥۔ہیں 

سااواتچوں 
م
کہ

 ہے  کا حل  خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس   ای  ( 1) 

𝑦𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = ∫[𝑄𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥] 𝑑𝑥 + 𝑐 

∫𝑒ای  مستقل ہے۔ اس کے لیےہم پہلے  𝑐جہاں     𝑃𝑑𝑥
 حاصل کریں گے۔ اس لیے 

∫ 𝑃𝑑𝑥 = ∫(2 tan 𝑥)𝑑𝑥 

= 2 log sec 𝑥 
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= log(sec2𝑥) 

 اس لیے

𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = 𝑒log(sec2𝑥) = sec2𝑥 

 کا حل ہوگا   ( 1)اس طرح  مساوات

𝑦sec2𝑥 = ∫[sin 𝑥 ∙ sec2𝑥] 𝑑𝑥 + 𝑐 

= ∫[sec 𝑥 ∙ tan 𝑥] 𝑑𝑥 + 𝑐 

= sec 𝑥 + 𝑐 

𝑦sec2𝑥اس لیے دی گئی مساوات کا حل   = sec 𝑥 + 𝑐 ہے۔ 

𝑦دت ا گیا ہے   (
𝜋

3
) =  اس لیے0

(0)sec2
𝜋

3
= sec

𝜋

3
+ 𝑐 

0 = 2 + 𝑐 ⇒ 𝑐 = −2 

𝑦sec2𝑥اس طرح    = sec 𝑥 − اس منحنی کی مساوات ہے  جس کی تفرقی مساوات  2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 tan 𝑥 = sin 𝑥۔ ہے 

ز خطی تفرقی مساواتیں  4.2.1 زب 

 

 (Equations Reducible to Linear Differential Equations)تحویل ب 

 وہ مساوات جو درج ذیل  شکل میں ہو  تعریف:

 ………….(1)    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄𝑦𝑛

 

زنولی 𝑥حقیقی اعداد ت ا   𝑄اور 𝑃جہاں  مساوات کہلاتی ہے۔  تفرقیکے تفاعل ہیں ب 

𝑦−𝑛کو خطی مساوات بنانے کے لیے (1) اس کو حل کرنے کے لیے مساوات 
 کو ضرب دیتے ہیں۔ اس لیے ( 1)سے مساوات 

 ………….(2)    𝑦−𝑛 𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦1−𝑛 = 𝑄 

زض کرو کہ   

 

𝑦1−𝑛ف = 𝑧  

 

 ت

(1 − 𝑛)𝑦−𝑛
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑧

𝑑𝑥
 

𝑦−𝑛
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

(1 − 𝑛)

𝑑𝑧

𝑑𝑥
 

 ( سے 2مساوات )

1

(1 − 𝑛)

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑧 = 𝑄 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+ (1 − 𝑛)𝑃𝑧 = (1 − 𝑛)𝑄 

 ………….(3)    

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+ 𝑃′𝑧 = 𝑄′

 

′𝑄جہاں = (1 − 𝑛)𝑄   اور𝑃′ = (1 − 𝑛)𝑃  ( خطی ہے جس کا حل حاصل کیا جا سکتا ہے۔3ہیں۔ مساوات ) 
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حل کرو:    ۔ 1مثال 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (

1

𝑥
) 𝑦 = 𝑥2𝑦6

 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

 ………….(1)    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (

1

𝑥
) 𝑦 = 𝑥2𝑦6

 

𝑦−6
  پر کو ضرب دینے ( 1)سے مساوات 

 ………….(2)    𝑦−6 𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (

1

𝑥
) 𝑦−5 = 𝑥2

 

زض کرو کہ   

 

𝑦−5ف = 𝑧  

 

 ت

−5𝑦−6
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑧

𝑑𝑥
 

𝑦−6
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

−5

𝑑𝑧

𝑑𝑥
 

 ( سے 2مساوات )

1

−5

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+ (

1

𝑥
) 𝑧 = 𝑥2

 

 ………….(3)    

𝑑𝑧

𝑑𝑥
− (

5

𝑥
) 𝑧 = −5𝑥2

 

𝑃یہاں   = −
5

𝑥
𝑄اور  = −5𝑥2

 ۔ہیں

سااواتچوں 
م
کہ

 ہے  کا حل  خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس   ای   ( 3)  

𝑧𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = ∫[𝑄𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥] 𝑑𝑥 + 𝑐 

 ای  مستقل ہے۔ اس لیے 𝑐جہاں  

∫ 𝑃𝑑𝑥 = −5 ∫ (
1

𝑥
) 𝑑𝑥 

= −5 log 𝑥 

= log 𝑥−5
 

 اس لیے

𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = 𝑒log 𝑥−5
= 𝑥−5

 

 کا حل ہوگا   ( 1)اس طرح  مساوات

𝑧𝑥−5 = ∫[−5𝑥2 ∙ 𝑥−5] 𝑑𝑥 + 𝑐 

= −5 ∫ 𝑥−3 𝑑𝑥 + 𝑐 

= −5 (
𝑥−2

−2
) + 𝑐 

𝑧𝑥−5 =
5

2𝑥2
+ 𝑐 

⇒                                  𝑧 =
5

2
𝑥3 + 𝑐𝑥5
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⇒                               𝑦−5 =
5

2
𝑥3 + 𝑐𝑥5

 

𝑦−5اس لیے دی گئی مساوات کا حل   =
5

2
𝑥3 + 𝑐𝑥5

 ہے۔ 

𝑥حل کرو:    ۔ 2مثال 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑦2 log 𝑥 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑦2 log 𝑥 

 ………….(1)    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (

1

𝑥
) 𝑦 = (

log 𝑥

𝑥
) 𝑦2

 

𝑦−2
  پر کو ضرب دینے ( 1)سے مساوات 

 ………….(2)    𝑦−2 𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (

1

𝑥
) 𝑦−1 = (

log 𝑥

𝑥
) 

زض کرو کہ   

 

𝑦−1ف = 𝑧  

 

 ت

−𝑦−2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑧

𝑑𝑥
 

𝑦−2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑑𝑧

𝑑𝑥
 

 ( سے 2مساوات )

−
𝑑𝑧

𝑑𝑥
+ (

1

𝑥
) 𝑧 = 𝑥2

 

 ………….(3)    

𝑑𝑧

𝑑𝑥
− (

1

𝑥
) 𝑧 = (−

log 𝑥

𝑥
) 

𝑃یہاں   = −
1

𝑥
𝑄اور  = −

log 𝑥

𝑥
 ۔ہیں

سااواتچوں 
م
کہ

 ہے  کا حل  خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس   ای   ( 3)  

𝑧𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = ∫[𝑄𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥] 𝑑𝑥 + 𝑐 

 ای  مستقل ہے۔ اس لیے  𝑐جہاں    

∫ 𝑃𝑑𝑥 = − ∫ (
1

𝑥
) 𝑑𝑥 

= − log 𝑥 

= log 𝑥−1
 

 اس لیے

𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = 𝑒log 𝑥−1
=

1

𝑥
 

 کا حل ہوگا   ( 1)اس طرح  مساوات

𝑧
1

𝑥
= ∫ [−

log 𝑥

𝑥
∙

1

𝑥
] 𝑑𝑥 + 𝑐 
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= − ∫
log 𝑥

𝑥2
𝑑𝑥 + 𝑐 

= − log 𝑥 ∫
1

𝑥2
𝑑𝑥 + ∫ [

𝑑

𝑑𝑥
(log 𝑥) ∫

1

𝑥2
𝑑𝑥] 𝑑𝑥 + 𝐶 

𝑧
1

𝑥
=

1

𝑥
log 𝑥 + ∫ [

𝑑

𝑑𝑥
(log 𝑥) ∫

1

𝑥2
𝑑𝑥] 𝑑𝑥 + 𝑐 

⇒
𝑧

𝑥
=

1

𝑥
log 𝑥 + ∫ [

1

𝑥
×

−1

𝑥
] 𝑑𝑥 + 𝑐 

⇒
𝑧

𝑥
=

1

𝑥
log 𝑥 − ∫

1

𝑥2
𝑑𝑥 + 𝑐 

⇒
1

𝑥𝑦
=

1

𝑥
log 𝑥 +

1

𝑥
+ 𝐶 

اس لیے دی گئی مساوات کا حل  

1

𝑦
= log 𝑥 + 𝑐𝑥 +  ہے۔ 1

حل کرو:   ۔ 3مثال 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑥𝑦 = −𝑒−𝑥2

𝑦3
 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

 ………….(1)    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑥𝑦 = −𝑒−𝑥2

𝑦3
 

𝑦3
  پر کو تقسیم دینے ( 1)سے مساوات 

 ………….(2)    𝑦−3 𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑥𝑦−2 = −𝑒−𝑥2

 

زض کرو کہ   

 

𝑦−2ف = 𝑧  

 

 ت

−2𝑦−3
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑧

𝑑𝑥
 

𝑦−3
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

−2

𝑑𝑧

𝑑𝑥
 

 سے ( 2) مساوات 

−
1

2

𝑑𝑧

𝑑𝑥
− 𝑥𝑧 = −𝑒−𝑥2

 

 ………….(3)    

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+ 2𝑥𝑧 = 2𝑒−𝑥2

 

𝑃یہاں   = 2𝑥 اور𝑄 = 2𝑒−𝑥2
 ۔ہیں

سااواتچوں 
م
کہ

 ہے  کا حل  خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس   ای   ( 3)  

𝑧𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = ∫[𝑄𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥] 𝑑𝑥 + 𝑐 

 ای  مستقل ہے۔ اس لیے  𝑐جہاں    

∫ 𝑃𝑑𝑥 = ∫ 2𝑥𝑑𝑥 

= 𝑥2
 

 اس لیے
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𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = 𝑒𝑥2
 

 کا حل ہوگا   ( 1)اس طرح  مساوات

𝑧𝑒𝑥2
= ∫[2𝑒−𝑥2

∙ 𝑒𝑥2
] 𝑑𝑥 + 𝑐 

= 2 ∫ 1 𝑑𝑥 + 𝑐 

= 2𝑥 + 𝑐 

𝑧𝑒𝑥2
= 2𝑥 + 𝑐 

⇒                        𝑧 = 𝑒−𝑥2
(2𝑥 + 𝑐) 

⇒                   𝑦−2 = 𝑒−𝑥2
(2𝑥 + 𝑐) 

𝑦−2اس لیے دی گئی مساوات کا حل   = 𝑒−𝑥2
(2𝑥 + 𝑐) ہے۔ 

حل کرو:    ۔ 4مثال 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑦 tan 𝑥 + 𝑦2𝑡𝑎𝑛2𝑥 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑦 tan 𝑥 + 𝑦2𝑡𝑎𝑛2𝑥 

 ………….(1)    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− (2 tan 𝑥)𝑦 = (𝑡𝑎𝑛2𝑥)𝑦2

  

𝑦2
  پر کو تقسیم دینے ( 1)سے مساوات 

 ………….(2)    𝑦−2 𝑑𝑦

𝑑𝑥
− (2 tan 𝑥)𝑦−1 = 𝑡𝑎𝑛2𝑥 

زض کرو کہ   

 

𝑦−1−ف = 𝑧  

 

 ت

𝑦−2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑧

𝑑𝑥
 

 ( سے 2مساوات )

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+ (2 tan 𝑥)𝑧 = 𝑡𝑎𝑛2𝑥 

 ………….(3)     

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+ 2𝑥𝑧 = 2𝑒−𝑥2

 

𝑃یہاں   = 2 tan 𝑥 اور𝑄 = 𝑡𝑎𝑛2𝑥۔ہیں 

سااواتچوں 
م
کہ

 ہے  کا حل  خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس   ای   ( 3)  

𝑧𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = ∫[𝑄𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥] 𝑑𝑥 + 𝑐 

 ای  مستقل ہے۔ اس لیے  𝑐جہاں    

∫ 𝑃𝑑𝑥 = ∫ 2 tan 𝑥 𝑑𝑥 

= log 𝑠𝑒𝑐2𝑥 

 اس لیے

𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = 𝑒log 𝑠𝑒𝑐2𝑥 = 𝑠𝑒𝑐2𝑥 
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 کا حل ہوگا   ( 1)اس طرح  مساوات

𝑧 𝑠𝑒𝑐2𝑥 = ∫[𝑡𝑎𝑛2𝑥 ∙ 𝑠𝑒𝑐2𝑥] 𝑑𝑥 + 𝑐 

tanاگر 𝑥 = 𝑡ہو  

 

𝑑𝑡، ت = 𝑠𝑒𝑐2𝑥𝑑𝑥اس لیے 

𝑧 𝑠𝑒𝑐2𝑥 = ∫ 𝑡2 𝑑𝑡 + 𝑐 

=
𝑡3

3
+ 𝑐 

⇒                           𝑧 𝑠𝑒𝑐2𝑥 =
𝑡𝑎𝑛3𝑥

3
+ 𝑐 

⇒                          −
𝑠𝑒𝑐2𝑥

𝑦
=

𝑡𝑎𝑛3𝑥

3
+ 𝑐 

اس لیے دی گئی مساوات کا حل  

𝑠𝑒𝑐2𝑥

−𝑦
=

𝑡𝑎𝑛3𝑥

3
+ 𝑐 ہے۔ 

𝑥حل کرو:    ۔ 5مثال 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 log 𝑦 = 𝑥𝑦𝑒𝑥

 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 log 𝑦 = 𝑥𝑦𝑒𝑥

 

………….(1)   ⇒                                     
1

𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (

1

𝑥
) log 𝑦 = 𝑒𝑥

  

زض کرو کہ   

 

𝑢ف = log 𝑦  

 

 ت

1

𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 سے  ( 1) مساوات 

 ………….(2)   

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ (

1

𝑥
) 𝑢 = 𝑒𝑥

 

𝑃یہاں    =
1

𝑥
𝑄اور  = 𝑒𝑥

 ہیں۔

سااواتچوں 
م
کہ

 ای   خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس  کا حل ہے ( 2)  

𝑢𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = ∫[𝑄𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥] 𝑑𝑥 + 𝑐 

 ای  مستقل ہے۔ اس لیے  𝑐جہاں    

∫ 𝑃𝑑𝑥 = ∫
1

𝑥
𝑑𝑥 

= log 𝑥 

 اس لیے

𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = 𝑒log 𝑥 = 𝑥 

 اس طرح  دی گئی مساوات  کا حل ہوگا 
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𝑢𝑥 = ∫[𝑥𝑒𝑥] 𝑑𝑥 + 𝑐 

= (𝑥 − 1)𝑒𝑥 + 𝑐 

⇒                   𝑥 log 𝑦 = (𝑥 − 1)𝑒𝑥 + 𝑐 

𝑥اس لیے دی گئی مساوات کا حل   log 𝑦 = (𝑥 − 1)𝑒𝑥 + 𝑐 ہے۔ 

مساوات  ۔ 6مثال 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 cot 𝑥 = 𝑦2𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥  ۔ کرو معلوم    حلکا 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 cot 𝑥 = 𝑦2𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥  

………….(1)   ⇒           𝑦−2 𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦−1 cot 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥   

زض کرو کہ   

 

𝑢ف = 𝑦−1
  

 

 ت

𝑦−2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 سے  ( 1)مساوات 

                     −
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑢 cot 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥 

 ………….(2)   

𝑑𝑢

𝑑𝑥
− 𝑢 cot 𝑥 =

−𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥 

𝑃یہاں    = − cot 𝑥 اور𝑄 = −𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥ہیں۔ 

سااواتچوں 
م
کہ

 ای   خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس  کا حل ہے ( 2)  

𝑢𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = ∫[𝑄𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥] 𝑑𝑥 + 𝑐 

 ای  مستقل ہے۔ اس لیے 𝑐جہاں    

∫ 𝑃𝑑𝑥 = − ∫ cot 𝑥 𝑑𝑥 

= − log sin 𝑥 

 اس لیے

𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = 𝑒− log sin 𝑥 =
1

sin 𝑥
 

 اس طرح  دی گئی مساوات  کا حل ہوگا 

𝑢
1

sin 𝑥
= ∫ [−𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥 (

1

sin 𝑥
)] 𝑑𝑥 + 𝑐 

= ∫[𝑐𝑜𝑠2𝑥(− sin 𝑥)] 𝑑𝑥 + 𝑐 

cosاگر 𝑥 = 𝑡ہو  

 

𝑑𝑡، ت = − sin 𝑥 𝑑𝑥اس لیے 
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𝑢
1

sin 𝑥
= ∫[𝑡2] 𝑑𝑡 + 𝑐 

1

𝑦 sin 𝑥
=

𝑡3

3
+ 𝑐 

1

𝑦 sin 𝑥
=

𝑐𝑜𝑠3𝑥

3
+ 𝑐 

اس لیے دی گئی مساوات کا حل  

1

𝑦 sin 𝑥
=

𝑐𝑜𝑠3𝑥

3
+ 𝑐 ہے۔ 

مساوات  ۔ 7مثال 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑥 sin 2𝑦 = 𝑥3𝑐𝑜𝑠2𝑦  ۔ کرو معلوم    حلکا 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑥 sin 2𝑦 = 𝑥3𝑐𝑜𝑠2𝑦 

⇒            
1

𝑐𝑜𝑠2𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑥 (

2 sin 𝑦 cos 𝑦

𝑐𝑜𝑠2𝑦
) = 𝑥3

 

 ………….(1)   ⇒                          𝑠𝑒𝑐2𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

2𝑥(tan 𝑦) = 𝑥3
 

زض کرو کہ   

 

𝑢ف = tan 𝑦  

 

 ت

𝑠𝑒𝑐2𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 سے  ( 1)مساوات 

 ………….(2)   

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 2𝑥𝑢 = 𝑥3

 

𝑃یہاں    = 2𝑥 اور𝑄 = 𝑥3
 ہیں۔

سااواتچوں 
م
کہ

 ای   خطی تفرقی مساوات ہے اس لیےاس  کا حل ہے ( 2)  

𝑢𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = ∫[𝑄𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥] 𝑑𝑥 + 𝑐 

 ای  مستقل ہے۔ اس لیے 𝑐جہاں    

𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥 = 𝑒∫ 2𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥2
 

 اس طرح  دی گئی مساوات  کا حل ہوگا 

𝑢𝑒𝑥2
= ∫[𝑥3(𝑒𝑥2

)] 𝑑𝑥 + 𝑐 

𝑥2اگر = 𝑡ہو  

 

𝑑𝑡، ت = 2𝑥𝑑𝑥اس لیے 

𝑢𝑒𝑥2
=

1

2
∫[𝑡𝑒𝑡] 𝑑𝑡 + 𝑐 

⇒                                                 𝑒𝑥2
tan 𝑦 =

1

2
(𝑡 − 1)𝑒𝑡 + 𝑐 

⇒                                               2𝑒𝑥2
tan 𝑦 = (𝑥2 − 1)𝑒𝑥2

+ 𝑐 
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2𝑒𝑥2اس لیے دی گئی مساوات کا حل  
tan 𝑦 = (𝑥2 − 1)𝑒𝑥2

+ 𝑐 ہے۔ 

 (Learning Outcomes)ئجاکتسابی نتا 4.3

تفرقی  مساوات 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄جہاں ،P    اورQ    کوئی دو مستقلات  ت ا𝑥پہلے رتبے اور پہلے درجے کی خطی ،  ہیں  تکے  مسلسل تفاعلا

∫𝑦𝑒(General Solution) کا عام حل اور اس  ہےتفرقی  مساوات کہلاتی  𝑃𝑑𝑥 = ∫[𝑄𝑒∫ 𝑃𝑑𝑥]𝑑𝑥 + 𝐶ہوگا۔ نیز 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄𝑦𝑛

زنولی کی مساوات کہلاتی ہے جس کا حل اس مساوات کو خطی بناکر حاصل کرتے ہیں۔  ب 

 (Keywords)کلیدی الفاظ  4.4

زنولی کی مساوات   خطی تفرقی  مساوات، مسلسل تفاعل، ب 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  4.5

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوات ات کے حامل سوالات 4.5.1

مساوات    .1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
−

1

𝑥
𝑦 =

1

𝑥2  کاI.F.ہے 

.A 𝑥  .B 

1

𝑥
  .C 

−1

𝑥
  .D     کوئی نہیں 

𝑥2مساوات  .2 𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 =  کا عام حل ہے 1

.A 𝑦 = 1 + 𝑐𝑒
1

𝑥 .B 𝑦 = 1 + 𝑐𝑒𝑥
 .C 𝑦 = 𝑐𝑒𝑥

 .D  کوئی نہیں 

1)مساوات    .3 − 𝑥2)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑥𝑦 = 𝑐𝑥  کاI.F.   ہے 

.A 

1

𝑥2−1
  .B 

1

√𝑥2−1
  .C 

1

1−𝑥2  .D    کوئی نہیں 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوات ات کے حامل سوالات  4.5.2

 کرو:  حل

1. (1 + 𝑥)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑥𝑦 = 1 − 𝑥 

2. (1 − 𝑥2)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑥𝑦 = 𝑥√1 − 𝑥2

 

3. 𝑥2 𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (𝑥 − 2)𝑦 = 𝑥2𝑒

−2

𝑥 

4. 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
−

2

𝑥
𝑦 = 𝑥 +

1

𝑥
sin

1

𝑥2 

5. 𝑥 log 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 2 log 𝑥 

1)وات  تفرقی مسا .6 − 𝑥2)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑥𝑦 = 𝑎𝑥 کو حل کرو۔ 
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 (Long Answer Type Questions)طویل جوات ات کے حامل سوالات 4.5.3

:  حل کرو .1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

3

𝑥
𝑦 =

1

𝑥2
𝑥جبکہ دت ا گیا ہے  ،  = 𝑦کے لیے 1 =  ہوگا۔2

:  حل کرو .2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 − 𝑥(𝑦 − 𝑥) − 𝑥3(𝑦 − 𝑥)3

 

مساوات  .3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

sin 𝑥 cos 𝑥−sin 𝑦 cos 𝑥

cos 𝑦
 ۔ کرومعلوم  حل  کا 

:  حل کرو .4

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑥𝑦 = 𝑦2𝑒

𝑥2

2 log 𝑥 

: حل کرو .5

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 cos 𝑥 = 𝑦𝑛 sin 2𝑥 

 جاوات ات: 

 معروضی سوالات کے جوات ات  4.5.1

 1. B .2 A .3 D 

 کے جوات ات  مختصر جوات ات کے حامل سوالات 4.5.2

1. (1 + 𝑥)𝑦 = 𝑥 + 𝑐𝑒𝑥
 

2. 𝑦 = √1 − 𝑥2 + 𝑐(1 − 𝑥2) 

3. 𝑥𝑦𝑒
2

𝑥 =
𝑥2

2
+ 𝑐 

4. 
𝑦

𝑥2 = log 𝑥 +
1

2
cos

1

𝑥2 + 𝑐 

5. 𝑦 log 𝑥 = (log 𝑥)2 + 𝑐 

6. 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑐𝑥√1 − 𝑥2
 

 طویل جوات ات کے حامل سوالاتکے جوات ات  4.5.3

1. 2𝑥3𝑦 = 𝑥2 + 3 

2. 
1

(𝑦−𝑥)2 + (1 + 𝑥2) = 𝑐𝑒𝑥2
 

3. 𝑒sin 𝑥 sin 𝑦 = 𝑒sin 𝑥(sin 𝑥 − 1) + 𝑐 

4. 𝑒
−𝑥2

2 = 𝑥𝑦(1 − log 𝑥) + 𝑐𝑦 

5. (1 − 𝑛)𝑦1−𝑛 = 2[(1 − 𝑛) sin 𝑥 − 1] + 𝑐(1 − 𝑛)𝑒(𝑛−1) sin 𝑥
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 -I۔پہلے رتبے اور اعلی درجے کی تفرقی مساواتیں 5اکائی

 (First Order and Higher Degree Differential Equations -I) 

زا اکائی کے 

 

 
 اج

 تمہید   5.0

 مقاص    5.1

5.2   p مساوات نے والی کے لیے حل کی جا 

 اکتسابی نتائج   5.3

 کلیدی الفاظ   5.4

 نمونہ امتحانی سوالات    5.5

 معروضی جوات ات کے حامل سوالات  5.5.1

 مختصر جوات ات کے حامل سوالات   5.5.2

 طویل جوات ات کے حامل سوالات  5.5.3
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 ( Introduction)تمہید 5.0

 پہلے رتبے اور اعلی درج کی عام تفرقی مساوات درج ذیل شکل میں لکھی جا سکتی ہے

(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

𝑛

+ 𝑓1(𝑥, 𝑦) (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

𝑛−1

+ 𝑓2(𝑥, 𝑦) (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

𝑛−2

+ ⋯ + 𝑓𝑛−1(𝑥, 𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑓𝑛(𝑥, 𝑦) = 0 

ان  مساواتوں کا حل آسانی کے ساتھ  محسوب  ہو جایے،اس  کے لیے ہم    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
ز کریں گے۔  𝑝کو 

 
 سے ظاہ

ا ہے۔ان میں سے کچھ مساواتوں  کو    تمام 

 

ا آسان نہیں ہوت

 

ا ہے اور  𝑝تفرقی مساواتوں کو ان کی عام شکل میں حل کرت

 

کے لیے حل کیا جات

ا ہے۔  ان سبھی  مساو

 

ز ای  مساوات کا رتبہ ای  ہوت
 
اتوں  کو حل  پھر دی گئی مساوات کو دو ت ا زت ادہ مساواتوں  کی مدد سے تعبیر کرتے ہیں  جن میں ہ

 کرنے کے بعد دی ہوئی تفرقی مساوات کا حل معلوم کر لیتے ہیں۔  

 (Objectives)مقاص 5.1

کے لیے آسانی کے ساتھ حل ہو سکتی   𝑝اس اکائی کے مکمل ہونے کے بعد آپ ان تفرقی مساوات کی معلومات حاصل کر یں گے جو   

ا بھی سیکھ جائیں گے۔

 

 ہیں اور پھر ان کا حل حاصل  کرت

5.2 𝑝 مساواتنے والی  کے لیے حل کی جا(Equations Solvable for p) 

ا ہے۔𝑛پہلے رتبے  اور ' 

 

 ' درج  کی تفرقی مساوات کو درج ذیل شکل میں لکھا جات

…..(1)  𝑝𝑛 + 𝑓1(𝑥, 𝑦)𝑝𝑛−1 + 𝑓2(𝑥, 𝑦)𝑝𝑛−2 + ⋯ + 𝑓𝑛−1(𝑥, 𝑦)𝑝 + 𝑓𝑛(𝑥, 𝑦) = 0 

زض کرو کہ مساوات 𝑝کو   مساوات ہم اس 

 

 ہیں۔ ف

 

زا  ضربی معلوم کئے گی  ہیں۔   (1)کے لیے حل کر سکت

 

 
 سے درج ذیل طریقے سے اج

….. (2)  (𝑝 − 𝜑1(𝑥, 𝑦))(𝑝 − 𝜑2(𝑥, 𝑦)) ⋯ (𝑝 − 𝜑𝑛(𝑥, 𝑦)) = 0 

ز ضربی  (2)مساوات 

 

 
ز ای  ج

 
ز رکھتے ہیں۔ہم دیکھتے ہیں کہ یہ سبھی مساواتیں  پہلے رتبےاور پہلے درجے کی تفرقی    (Factor)کے ہ زاب  کو صفر کے ب 

 ہیں۔مان لیجیے کہ ان کا حل درج ذیل ہے:

 

 مساواتیں  ہیں جن کو ہم پہلے بلاک میں دیے گئے طریقوں سے حل کر سکت

….. (3)  𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑐1) = 0, 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑐2) = 0, ⋯ , 𝐹𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑐𝑛) = 0 

 کے حل کو درج ذیل طریقے سے لکھا جا سکتا ہے۔(1)اس لیے مساوات 

….. (4)  𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑐1) ∙ 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑐2) ⋯ 𝐹𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑐𝑛) = 0 

ز ای  خاص حل)  3(چوں کہ مساوات  : ( Remarkتبصرہ) 
 
کے  )  4(مساوات     (Particular Solution)کے ذریعے سے حاصل کیا گیا ہ

,𝑐1کی مناس  قیمت رکھ کر بھی حاصل کیا جاسکتا ہے۔اس لیے  cذریعے سےتمام   𝑐2, … , 𝑐𝑛   کی جگہ ای  اختیاری مستقلc  رکھنے پر حاصل

زق نہیں پڑے گا۔ 

 

 حل پر کوئی ف

 اب ہم کچھ مثالوں کے ذریعے سے پورے طریقے کو سمجھیں گے۔ 
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𝑝2مساوات   ۔ 1مثال   − 5𝑝 + 6 =  کو حل کیجیے۔0

 دی گئی مساوات کو درج ذیل شکل میں بدلنے پر  حل۔ 

(𝑝 − 3)(𝑝 − 2) = 0 

  کہ
 

 ممکن ہے ج

 
 

 یہ اس وق

𝑝 − 3 = 𝑝 ت ا 0 − 2 = 0 

𝑝ات اگر  − 3 =  ہو تو0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3 

𝑑𝑦 = 3𝑑𝑥 

ا  ہے 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑦 = 3𝑥 + 𝑐1 

ز  

 

 
𝑝اسی طرح دوسرے ج − 2 = ا ہے0

 

 سے حاصل ہوت

𝑑𝑦 = 2𝑑𝑥 

ل کرنے پر اس مساوات  کا 
م
ک

 

ی

 

𝑦 = 2𝑥 + 𝑐2 

 اس لیے دی گئی مساوات کا حل ہوگا 

(𝑦 − 3𝑥 − 𝑐1)(𝑦 − 2𝑥 − 𝑐2) = 0 

𝑝2مساوات   ۔ 2مثال  − 9𝑝 + 18 =  کو حل کیجیے۔ 0

 دی گئی مساوات کو درج ذیل شکل میں بدلنے پر  حل۔ 

(𝑝 − 6)(𝑝 − 3) = 0 

  کہ
 

 ممکن ہے ج

 
 

 یہ اس وق

𝑝 − 3 = 𝑝 ت ا 0 − 6 = 0 

𝑝اب اگر  − 3 =  ہو تو0
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3 

𝑑𝑦      ت ا = 3𝑑𝑥 

ا  ہے 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑦 = 3𝑥 + 𝑐1 

ز  

 

 
𝑝اسی طرح دوسرے ج − 6 =  سے ہمیں حاصل ہوگا 0

𝑑𝑦 = 6𝑑𝑥 

ل کرنے پر اس مساوات  کا 
م
ک

 

ی

 

𝑦 = 6𝑥 + 𝑐2 
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 اس لیے دی گئی مساوات کا حل ہوگا 

(𝑦 − 3𝑥 − 𝑐1)(𝑦 − 6𝑥 − 𝑐2) = 0 

𝑥𝑝2مساوات   ۔ 3مثال   + (𝑦 − 1 − 𝑥2)𝑝 − 𝑥(𝑦 − 1) =  کو حل کیجیے۔ 0

 دی گئی مساوات کو درج ذیل شکل میں بدلنے پر  حل۔ 

(𝑥𝑝 + 𝑦 − 1)(𝑝 − 𝑥) = 0 

  کہ
 

  ممکن ہے ج

 
 

 یہ اس وق

𝑥𝑝 + 𝑦 − 1 = 𝑝 ت ا 0 − 𝑥 = 0 

𝑝ات اگر  − 𝑥 =  ہو تو0
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 

𝑑𝑦      ت ا = 𝑥𝑑𝑥 

ا  ہے 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

2𝑦 − 𝑥2 − 𝑐1 = 0 

ز  

 

 
𝑥𝑝اسی طرح دوسرے ج + 𝑦 − 1 =  سے0

𝑑𝑦

𝑦 − 1
= −

𝑑𝑥

𝑥
 

ل کرنے پرہمیں حاصل اس مساوات  کا 
م
ک

 

ی

 ہوگا 

log(𝑦 − 1) = − log 𝑥 + log 𝑐2 

⇒ log(𝑦 − 1) + log 𝑥 = log 𝑐2 

⇒ log{𝑥(𝑦 − 1)} = log 𝑐2 

⇒                           𝑥(𝑦 − 1) = 𝑐2 

⇒                      𝑥𝑦 − 𝑥 − 𝑐2 = 0 

 اس لیے دی گئی مساوات کا حل ہوگا 

(2𝑦 − 𝑥2 − 𝑐1)(𝑥𝑦 − 𝑥 − 𝑐2) = 0 

4𝑦2𝑝2مساوات   ۔ 4مثال   + 2𝑥𝑦(3𝑥 + 1)𝑝 + 3𝑥3 =  کو حل کیجیے۔ 0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

                4𝑦2𝑝2 + 2𝑥𝑦(3𝑥 + 1)𝑝 + 3𝑥3 = 0 

⇒ 4𝑦2𝑝2 + 2𝑝𝑥𝑦 + 6𝑝𝑥2𝑦 + 3𝑥3 = 0 

⇒ 2𝑝𝑦(2𝑝𝑦 + 𝑥) + 3𝑥2(2𝑝𝑦 + 𝑥) = 0 

⇒ (2𝑝𝑦 + 𝑥)(2𝑝𝑦 + 3𝑥2) = 0 

 اب 

2𝑝𝑦 + 3𝑥2 = 2𝑝𝑦 ت ا 0 + 𝑥 = 0 

2𝑝𝑦 ات اگر  + 3𝑥2 =  ہو تو0
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2𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 3𝑥2 = 0 

⇒            2𝑦𝑑𝑦 + 3𝑥2𝑑𝑥 = 0 

ا  ہے 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑦2 + 𝑥3 − 𝑐1 = 0 

ز  

 

 
2𝑝𝑦اسی طرح دوسرے ج + 𝑥 =  سے ہمیں حاصل ہوگا 0

2𝑦𝑑𝑦 + 𝑥𝑑𝑥 = 0 

ل کرنے پرہمیں حاصل اس مساوات  کا 
م
ک

 

ی

 ہوگا 

                                                        2𝑦2 + 𝑥2 − 𝑐2 = 0 

𝑦2)اس لیے دی گئی مساوات کا حل  + 𝑥3 − 𝑐1)(2𝑦2 + 𝑥2 − 𝑐2) =  ۔ ہے0

𝑥2𝑝2مساوات   ۔ 5مثال   − 𝑥𝑦𝑝 − 𝑦2 =  کو حل کیجیے۔ 0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑥2𝑝2 − 𝑥𝑦𝑝 − 𝑦2 = 0 

⇒ 𝑝 =
𝑥𝑦 ± √𝑥2𝑦2 + 4𝑥2𝑦2

2𝑥2
 

⇒ 𝑝 =
𝑥𝑦 ± 𝑥𝑦√5

2𝑥2
 

⇒ 𝑝 =
𝑥𝑦(1 ± √5)

2𝑥2
 

⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦

𝑥

(1 ± √5)

2
 

⇒                          2
𝑑𝑦

𝑦
= (1 ± √5)

𝑑𝑥

𝑥
 

ا  ہے 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

                           2 log 𝑦 = (1 ± √5) log 𝑥 + log 𝑐 

⇒ log 𝑦2 = log 𝑐𝑥(1±√5)
 

⇒ 𝑦2 = 𝑐𝑥(1±√5)
 

𝑦2اس لیے دی گئی مساوات کا حل   = 𝑐𝑥(1±√5)
 ۔ہوگا

𝑥2مساوات   ۔ 6مثال   (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

+ 3𝑥𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦2 =  کو حل کیجیے۔ 0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔  

𝑥2 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

+ 3𝑥𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦2 = 0 

دی گئی مساوات میں 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑝 رکھنے پر درج ذیل شکل حاصل ہوتی ہے 

𝑥2𝑝2 + 3𝑥𝑦𝑝 + 2𝑦2 = 0 
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 ت ا

(𝑥𝑝 + 𝑦)(𝑥𝑝 + 2𝑦) = 0 

  کہ
 

  ممکن ہے ج

 
 

 یہ اس وق

𝑥𝑝 + 𝑦 = 𝑥𝑝 ت ا 0 + 2𝑦 = 0 

𝑥𝑝ات اگر  + 2𝑦 =   ہو 0

 

 ، ت

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −2𝑦 

⇒
𝑑𝑦

𝑦
+ 2

𝑑𝑥

𝑥
= 0 

ا  ہے 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

log 𝑦 + 2 log 𝑥 = log 𝑐1 

⇒ 𝑥2𝑦 = 𝑐1 

⇒ 𝑥2𝑦 − 𝑐1 = 0 

ز  

 

 
𝑥𝑝اسی طرح دوسرے ج + 𝑦 =  سے0

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦 

⇒                   
𝑑𝑦

𝑦
+

𝑑𝑥

𝑥
= 0 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہواس مساوات  کا 
م
ک

 

ی

 گا 

log 𝑦 + log 𝑥 = log 𝑐2 

⇒                        log 𝑥𝑦 = log 𝑐2 

⇒                               𝑥𝑦 = 𝑐2 

⇒                      𝑥𝑦 − 𝑐2 = 0 

𝑥2𝑦)اس لیے دی گئی مساوات کا حل   − 𝑐1)(𝑥𝑦 − 𝑐2) =  ہے۔ 0

𝑝2مساوات   ۔ 7مثال   + 𝑥𝑝 + 𝑝𝑦 + 𝑥𝑦 =  کو حل کیجیے۔ 0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑝2 + 𝑥𝑝 + 𝑝𝑦 + 𝑥𝑦 = 0 

⇒                                (𝑝 + 𝑥)(𝑝 + 𝑦) = 0 

  کہ  
 

 یہ تبھی ممکن ہے ج

𝑝 + 𝑥 = 𝑝 ت ا 0 + 𝑦 = 0 

𝑝ات اگر  + 𝑥 = 0  

 

 ہو، ت
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑥 = 0 

⇒                                          𝑑𝑦 + 𝑥𝑑𝑥 = 0 

ا  ہے 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی
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2𝑦 + 𝑥2 − 𝑐1 = 0 

ز  

 

 
𝑝اسی طرح دوسرے ج + 𝑦 =  سے0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 0 

⇒                                
𝑑𝑦

𝑦
+ 𝑑𝑥 = 0 

ا  ہےاس کا 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

log 𝑦 + 𝑥 − 𝑐2 = 0 

2𝑦)اس لیے دی گئی مساوات کا حل   + 𝑥2 − 𝑐1)(log 𝑦 + 𝑥 − 𝑐2) =  ۔ ہے0

𝑝2مساوات   ۔ 8مثال   + 2𝑥𝑝 − 3𝑥2 =  کو حل کیجیے۔ 0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑝2 + 2𝑥𝑝 − 3𝑥2 = 0 

⇒                          (𝑝 − 𝑥)(𝑝 + 3𝑥) = 0 

 اب 

𝑝 − 𝑥 = 𝑝 ت ا 0 + 3𝑥 = 0 

𝑝ات اگر  − 𝑥 = 0  

 

 ہو، ت
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑥 = 0 

⇒                               𝑑𝑦 − 𝑥𝑑𝑥 = 0 

ل کرنے پر 
م
ک

 

ی

 

2𝑦 − 𝑥2 − 𝑐1 = 0 

ز  

 

 
𝑝اسی طرح دوسرے ج + 3𝑥 =  سے0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 3𝑥 = 0 

⇒                               𝑑𝑦 + 3𝑥𝑑𝑥 = 0 

ا  ہے اس مساوات  کا 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

2𝑦 + 3𝑥2 − 𝑐2 = 0 

2𝑦)اس لیے دی گئی مساوات کا حل   − 𝑥2 − 𝑐1)(2𝑦 + 3𝑥2 − 𝑐2) =  ہے۔ 0

𝑦مساوات   ۔ 9مثال   (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

+ (𝑥 − 𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑥 =  کو حل کیجیے۔ 0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑦 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

+ (𝑥 − 𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑥 = 0 

دی گئی مساوات میں 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑝 رکھنے پر درج ذیل شکل حاصل ہوتی ہے 

𝑦𝑝2 + (𝑥 − 𝑦)𝑝 − 𝑥 = 0 
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 ت ا

(𝑦𝑝 + 𝑥)(𝑝 − 1) = 0 

  کہ
 

 ممکن ہے ج

 
 

 یہ اس وق

𝑦𝑝 + 𝑥 = 𝑝 ت ا 0 − 1 = 0 

𝑦𝑝ات اگر  + 𝑥 =  ہو تو0

𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑥 = 0 

⇒                               𝑦𝑑𝑦 + 𝑥𝑑𝑥 = 0 

ا  ہے 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑦2 + 𝑥2 = 𝑐1 

ز  

 

 
𝑝 اسی طرح دوسرے ج − 1 =  سے0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 

⇒                                  𝑑𝑦 = 𝑑𝑥 

ا  ہےاس کا 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑦 = 𝑥 + 𝑐2 

⇒                   𝑥 − 𝑦 + 𝑐2 = 0 

𝑦2)اس لیے دی گئی مساوات کا حل   + 𝑥2 − 𝑐1)(𝑥 − 𝑦 + 𝑐2) =  ۔ہوگا0

𝑥𝑦𝑝2مساوات ۔10مثال   + (𝑥 + 𝑦)𝑝 + 1 =  کو حل کیجیے۔0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑥𝑦𝑝2 + (𝑥 + 𝑦)𝑝 + 1 = 0 

 ت ا

(𝑥𝑝 + 1)(𝑦𝑝 + 1) = 0 

  کہ
 

 ممکن ہے ج

 
 

 یہ اس وق

𝑥𝑝 + 1 = 𝑦𝑝 ت ا 0 + 1 = 0 

 ات اگر 

𝑥𝑝 + 1 = 0 

⇒                                      𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 1 = 0 

⇒                                       𝑑𝑦 +
𝑑𝑥

𝑥
= 0 

ا  ہے 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑦 + log 𝑥 − 𝑐1 = 0 
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ز  

 

 
𝑦𝑝 اسی طرح دوسرے ج + 1 =  سے0

𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 1 = 0 

⇒                                     𝑦𝑑𝑦 + 𝑑𝑥 = 0 

ا  ہےاس کا 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑦2 + 2𝑥 − 𝑐2 = 0 

 اس لیے دی گئی مساوات کا حل ہوگا 

(𝑦 + log 𝑥 − 𝑐1)(𝑦2 + 2𝑥 − 𝑐2) = 0 

𝑝2مساوات ۔11مثال   − 2𝑥𝑝 − 8𝑥2 =  کو حل کیجیے۔0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑝2 − 2𝑥𝑝 − 8𝑥2 = 0 

 ت ا

(𝑝 − 4𝑥)(𝑝 + 2𝑥) = 0 

  کہ
 

 ممکن ہے ج

 
 

 یہ اس وق

𝑝 − 4𝑥 = 𝑝 ت ا 0 + 2𝑥 = 0 

𝑝ات اگر  + 2𝑥 =  ہو تو0
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑥 = 0 

⇒                                  𝑑𝑦 + 2𝑥𝑑𝑥 = 0 

ا  ہے 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑦 + 𝑥2 − 𝑐1 = 0 

ز  

 

 
𝑝 اسی طرح دوسرے ج − 4𝑥 =  سے0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 4𝑥 = 0 

⇒                                   𝑑𝑦 − 4𝑥𝑑𝑥 = 0 

ا  ہےاس کا 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑦 − 2𝑥2 − 𝑐2 = 0 

𝑦)اس لیے دی گئی مساوات کا حل   + 𝑥2 − 𝑐1)(𝑦 − 2𝑥2 − 𝑐2) =  ہوگا0

𝑥2مساوات ۔12مثال   (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

− 2𝑥𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑥2𝑦2 − 𝑥4 + 𝑦2 =  کو حل کیجیے۔ 0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑥2 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

− 2𝑥𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑥2𝑦2 − 𝑥4 + 𝑦2 = 0 

اس مساوات میں  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑝 ا ہے

 

 رکھنے پر ہمیں حاصل ہوت
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𝑥2𝑝2 − 2𝑥𝑦𝑝 − 𝑥2𝑦2 − 𝑥4 + 𝑦2 = 0 

⇒ 𝑝 =
2𝑥𝑦 ± √4𝑥2𝑦2 − 4𝑥2(−𝑥2𝑦2 − 𝑥4 + 𝑦2)

2𝑥2
 

                                 =
2𝑥𝑦 ± √4𝑥2{𝑦2 − (−𝑥2𝑦2 − 𝑥4 + 𝑦2)}

2𝑥2
 

     =
2𝑥𝑦 ± √4𝑥2(𝑥2𝑦2 + 𝑥4)

2𝑥2
 

=
2𝑥𝑦 ± 2𝑥2√𝑥2 + 𝑦2

2𝑥2
 

⇒ 𝑝 =
𝑦 ± 𝑥√𝑥2 + 𝑦2

𝑥
 

⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦 ± 𝑥√𝑥2 + 𝑦2

𝑥
 

مساوات   تفرقی  ح اانس 

 

من
ی ک

ا یہاں  (Homogenous Differential Equation) یہ  لیے  اس  𝑦ہے۔  = 𝑣𝑥اور

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑣 +

𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
ا رکھنے پر ہمیں  

 

 ہے حاصل ہوت

𝑣 + 𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

𝑣𝑥 ± 𝑥√𝑥2 + 𝑣2𝑥2

𝑥
 

⇒ 𝑣 + 𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝑣 ± 𝑥√1 + 𝑣2

 

⇒
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= ±√1 + 𝑣2

 

⇒
𝑑𝑣

√1 + 𝑣2
= ±𝑑𝑥 

 اگر اب 

𝑑𝑣

√1 + 𝑣2
= 𝑑𝑥 

ا  ہے 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑠𝑖𝑛ℎ−1 𝑣 = 𝑥 + 𝑐1 

𝑣 =
𝑦

𝑥
 رکھنے پر  

𝑠𝑖𝑛ℎ−1 (
𝑦

𝑥
) = 𝑥 + 𝑐1 

⇒
𝑦

𝑥
= sinh(𝑥 + 𝑐1) 

⇒  𝑦 − 𝑥 sinh(𝑥 + 𝑐1) = 0 

 اوراسی طرح اگر 

𝑑𝑣

√1 + 𝑣2
= −𝑑𝑥 

ل کرنے پرہمیں حاصل 
م
ک

 

ی

 ہوگا 

𝑠𝑖𝑛ℎ−1 𝑣 + 𝑐2 = −𝑥 
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𝑣 =
𝑦

𝑥
 رکھنے پر  

𝑠𝑖𝑛ℎ−1 (
𝑦

𝑥
) = −(𝑥 + 𝑐2) 

⇒
𝑦

𝑥
= sinh{−(𝑥 + 𝑐2)} = − sinh(𝑥 + 𝑐2) 

⇒               𝑦 + 𝑥 sinh(𝑥 + 𝑐2) = 0 

 اس لیے دی گئی مساوات کا حل ہے 

[𝑦 − 𝑥 sinh(𝑥 + 𝑐1)][𝑦 + 𝑥 sinh(𝑥 + 𝑐2)] = 0 

𝑝2مساوات ۔13مثال   + (2𝑦 cot 𝑥)𝑝 − 𝑦2 =  کو حل کیجیے۔0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑝2 + (2𝑦 cot 𝑥)𝑝 − 𝑦2 = 0 

⇒ 𝑝 =
−2𝑦 cot 𝑥 ± √4𝑦2𝑐𝑜𝑡2𝑥 + 4𝑦2

2
 

⇒ 𝑝 = −𝑦 cot 𝑥 ± 𝑦√𝑐𝑜𝑡2𝑥 + 1 

⇒ 𝑝 = −𝑦 cot 𝑥 ± 𝑦 cosec 𝑥 

 ت ا

𝑝 + 𝑦 cot 𝑥 = ±𝑦 cosec 𝑥 

 اس لیے

(𝑝 + 𝑦 cot 𝑥 − 𝑦 cosec 𝑥)(𝑝 + 𝑦 cot 𝑥 + 𝑦 cosec 𝑥) = 0 

  کہ
 

  ممکن ہے ج

 
 

 یہ اس وق

𝑝 + 𝑦 cot 𝑥 − 𝑦 cosec 𝑥 = 𝑝 ت ا 0 + 𝑦 cot 𝑥 + 𝑦 cosec 𝑥 = 0 

𝑝ات اگر  + 𝑦 cot 𝑥 − 𝑦 cosec 𝑥 =  ہو تو0
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦(cot 𝑥 − cosec 𝑥) = 0 

⇒
𝑑𝑦

𝑦
+ (cot 𝑥 − cosec 𝑥)𝑑𝑥 = 0 

⇒
𝑑𝑦

𝑦
= −(cot 𝑥 − cosec 𝑥)𝑑𝑥 

⇒
𝑑𝑦

𝑦
= (

1 − cos 𝑥

sin 𝑥
) 𝑑𝑥 

⇒
𝑑𝑦

𝑦
= tan

𝑥

2
𝑑𝑥 

ا  ہے 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

log 𝑦 = 2 log sec (
𝑥

2
) + log 𝑐1 

⇒ log 𝑦 = log 𝑐1 sec2 (
𝑥

2
) 
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⇒ 𝑦 = 𝑐1 sec2 (
𝑥

2
) 

⇒ 𝑦 − 𝑐1 sec2 (
𝑥

2
) = 0 

ز  

 

 
𝑝اسی طرح دوسرے ج + 𝑦 cot 𝑥 + 𝑦 cosec 𝑥 =  سے0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦(cot 𝑥 + cosec 𝑥) = 0 

⇒
𝑑𝑦

𝑦
= − cot (

𝑥

2
) 𝑑𝑥 

ا  ہے 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

log 𝑦 = −2 log sin (
𝑥

2
) + log 𝑐2 

= log cosec2 (
𝑥

2
) + log 𝑐2 

⇒ log 𝑦 = log 𝑐2 cosec2 (
𝑥

2
) 

⇒ 𝑦 = 𝑐2 cosec2 (
𝑥

2
) 

⇒ 𝑦 − 𝑐2 cosec2 (
𝑥

2
) = 0 

𝑦)اس لیے دی گئی مساوات کا حل   − 𝑐1 sec2 (
𝑥

2
)) (𝑦 − 𝑐2 cosec2 (

𝑥

2
)) =  ۔ہوگا0

𝑥2𝑝2مساوات ۔14مثال   − 2𝑥𝑦𝑝 + 2𝑦2 − 𝑥2 =  کو حل کیجیے۔0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑥2𝑝2 − 2𝑥𝑦𝑝 + 2𝑦2 − 𝑥2 = 0 

⇒ 𝑝 =
2𝑥𝑦 ± √4𝑥2𝑦2 − 4𝑥2(2𝑦2 − 𝑥2)

2𝑥2
 

=
2𝑥𝑦 ± 2𝑥√𝑦2 − 2𝑦2 + 𝑥2

2𝑥2
 

⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦 ± √𝑥2 − 𝑦2

𝑥
 

ے۔ اس طرح کی مساوات کوحل کرنے کےلیے  جو کہ ای  
ہ

 

ت
𝑦متجانس تفرقی مساوا = 𝑣𝑥 اور

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑣 + 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 ہیں  رکھتے 

𝑣 + 𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

𝑣𝑥 ± √𝑥2 − 𝑣2𝑥2

𝑥
 

⇒ 𝑣 + 𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝑣 ± √1 − 𝑣2

 

⇒                       𝑥 
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= ±√1 − 𝑣2

 

⇒
𝑑𝑣

√1 − 𝑣2
= ±

𝑑𝑥

𝑥
 

 اگر اب 
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𝑑𝑣

√1 − 𝑣2
=

𝑑𝑥

𝑥
 

ا  ہے 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑠𝑖𝑛−1 𝑣 = log 𝑥 − log 𝑐1 

⇒ 𝑠𝑖𝑛−1 𝑣 = log
𝑥

𝑐1
 

⇒                                                𝑥 = 𝑐1𝑒𝑠𝑖𝑛−1 𝑣
 

𝑣 =
𝑦

𝑥
 رکھنے پر  

𝑥 = 𝑐1𝑒𝑠𝑖𝑛−1(
𝑦

𝑥
)

 

 ہے۔ دی گئی مساوات کا حل  جو کہ 

𝑝2مساوات ۔15مثال   + 𝑦𝑝 − 𝑥(𝑥 + 𝑦) =  کو حل کیجیے۔ 0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑝2 + 𝑦𝑝 − 𝑥(𝑥 + 𝑦) = 0  
⇒ (𝑝2 − 𝑥2) + 𝑦(𝑝 − 𝑥) = 0 

⇒ (𝑝 − 𝑥)(𝑝 + 𝑥) + 𝑦(𝑝 − 𝑥) = 0 

⇒ (𝑝 − 𝑥)(𝑝 + 𝑥 + 𝑦) = 0 

 اب 

𝑝 − 𝑥 = 𝑝 ت ا 0 + 𝑥 + 𝑦 = 0 

𝑝ات اگر  − 𝑥 =  ہو تو0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑥 = 0 

⇒                              𝑑𝑦 − 𝑥𝑑𝑥 = 0 

ا  ہے 

 

ل کرنے پرہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

                                                                  2𝑦 − 𝑥2 − 𝑐1 = 0 

ز  

 

 
𝑝اسی طرح دوسرے ج + 𝑥 + 𝑦 =  سے0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = −𝑥 

خطی تفرقی مساوات جو کہ ای  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄 ز ضربی

 

 
ل ج
م
ک

 

ت
م

کو  (Integrating Factor)ہے۔اس لیےاب ہم اس مساوات کے لیے

 درج ذیل طریقہ  سے حاصل کریں گے

𝐼. 𝐹. = 𝑒∫ 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥
 

 مساوات کا حل ہوگا اب خطی تفرقی 

𝑦(𝐼. 𝐹. ) = ∫(𝐼. 𝐹. )𝑄 𝑑𝑥 + 𝑐2 

 اس لیے
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𝑦𝑒𝑥 = ∫ 𝑒𝑥(−𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑐2 

⇒                                       𝑦𝑒𝑥 = 𝑒𝑥(1 − 𝑥) + 𝑐2 

⇒        𝑦 − (1 − 𝑥) − 𝑐2𝑒−𝑥 = 0 

2𝑦)لیے دی گئی مساوات کا حل   اس − 𝑥2 − 𝑐1)(𝑦 + 𝑥 − 1 + 𝑐2𝑒−𝑥) =  ہے۔ 0

 ( Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 5.3

سے حل کی جا سکتی ہیں۔ اس کے بعد ہم نے ان  کے لیے آسانی 𝑝اس اکائی میں ہم نے ان تفرقی مساوات کے ت ارے میں پڑھا جو   

 مساوات کو حل کرنے  کا طریقہ سیکھا۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ  5.4

ز ضربی 

 

 
 رتبہ، درج،متجانس تفرقی مساوات، خطی تفرقی مساوات، ج

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  5.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوات ات کے حامل سوالات 5.5.1

𝑝2مساوات  .1 − 5𝑝 + 6 = زکو 0

 

 
 ۔ضربی میں تحویل کریے ج

𝑝2مساوات  .2 − 3𝑝 + 2 = زکو 0

 

 
 ۔ضربی میں تحویل کریے ج

𝑝3مساوات  .3 − 6𝑝2 + 11𝑝 − 6 = زکو 0

 

 
 ۔ضربی میں تحویل کریے ج

2𝑝2مساوات  .4 + 𝑝 − 1 = زکو 0

 

 
 ۔ضربی میں تحویل کریے ج

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوات ات کے حامل سوالات  5.5.2

𝑝2مساوات  .1 + (2𝑦 cot 𝑥)𝑝 − 𝑦2 =  ۔کو حل کریے0

𝑥2𝑝3مساوات  .2 + 𝑦𝑝2 + 𝑥2𝑦2𝑝2 + 𝑦3𝑝 =  ۔ کریےمعلوم حل  کا 0

𝑥مساوات  .3 + 𝑦𝑝2 = 𝑝 + 𝑥𝑦𝑝 ۔کریے  محسوب  حل  کا 

𝑥𝑝2مساوات  .4 + (𝑦 − 𝑥)𝑝 − 𝑦 =  ۔ کریے معلوم    حلکا 0

𝑥2𝑝2مساوات  .5 + 𝑥𝑦𝑝 − 6𝑦2 =  ۔کو حل کریے0

 (Long Answer Type Questions)طویل جوات ات کے حامل سوالات 5.5.3

𝑝2مساوات  .1 + (2 cosh 𝑥)𝑝 + 1 =  ۔کو حل کریے0

𝑥𝑦𝑝2مساوات  .2 − (𝑥2 − 𝑦2)𝑝 − 𝑥𝑦 =  ۔کو حل کریے0
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𝑝3مساوات  .3 + 2𝑥𝑝2 − 𝑦2𝑝2 − 2𝑥𝑦2𝑝 =  ۔کو حل کریے0

𝑝2مساوات  .4 + (𝑥 − 𝑒𝑥)𝑝 − 𝑥𝑒𝑥 =  ۔کو حل کریے0

𝑥𝑦𝑝2مساوات  .5 + (𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2)𝑝 + 𝑥2 + 𝑥𝑦 =  ۔کو حل کریے0

 جوات ات 

 جوات ات   معروضی سوالاتکے5.5.1

1. (𝑝 − 2)(𝑝 − 3) = 0 

2. (𝑝 − 1)(𝑝 − 2) = 0 

3. (𝑝 − 1)(𝑝 − 2)(𝑝 − 3) = 0 

4. (𝑝 + 1) (𝑝 −
1

2
) = 0 

 جوات ات   مختصر جوات ات کے حامل سوالاتکے5.5.2

1. 𝑦(1 ± cos 𝑥) = 𝐶 

2. (𝑦 − 𝑐)(𝑥𝑦 + 𝑐𝑦) (𝑦 − 𝑐𝑒
1

𝑥) = 0 

3. (2𝑦 − 𝑥2 − 𝑐)(2𝑥 − 𝑦2 − 𝑐) = 0 

4. (𝑦 − 𝑥 + 𝑐)(𝑥𝑦 + 𝑐) = 0 

5. (𝑦 − 𝑐𝑥2)(𝑦𝑥3 − 𝑐) = 0 

 جوات ات   سوالاتکےطویل جوات ات کے حامل  5.5.3

1. (𝑦 − 𝑒𝑥 − 𝑐)(𝑦 + 𝑒−𝑥 − 𝑐) = 0 

2. (𝑦2 − 𝑥2 − 𝑐)(𝑥𝑦 − 𝑐) = 0 

3. (𝑦 − 𝑐)(𝑦 + 𝑥2 − 𝑐)(𝑥𝑦 + 𝑐𝑦 + 1) = 0 

4. (𝑦 − 𝑒𝑥 + 𝑐) (𝑦 +
𝑥2

2
+ 𝑐) = 0 

5. (2𝑥𝑦 + 𝑥2 − 𝑐)(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑐) = 0 
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 -IIپہلےرتبے اور اعلی درجے کی تفرقی مساواتیں  ۔6اکائی 

 (First Order and Higher Degree Differential Equations-II ) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   6.0

 مقاص    6.1

6.2   𝑥ا  
 
 مساوات تفرقی  نے والی  کےلیے حل ک

6.3   𝑦ا  
 
 مساوات تفرقی  نے والی  کےلیے حل ک

 موجود نہ ہو𝑥مساوات جن میں     6.4

 موجود نہ ہو𝑦مساوات جن میں     6.5

 میں متجانس ہو 𝑦اور 𝑥مساوات جو     6.6

 اکتسابی نتائج   6.7

 کلیدی الفاط   6.8

 نمونہ امتحانی سوالات    6.9

 معروضی جوات ات کے حامل سوالات  6.9.1

 مختصر جوات ات کے حامل سوالات   6.9.2

 طویل جوات ات کے حامل سوالات  6.9.3
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 ( Introduction)تمہید  6.0

اس اکائی  میں ہم پہلے رتبے اور اعلی درج کی تفرقی مساوات کے ت ارے میں پڑھیں گے۔ ان مساوات کو درج ذیل حصوں میں تقسیم  

 کرتے ہیں:

o 𝑥ا  
 
 نے والی تفرقی مساوات کےلیے حل ک

o 𝑦ا  
 
 نے والی تفرقی مساوات کےلیے حل ک

o   مساوات  جن میں𝑥 موجود نہ ہو 

o   مساوات  جن میں𝑦 موجود نہ ہو 

o   مساوات جو𝑥اور𝑦  ہو  متجانسمیں 

 (Objectives)مقاص  6.1

 ہو جائیں گے کہ 
 
 :اس اکائی کوپڑھنے کے بعد طال  علم اس قاب

• 𝑥ا  
 
 کو حل کر سکیں  نے والی تفرقی مساوات کےلیے حل ک

• 𝑦ا  
 
 کو حل کر سکیں  نے والی تفرقی مساوات کےلیے حل ک

 موجود نہ ہو، حل کر سکیں 𝑥ان مساوات کو  جن میں   •

 موجود نہ ہو، حل کر سکیں 𝑦ان مساوات کو  جن میں   •

 ہو، کو حل کر سکیں متجانس میں  𝑦اور𝑥مساوات جو   •

6.2  𝑥 ا  
 
 (Differential Equations Solvable for 𝑥)نے والی تفرقی مساوات   کےلیے حل ک

  اسے درج ذیل شکل میں  𝑥کوئی مساوات   اگر 

 

  جا سکتا ہے تبدیل کیاکے لیے حل ہو سکتی ہو، ت

 ......(1)     𝑥 = 𝑓(𝑦, 𝑝) 

 تفرق  کرنے پر 𝑦کو بہ لحاظ   مساوات اس

1

𝑝
=

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+

𝜕𝑓

𝜕𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑦
= 𝜑 (𝑦, 𝑝,

𝑑𝑝

𝑑𝑦
) 

زض کرومیں  ای  تفرقی مساوات ہے۔ 𝑦اور 𝑝مساوات دو متغیوں   یہ

 

 مساوات کا ممکنہ حل  اس  کہ   ف

 ......(2)     𝐹(𝑦, 𝑝, 𝑐) = 0 

 ہے۔

 ہٹاکر  ضروری حل حاصل کیا جا سکتا ہے۔  کو𝑝سے ( 2)  اور(  1) مساوات 
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 نوٹ: 

 پوری طرح سے موجود نہ ہو۔  y ہے جن میں مفیدکے لیے ہی  ں  یہ طریقہ ان تفرقی مساواتو  .1

    ضروری حل 𝑝سے ( 2) اور( 1)  مساوات اگر .2

 

ا ممکن نہ ہو ت

 

ز کرکے 𝑝کوyاور   𝑥کوآسانی کے ساتھ ہٹات
 
حاصل کیا جا   کی رکن میں ظاہ

 سکتا ہے۔

 اب  کچھ مثالوں کے ذریعہ سے ہم اوپر دیے گی  طریقہ کو سمجھیں گے۔

𝑥مساوات   ۔ 1مثال  = 𝑦 + 𝑝2
 ۔ کو حل کرو

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑥 = 𝑦 + 𝑝2
 

حااظ
 ہل
ت

 تفرق کرنے پر ہمیں ملتا ہے  𝑦اس مساوات کو 

1

𝑝
= 1 + 2𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑦
 

⇒                              𝑑𝑦 =
2𝑝2

1 − 𝑝
𝑑𝑝 

⇒                              𝑑𝑦 = −2 (1 + 𝑝 +
1

𝑝 − 1
) 𝑑𝑝 

ل  اس مساوات 
م
ک

 

ی

ا ہے کو دونوں طرف 

 

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

 ......(1)  𝑦 = −2 [𝑝 +
𝑝2

2
+ log(𝑝 − 1)] + 𝑐 

ی مستقل ہے۔ ای  𝑐جہاں  

مل
ک

 

ی

 

𝑦  کی اس قیمت کو دی گئی مساوات میں رکھنے پر 

 ......(2)  𝑥 = −2 [𝑝 +
𝑝2

2
+ log(𝑝 − 1)] + 𝑐 + 𝑝2

 

ا ہے۔(2)اور  (  1)مساوات 

 

 دونوں سے ضروری حل حاصل ہوت

𝑥مساوات   ۔ 2مثال  = 𝑝𝑦 + 𝑎𝑝2
 ۔ کو حل کرو

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑥 = 𝑝𝑦 + 𝑎𝑝2
 

حااظ
 ہل
ت

ا ہے  𝑦اس مساوات کو 

 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

1

p
= 𝑝 + 𝑦

𝑑𝑝

𝑑𝑦
+ 2𝑎𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑦
 

⇒                                    
1

p
− 𝑝 = (𝑦 + 2𝑎𝑝)

𝑑𝑝

𝑑𝑦
 

⇒                                  
1 − 𝑝2

p
= (𝑦 + 2𝑎𝑝)

𝑑𝑝

𝑑𝑦
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⇒                                  
𝑝

1 − 𝑝2
= (

1

𝑦 + 2𝑎𝑝
)

𝑑𝑦

𝑑𝑝
 

 ت ا

𝑑𝑦

𝑑𝑝
=

𝑝𝑦 + 2𝑎𝑝2

1 − 𝑝2
= (

𝑝

1 − 𝑝2
) y +

2𝑎𝑝2

1 − 𝑝2
 

⇒                                               
𝑑𝑦

𝑑𝑝
− (

𝑝

1 − 𝑝2
) y =

2𝑎𝑝2

1 − 𝑝2
 

 ۔ اس لیےجو کہ ای  خطی تفرقی مساوات ہے

         𝐼. 𝐹. = 𝑒
− ∫(

𝑝

1−𝑝2)𝑑𝑝
 

∫ہم   پہلے  اب (
𝑝

1−𝑝2
) 𝑑𝑝۔کی قیمت حاصل کریں گے 

1مان لو کہ   − 𝑝2 = 𝑚  

 

2𝑝𝑑𝑝−ت = 𝑑𝑚 اس لیے 

∫ (
𝑝

1 − 𝑝2
) 𝑑𝑝 = −

1

2
∫ (

1

m
) 𝑑𝑚 

                                                                                       = −
1

2
log 𝑚 

 اس لیے

∫ (
𝑝

1 − 𝑝2
) 𝑑𝑝 = − log(1 − 𝑝2)

1

2 

 اب 

                                                  𝐼. 𝐹. = 𝑒
− ∫(

𝑝

1−𝑝2)𝑑𝑝
= 𝑒log(1−𝑝2)

1
2
 

⇒                                    𝐼. 𝐹. = (1 − 𝑝2)
1

2 

 اس لیےمندرج ت الا حاصل کردہ خطی تفرقی مساوات کا حل ہوگا 

𝑦(1 − 𝑝2)
1

2 = ∫(1 − 𝑝2)
1

2 (
2𝑎𝑝2

1 − 𝑝2
) 𝑑𝑝 + 𝑐 

⇒      𝑦(1 − 𝑝2)
1

2 = ∫
2𝑎𝑝2

(1 − 𝑝2)
1

2

𝑑𝑝 + 𝑐 

= 2𝑎 ∫
1 − (1 − 𝑝2)

(1 − 𝑝2)
1

2

𝑑𝑝 + 𝑐 

= 2𝑎 ∫ [
1

√1 − 𝑝2
−

(1 − 𝑝2)

√1 − 𝑝2
] 𝑑𝑝 + 𝑐 

= 2𝑎 ∫ [
1

√1 − 𝑝2
− √1 − 𝑝2] 𝑑𝑝 + 𝑐 

= 2𝑎 [sin−1 p − {
𝑝

2
√1 − 𝑝2 +

1

2
sin−1 p}] + 𝑐 
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ی مستقل ہے۔ ای  𝑐جہاں  

مل
ک

 

ی

 

⇒        y√1 − 𝑝2 = 𝑎 sin−1 p − 𝑎𝑝√1 − 𝑝2 + 𝑐 

 س لیےا

.....(1)     y =
𝑎 sin−1 p+𝑐

√1−𝑝2
− 𝑎𝑝 

 کی یہ قیمت رکھنے پر𝑦دی گئی مساوات میں 

                                                                        𝑥 = 𝑝 [
𝑎 sin−1 p + 𝑐

√1 − 𝑝2
− 𝑎𝑝] + 𝑎𝑝2

 

.....(2)   ⇒                                  𝑥 =
𝑝

√1−𝑝2
(𝑎 sin−1 p + 𝑐) 

ی مستقل ہے۔ ای  𝑐جہاں  

مل
ک

 

ی

 

 سے دی گئی مساوات کا عام حل حاصل ہوگا ۔ (2)اور  (  1)مساوات 

6.3 𝑦نے والی تفرقی مساواتجا  کےلیے حل کی(Differential Equations Solvable for 𝑦) 

  اسے درج ذیل شکل میں تبدیل کیا جا سکتا ہے yاگر کوئی تفرقی مساوات  

 

 کے لیے آسانی کے ساتھ حل کی جا سکتی ہو، ت

 ......(1)    𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑝) 

 تفرق  کرنے پر 𝑥کو بہ لحاظ   مساوات اس

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑝 =

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+

𝜕𝑓

𝜕𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑥
= 𝜑 (𝑥, 𝑝,

𝑑𝑝

𝑑𝑥
) 

زض کرومیں  ای  تفرقی مساوات ہے۔ 𝑥اور 𝑝مساوات دو متغیوں   یہ

 

 کا ممکنہ حل  اس  کہ   ف

 ......(2)    𝐹(𝑥, 𝑝, 𝑐) = 0 

 ہے۔

 ۔ ہو جایے گاحل حاصل  کےہمیں دی گئی مساوات کا  عام کر حزف کو𝑝سے ( 2)  اور(  1) مساوات اب 

 نوٹ:

 پوری طرح سے موجود نہ ہو۔  𝑥 ہے جن میں  مفید  لیے  کے ںان تفرقی مساواتو  خاص طور پر  یہ طریقہ .1

ا ممکن نہ ہو تو𝑝سے ( 2) اور( 1)  مساوات اگر .2

 

ز کرکے  رکن کی 𝑝کو𝑦اور   𝑥ضروری حل    کو ہٹات
 
 ہیںحاصل  میں ظاہ

 

 ۔کر سکت

 اب  کچھ مثالوں سے ہم اوپر دیے گی  طریقہ کو سمجھتے ہیں۔ 

𝑦مساوات    ۔ 1مثال  = −𝑝𝑥 + 𝑥4𝑝2
 ۔ کو حل کرو

 دی گئی مساوات ہے  ۔ حل 

𝑦 = −𝑝𝑥 + 𝑥4𝑝2
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حااظ
 ہل
ت

اتفرق کرنے پر ہمیں  𝑥اس مساوات کو 

 

 ہے  حاصل ہوت

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑝 = −𝑝 − 𝑥

𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 2𝑥4𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 4𝑥3𝑝2

 

−2𝑝 − 𝑥
𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 2𝑥4𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 4𝑥3𝑝2 = 0 

− (2𝑝 + 𝑥
𝑑𝑝

𝑑𝑥
) + 2𝑥3𝑝 (2𝑝 + 𝑥

𝑑𝑝

𝑑𝑥
) = 0 

(2𝑥3𝑝 − 1) (2𝑝 + 𝑥
𝑑𝑝

𝑑𝑥
) = 0 

 اب 

2𝑝 + 𝑥
𝑑𝑝

𝑑𝑥
= 0 

⇒                                 2
𝑑𝑥

𝑥
+

𝑑𝑝

𝑝
= 0 

ا ہے 

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

2 𝑙𝑜𝑔 𝑥 + 𝑙𝑜𝑔 𝑝 = 𝑙𝑜𝑔 𝑐 

⇒                                              𝑝𝑥2 = 𝑐 

⇒                                                   𝑝 =
𝑐

𝑥2
 

𝑝کی یہ قیمت دی گئی مساوات میں رکھنے پر 

𝑦 = − (
𝑐

𝑥2
) 𝑥 + 𝑥4 (

𝑐

𝑥2
)

2

 

⇒                       𝑦 = 𝑐2 − (
𝑐

𝑥
) 

 جو کہ دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل ہے۔

𝑦مساوات    ۔ 2مثال  = 𝑥 + 𝑝2
 ۔ کو حل کرو

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑦 = 𝑥 + 𝑝2
 

حااظ
 ہل
ت

اتفرق کرنے پر ہمیں  𝑥اس مساوات کو 

 

 ہے  حاصل ہوت

𝑝 = 1 + 2𝑝
𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                         
𝑝 − 1

2𝑝
=

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                   
2𝑝

𝑝 − 1
𝑑𝑝 = 𝑑𝑥 

⇒       (2 +
2

𝑝 − 1
) 𝑑𝑝 = 𝑑𝑥 

ا ہے 

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

2𝑝 + 2 𝑙𝑜𝑔(𝑝 − 1) + 𝑐 = 𝑥 
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𝑥کی یہ قیمت دی گئی مساوات میں رکھنے پر 

          𝑦 = 2𝑝 + 2 𝑙𝑜𝑔(𝑝 − 1) + 𝑐 + 𝑝2
 

⇒                     𝑦 = 𝑝2 + 2𝑝 + 2 𝑙𝑜𝑔(𝑝 − 1) + 𝑐 

𝑥اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل = 2𝑝 + 2 𝑙𝑜𝑔(𝑝 − 1) + 𝑐, 𝑦 = 𝑝2 + 2𝑝 + 2 𝑙𝑜𝑔(𝑝 − 1) + 𝑐 ہے۔ 

𝑦مساوات    ۔ 3مثال  = 𝑝 sin 𝑝 + cos 𝑝۔ کو حل کرو 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑦 = 𝑝 sin 𝑝 + cos 𝑝 

حااظ
 ہل
ت

اتفرق کرنے پر ہمیں  𝑥اس مساوات کو 

 

 ہے  حاصل ہوت

𝑝 = 𝑝 cos 𝑝
𝑑𝑝

𝑑𝑥
+

𝑑𝑝

𝑑𝑥
sin 𝑝 − sin 𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                             1 = cos 𝑝
𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                           𝑑𝑥 = cos 𝑝 𝑑𝑝 

ا ہے 

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑥 = sin 𝑝 + 𝑐 

𝑥اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل = sin 𝑝 + 𝑐, 𝑦 = 𝑝 sin 𝑝 + cos 𝑝 ہے۔ 

𝑦مساوات   ۔ 4مثال  = 𝐴 + 𝐵𝑝 + 𝐶𝑝2
 ۔ کو حل کرو

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑦 = 𝐴 + 𝐵𝑝 + 𝐶𝑝2
 

حااظ
 ہل
ت

اتفرق کرنے پر ہمیں  𝑥اس مساوات کو 

 

 ہے  حاصل ہوت

𝑝 = 𝐵
𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 2𝐶𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                             𝑝 = (𝐵 + 2𝐶𝑝)
𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                           𝑑𝑥 =
(𝐵 + 2𝐶𝑝)

𝑝
𝑑𝑝 

ا ہے 

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑥 = 𝐵 log 𝑝 + 2𝐶𝑝 + 𝑐 

𝑥اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل = 𝐵 log 𝑝 + 2𝐶𝑝 + 𝑐, 𝑦 = 𝐴 + 𝐵𝑝 + 𝐶𝑝2
 ہے۔ 

𝑦مساوات    ۔ 5مثال  = 𝑝 tan 𝑝 + 𝑙𝑜𝑔 cos 𝑝۔ کو حل کرو 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑦 = 𝑝 tan 𝑝 + 𝑙𝑜𝑔 cos 𝑝 

حااظ
 ہل
ت

اتفرق کرنے پر ہمیں  𝑥اس مساوات کو 

 

 ہے  حاصل ہوت
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𝑝 = 𝑝 𝑠𝑒𝑐2 𝑝
𝑑𝑝

𝑑𝑥
+

𝑑𝑝

𝑑𝑥
𝑡𝑎𝑛 𝑝 −

sin 𝑝

cos 𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                         𝑝 = 𝑝 𝑠𝑒𝑐2 𝑝
𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                      𝑑𝑥 = 𝑠𝑒𝑐2 𝑝 𝑑𝑝 

ا ہے 

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑥 = 𝑡𝑎𝑛 𝑝 + 𝑐 

𝑥اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل  = 𝑡𝑎𝑛 𝑝 + 𝑐, 𝑦 = 𝑝 tan 𝑝 + 𝑙𝑜𝑔 cos 𝑝 ہے۔ 

𝑦مساوات   ۔ 6مثال  = (1 + 𝑝)𝑥 + 𝑝2
 ۔ کو حل کرو

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑦 = (1 + 𝑝)𝑥 + 𝑝2
 

حااظ
 ہل
ت

اتفرق کرنے پر ہمیں  𝑥اس مساوات کو 

 

 ہے  حاصل ہوت

𝑝 = 1 + 𝑝 + 𝑥
𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 2𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                             0 = 1 + (𝑥 + 2𝑝)
𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                  
𝑑𝑥

𝑑𝑝
+ 𝑥 = −2𝑝 

 ۔ اس لیےجو کہ ای  خطی تفرقی مساوات ہے

𝐼. 𝐹. = 𝑒∫ 𝑑𝑝 = 𝑒𝑝
 

 اب اوپر حاصل کردہ خطی تفرقی مساوات کا حل ہوگا 

𝑥(𝑒𝑝) = ∫ 𝑒𝑝(−2𝑝) 𝑑𝑝 + 𝑐 

⇒                  𝑥(𝑒𝑝) = 2𝑒𝑝(1 − 𝑝) + 𝑐 

 ......(1)    𝑥 = 2(1 − 𝑝) + 𝑐𝑒−𝑝
 

ی مستقل ہے۔ ای  𝑐جہاں  

مل
ک

 

ی

 

𝑥  کی اس قیمت کو دی گئی مساوات میں رکھنے پر 

𝑦 = (1 + 𝑝)(2(1 − 𝑝) + 𝑐𝑒−𝑝) + 𝑝2
 

 ......(2)   𝑦 = 𝑐(1 + 𝑝)𝑒−𝑝 + 2 − 𝑝2
 

 دونوں مل کر ضروری عام حل دیتے  ہیں۔(2)اور  (  1)مساوات 

 (Equations not Containing 𝑥)موجود نہ ہو 𝑥مساوات جن میں   6.4

زض کرو کہ وہ درج ذیل شکل میں  ہوگی موجود نہ ہو  𝑥اگر کس تفرقی مساوات میں  

 

  ف

 

 ت

𝜑(𝑦, 𝑝) = 0 
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  وہ درج ذیل شکل میں تبدیل کی جا سکتی ہے 𝑦اگر یہ مساوات    

 

 کے لیے حل کی جا سکتی ہو ت

𝑦 = 𝜙(𝑝) 

  اس مساوات کو    اس

 

ا ممکن نہ ہو ت

 

طرح کی مساوات کو پچھلے حصہ میں ذکر کیے گی  طریقہ سے حل کرتے ہیں۔ لیکن اگر اس  طرح حل کرت

 درج ذیل شکل میں تبدیل کرکے حل کرتے ہیں 

𝑝 = 𝑓(𝑦) 

ا ہے۔ 

 

ل کرنے پر ہمیں ضروری عام حل حاصل ہو جات
م
ک

 

ی

 اس مساوات کو 

 اب ہم کچھ مثالوں کے ذریعہ اوپر بتایے گی  طریقہ کو سمجھیں گے۔ 

𝑦مساوات    ۔ 1مثال  = 2𝑝 + 3𝑝2
 ۔ کو حل کرو

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑦 = 2𝑝 + 3𝑝2
 

حااظ
 ہل
ت

اتفرق کرنے پر ہمیں  𝑥اس مساوات کو 

 

 ہے  حاصل ہوت

𝑝 = 2
𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 6𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                              𝑝 = (2 + 6𝑝)
𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                           𝑑𝑥 =
(2 + 6𝑝)

𝑝
𝑑𝑝 

ا ہے 

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑥 = 2 log 𝑝 + 6𝑝 + 𝑐 

𝑥اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل = 2 log 𝑝 + 6𝑝 + 𝑐, 𝑦 = 2𝑝 + 3𝑝2
 ہے۔ 

𝑦مساوات    ۔ 2مثال  = 𝑝 − log(𝑝2 −  ۔ کو حل کرو(1

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑦 = 𝑝 − log(𝑝2 − 1) 

حااظ
 ہل
ت

اتفرق کرنے پر ہمیں  𝑥اس مساوات کو 

 

 ہے  حاصل ہوت

𝑝 =
𝑑𝑝

𝑑𝑥
−

2𝑝
𝑑𝑝

𝑑𝑥

𝑝2 − 1
 

⇒                                𝑝 = (1 −
2𝑝

𝑝2 − 1
)

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                             𝑑𝑥 = (
1

𝑝
−

2

𝑝2 − 1
) 𝑑𝑝 

ا ہے 

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑥 = log 𝑝 + log (
𝑝 + 1

𝑝 − 1
) + 𝑐 
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𝑥اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل = log 𝑝 + log (
𝑝+1

𝑝−1
) + 𝑐, 𝑦 = 𝑝 − log(𝑝2 −  ہے۔ (1

 (Equations not Containing 𝑦)موجود نہ ہو 𝑦مساوات جن میں   6.5

زض کرو کہ وہ درج ذیل شکل کی ہوگی موجود نہ ہو  𝑦اگر کس تفرقی مساوات میں  

 

  ف

 

 ت

𝜑(𝑥, 𝑝) = 0 

  وہ درج ذیل شکل میں تبدیل کی جا سکتی ہے 𝑥اگر یہ مساوات    

 

 کے لیے حل کی جا سکتی ہو ت

𝑥 = 𝜙(𝑝) 

  اس مساوات کو    اس

 

ا ممکن نہ ہو ت

 

طرح کی مساوات کو پچھلے حصہ میں ذکر کیے گی  طریقہ سے حل کرتے ہیں۔ لیکن اگر اس  طرح حل کرت

 درج ذیل شکل میں تبدیل کرکے حل کرتے ہیں 

𝑝 = 𝑓(𝑥) 

ا ہے۔ 

 

ل کرنے پر ہمیں ضروری عام حل حاصل ہو جات
م
ک

 

ی

 اس مساوات کو 

 اب ہم ای  مثال سے  اوپر بتایے گی  طریقہ کو سمجھیں گے۔

𝑥(1مساوات   ۔ 1مثال  + 𝑝2) =  ۔ کو حل کرو1

 ہیں   ۔ حل

 

 دی گئی مساوات کو ہم درج ذیل شکل میں لکھ سکت

𝑥 =
1

1 + 𝑝2
 

حااظ
 ہل
ت

اتفرق کرنے پر ہمیں  𝑦اس مساوات کو 

 

 ہے  حاصل ہوت

1

𝑝
= −

2𝑝

(1 + 𝑝2)2
×

𝑑𝑝

𝑑𝑦
 

⇒                       𝑑𝑦 = −
2𝑝2

(1 + 𝑝2)2
𝑑𝑝 

ا ہے 

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑦 = 𝑐 − ∫
2𝑝2

(1 + 𝑝2)2
𝑑𝑝 

𝑝مان لو کہ   = 𝑡𝑎𝑛 𝑡  

 

𝑑𝑝، ت = 𝑠𝑒𝑐2 𝑡 𝑑𝑡 اس لیے ، 

𝑦 = 𝑐 − ∫
2𝑡𝑎𝑛2𝑡

(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑡)2
𝑠𝑒𝑐2 𝑡 𝑑𝑡 

= 𝑐 − 2 ∫
𝑡𝑎𝑛2𝑡

(𝑠𝑒𝑐2 𝑡)2
𝑠𝑒𝑐2 𝑡 𝑑𝑡 

= 𝑐 − 2 ∫
𝑡𝑎𝑛2𝑡

𝑠𝑒𝑐2 𝑡
𝑑𝑡 

= 𝑐 − ∫ 2𝑠𝑖𝑛2𝑡 𝑑𝑡 
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= 𝑐 − ∫(1 − cos 2𝑡) 𝑑𝑡 

⇒                            𝑦 = 𝑐 − 𝑡 +
sin 2𝑡

2
 

𝑡اور پھر = tan−1 𝑝 ا ہے

 

 رکھنے پر ہمیں حاصل ہوت

𝑦 = 𝑐 − tan−1 𝑝 +
𝑝

1 + 𝑝2
 

𝑥دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل  =
1

1+𝑝2 , 𝑦 = 𝑐 − tan−1 𝑝 +
𝑝

1+𝑝2 ہے۔ 

 

 ( Equations Homogeneous in 𝑥 and 𝑦)نس ہو میں متجا 𝑦اور𝑥مساوات جو  6.6

زض کرو کہ دی گئی مساوات  درج ذیل ہوگی ہو نس متجا𝑦اور   𝑥اگر کس تفرقی مساوات میں  

 

  ف

 

 ں،ت

𝜑 (
𝑦

𝑥
, 𝑝) = 0 

  اسے درج ذیل شکل میں تبدیل کیا جا سکتا ہے𝑝اب اگر یہ مساوات    

 

 کے لیے حل کی جا سکتی ہو ت

𝑝 = 𝜙 (
𝑦

𝑥
) 

ل کرکے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل حاصل کیا جا سکتا ہے۔  اور اگر یہ مساوات      اس
م
ک

 

ی

طرح کی مساوات کو آسانی کے ساتھ 

𝑦

𝑥
کے لیے حل 

  اسے درج ذیل شکل میں تبدیل کیا جا سکتا ہے

 

 کی جا سکتی ہو ت

𝑦 = 𝑥𝑓(𝑝) 

 تفرق کرتے ہیں۔ اس لیے 𝑥اس مساوات کو حل کرنے کے لیےس  سے پہلے اس کو بہ لحاظ  

𝑝 = 𝑥𝑓′(𝑝)
𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 𝑓(𝑝) 

⇒                              
𝑝 − 𝑓(𝑝)

𝑥𝑓′(𝑝)
=

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                                          
𝑑𝑥

𝑥
=

𝑓′(𝑝)

𝑝 − 𝑓(𝑝)
𝑑𝑝 

ا ہے۔

 

ل کرنے  پر دی گئی مساوات کا حل  حاصل ہو جات
م
ک

 

ی

 اب اس مساوات کو 

 اب ہم ای  مثال سے  اوپر بتایے گی  طریقہ کو سمجھیں گے۔

𝑥𝑦𝑝2مساوات   ۔ 1مثال  + 𝑝(3𝑥2 − 2𝑦2) − 6𝑥𝑦 =  ۔ کو حل کرو0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

𝑥𝑦𝑝2 + 𝑝(3𝑥2 − 2𝑦2) − 6𝑥𝑦 = 0 

⇒                𝑥𝑝(𝑦𝑝 + 3𝑥) − 2𝑦(𝑦𝑝 + 3𝑥) = 0 

⇒                                (𝑥𝑝 − 2𝑦)(𝑦𝑝 + 3𝑥) = 0 

 اب اگر  
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𝑦𝑝 + 3𝑥 = 0 

𝑝 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −3 (

𝑥

𝑦
) 

⇒                         𝑦𝑑𝑦 + 3𝑥𝑑𝑥 = 0 

ا ہے 

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑦2

2
+ 3

𝑥2

2
=

𝐴

2
 

⇒                                  𝑦2 + 3𝑥2 = 𝐴 

 اسی طرح 

𝑥𝑝 − 2𝑦 = 0 

⇒                                     𝑝 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2 (

𝑦

𝑥
) 

⇒                                              
𝑑𝑦

𝑦
= 2 (

𝑑𝑥

𝑥
) 

ا ہے 

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

log 𝑦 = 2 log 𝑥 + log 𝐵 

⇒                                                𝑦 = 𝐵𝑥2
 

𝑦)دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل  − 𝐵𝑥2)(𝑦2 + 3𝑥2 − 𝐴) =  ہے۔ 0

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 6.7

ا سیکھا 

 

 :اس اکائی میں طال  علم  نے درج ذیل صورتوں والی  تفرقی مساوات کو حل کرت

• 𝑥ا  
 
 نے والی تفرقی مساوات کےلیے حل ک

• 𝑦ا  
 
 نے والی تفرقی مساوات کےلیے حل ک

 موجود نہ ہو𝑥مساوات  جن میں   وہ تفرقی •

 موجود نہ ہو𝑥مساوات  جن میں   وہ تفرقی •

 نس ہوں میں ہومتجا 𝑦اور 𝑥وہ تفرقی مساوات جو   •

 (Keywords)کلیدی الفاط 6.8

ی مستقل، متجا

مل
ک

 

ی

 تفرقی مساوات  نسرطبہ ،  درج ،  

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  6.9

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوات ات کے حامل سوالات 6.9.1

𝑥تفرقی مساوات   .1 = 𝑎 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

+ 𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 کا رطبہ ہے 
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(a)  0 (b) 1 (c) 2 (d) 3 

𝑦تفرقی مساوات   .2 = 𝑥4 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

− 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 ہے  درجکا 

(a ) 0 (b) 1 (c) 2 (d) 3 

𝑦تفرقی مساوات   .3 = 𝑝 tan 𝑝 + log cos 𝑝 ہے  رطبہ اور درجکا 

(a )  0, 0 (b) 1, 1 (c) 2, 2 (d)  ان میں سے کوئی نہیں 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوات ات کے حامل سوالات  6.9.2

 درج ذیل تفرقی مساوات کو حل کریے:

1. 𝑦 = sin 𝑝 − 𝑝 cos 𝑝 

2. 𝑦 =
𝑥𝑝2+9𝑥2

3𝑝
 

3. 𝑦 = 𝑎𝑝2 + 𝑏𝑝3
 

4. 𝑝3 + 𝑝 = 𝑒𝑦
 

5. 𝑦 = 3𝑝𝑥 + 4𝑝2
 

6. 𝑦 =
𝑥

𝑝
− 𝐴𝑝 

7. 𝑦 = 𝑝 log 𝑝 

8. 𝑦 = 𝑥𝑝2 + 𝑝 

9. 𝑝2 − 1 = 𝑒𝑝−𝑦
 

10. 𝑦 = 𝑝(1 + 𝑝 cos 𝑝) 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوات ات کے حامل سوالات 6.9.3

 درج ذیل تفرقی مساوات کو حل کریے:

1. 𝑦2 log 𝑦 = 𝑥𝑦𝑝 + 𝑝2, 𝑦 > 0 

2. 𝑥𝑝3 − 𝑝2 − 1 = 0 

3. 𝑦 = 3𝑝𝑥 + 𝑥2𝑝2
 

4. 𝑝3 + 𝑥 = 𝑝(𝑦 + 3) 

 ات ات:جو

 جوات ات   معروضی سوالاتکے 6.9.1

1. b 

2. c 
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3. b 

 کے جوات ات  مختصر جوات ات کے حامل سوالات 6.9.2

1. 𝑐𝑜𝑠[{√1 − 𝑐2 + 2𝑐𝑥 − 𝑥2 − 𝑦}/(𝑐 − 𝑥)] = (𝑐 − 𝑥) 

2. 3𝑐𝑦 = 𝑐2𝑥3 + 9 

3. 𝑥 = 2𝑎𝑝 +
3

2
𝑏𝑝2, 𝑦 = 𝑎𝑝2 + 𝑏𝑝3

 

4. 𝑥 = 2𝑡𝑎𝑛−1𝑝 −
1

𝑝
, 𝑦 = log(𝑝3 + 𝑝) 

5. 𝑥 = −
8

5
𝑝 + 𝑐𝑝−3/2, 𝑦 = 3𝑐𝑝−1/2 −

4

5
𝑝2

 

6. 𝑥 =
𝑝

√1−𝑝2
(𝑐 + 𝐴𝑠𝑖𝑛−1𝑝), 𝑦 =

1

√1−𝑝2
(𝑐 + 𝐴𝑠𝑖𝑛−1𝑝) − 𝐴𝑝 

7. 𝑥 =
1

2
(log 𝑝 + 1)2 + 𝑐, 𝑦 = 𝑝 log 𝑝 

8. 𝑥 = (𝑝 − 1)−1(log 𝑝 − 𝑝 + 𝑐), 𝑦 = 𝑥𝑝2 + 𝑝 

9. 𝑥 = log
𝑝+1

𝑝−1
+ log 𝑝 + 𝑐, 𝑦 = 𝑝 − log(𝑝2 − 1) 

10. 𝑥 = log 𝑝 + sin 𝑝 + 𝑝 cos 𝑝 + 𝑐, 𝑦 = 𝑝 + 𝑝2 cos 𝑝 

 سوالات کے جوات ات جوات ات کے حامل  طویل  6.9.3

1. log 𝑦 = 𝑐𝑥 + 𝑐2
 

2. 𝑥 =
1

𝑝
+

1

𝑝3 , 𝑦 =
2

3𝑝2 − log 𝑝 + 𝑐 

3. 𝑦3 = 3𝑐𝑥 + 𝑐2
 

4. 𝑝3 − 𝑝(𝑦 + 3) + 𝑥 = 0, 𝑦(1 − 𝑝2)1/2 + (1 − 𝑝2)3/2 = 𝑐 
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 -III۔پہلے رتبے اور اعلی درجے کی تفرقی مساواتیں 7اکائی 

( First Order and Higher Degree Differential Equations-III) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   7.0

 مقاص    7.1

ی    7.2

ح ک

 

ت

 مساوات لگرا

 کلیرو کی مساوات   7.3

 نے والی مساواتیں کلیرو کی شکل میں تبدیل کی جا    7.3.1 

 اکتسابی نتائج   7.4 

 کلیدی الفاظ   7.5

 نمونہ امتحانی سوالات    7.6

 معروضی جوات ات کے حامل سوالات  7.6.1 

 مختصر جوات ات کے حامل سوالات   7.6.2 

 طویل جوات ات کے حامل سوالات  7.6.3 
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 (Introduction)تمہید 7.0

،      𝑝میں(Differential Equations) مساوات تفرقیپہلے رتبے اور اعلی درج کی  پچھلی اکائی کے نصاب میں ہم   کے 𝑥کے لیے 

اس اکائی میں ہم دو خاص شکل کی تفرقی مساواتوں جوکہ  ۔ تفرقی مساواتوں کی جانکاری حاصل کر چکے ہیں  نے والیحل کی جا  کے لیے  𝑦لیے  اور  

کو بھی    کا حل حاصل کرنے کے طریقوں  ان  ت ارے میں معلومات حاصل کریں گےاور پھر  ام سے متعارف ہیں،  کے 

 

ت اور کلیرو کے  لگرانج 

 ۔  سمجھیں گے

 (Objectives)مقاص 7.1

اور  کلیرو کی تفرقی مساوات کو   پہچان کر اس کا حل اس اکائی کے مکمل ہونے کے بعد     ہو جائیں گے کہ  دی گئی لگرانج 
 
آپ اس قاب

 ۔حاصل کر سکیں ۔ نیز ایسی مساوات جو کلیرو کی شکل میں تبدیل کی جاسکتی ہیں ان کا حل بھی حاصل کر سکیں گے

ی  7.2

ح ک

 

ت

 ( Lagrange’s Equation)مساوات لگرا

 وہ تفرقی مساوات جسے درج ذیل شکل میں لکھا جا سکتا ہو  تعریف: 

.....(1)     𝑦 = 𝑥𝜑(𝑝) + 𝜓(𝑝) 

 لگرانج مساوات کہلاتی ہے۔

ا ہے  𝑥اس مساوات کو حل کرنے کے لیے بہ لحاظ 

 

 تفرق کرتے ہیں۔ جس سے ہمیں حاصل ہوت

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑝 = 𝑥

𝑑

𝑑𝑝
𝜑(𝑝)

𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 𝜑(𝑝) +

𝑑

𝑑𝑝
𝜓(𝑝)

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒              𝑝 − 𝜑(𝑝) = [𝑥
𝑑

𝑑𝑝
𝜑(𝑝) +

𝑑

𝑑𝑝
𝜓(𝑝)]

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                           
𝑑𝑝

𝑑𝑥
=

𝑝 − 𝜑(𝑝)

𝑥
𝑑

𝑑𝑝
𝜑(𝑝) +

𝑑

𝑑𝑝
𝜓(𝑝)

 

⇒                           
𝑑𝑥

𝑑𝑝
=

𝑥
𝑑

𝑑𝑝
𝜑(𝑝) +

𝑑

𝑑𝑝
𝜓(𝑝)

𝑝 − 𝜑(𝑝)
 

⇒   
𝑑𝑥

𝑑𝑝
−

𝑥
𝑑

𝑑𝑝
𝜑(𝑝)

𝑝 − 𝜑(𝑝)
=

𝑑

𝑑𝑝
𝜓(𝑝)

𝑝 − 𝜑(𝑝)
 

ا ہے یہ

 

 ای  خطی تفرقی مساوات ہے ۔ اس کو حل کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

𝑥 = 𝑓(𝑝, 𝑐) 

 کا عام حل پیرامٹرک شکل میں درج ذیل ہوگا (1)اس لیے مساوات 

𝑥 = 𝑓(𝑝, 𝑐), 𝑦 = 𝑓(𝑝, 𝑐)𝜑(𝑝) + 𝜓(𝑝) 

ز ہے۔ ای  𝑝جہاں  

 

 
 پیرام
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 درج ذیل مساواتوں کو حل کیجیے: مثالیں۔ 

a) 𝑦 = 𝑥𝑝2 −
1

𝑝
 

b) 𝑦 = 𝑎𝑥𝑝 + 𝑏𝑝3
 

c) 𝑦 = 𝑥𝑝2 + 𝑝4
 

d) 𝑦 = 2𝑥𝑝 + 𝑝𝑛
 

 ۔ حل 

a)  دی گئی مساوات ہے 

.....(1)     𝑦 = 𝑥𝑝2 −
1

𝑝
 

 یہ لگرانج مساوات ہے۔ 

ا ہے  𝑥اس مساوات کو حل کرنے کے لیے  بہ لحاظ 

 

 تفرق کرتے ہیں۔ جس سے ہمیں حاصل ہوت

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑝 = 𝑥

𝑑

𝑑𝑝
(𝑝2)

𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 𝑝2 −

𝑑

𝑑𝑝
(

1

𝑝
)

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒              𝑝 − 𝑝2 = 2𝑝𝑥
𝑑𝑝

𝑑𝑥
− (

−1

𝑝2
)

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒              𝑝 − 𝑝2 = (2𝑝𝑥 +
1

𝑝2
)

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒         
𝑝 − 𝑝2

2𝑝𝑥 +
1

𝑝2

=
𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                      
𝑑𝑥

𝑑𝑝
=

2𝑝3𝑥 + 1

𝑝3(1 − 𝑝)
 

⇒                      
𝑑𝑥

𝑑𝑝
=

2𝑥

(1 − 𝑝)
+

1

𝑝3(1 − 𝑝)
 

⇒   
𝑑𝑥

𝑑𝑝
−

2𝑥

(1 − 𝑝)
=

1

𝑝3(1 − 𝑝)
 

⇒   
𝑑𝑥

𝑑𝑝
+

2𝑥

(𝑝 − 1)
=

1

𝑝3(1 − 𝑝)
 

زو

 

 
ی ج

مل
ک

 

ی

۔ اس کا حل حاصل کرنےکے لیے ہم       .I.F(Integrating Factor)  جو کہ  ای  خطی تفرقی مساوات ہے 

 

حاصل کرتے ہیں،ت

 ہم دی گئی تفرقی مساوات کا  عام حل درج ذیل طریقہ سے حاصل کریں گے

𝑥(𝐼. 𝐹. ) = ∫ 𝑄(𝐼. 𝐹. ) 𝑑𝑝 + 𝑐 

𝑃جہاں =
2

(𝑝−1)
𝑄اور  =

1

𝑝3(1−𝑝)
 ۔ہے

 اس لیے

𝐼. 𝐹. = 𝑒∫ 𝑃𝑑𝑝 = 𝑒
∫(

2

(𝑝−1)
)𝑑𝑝

= 𝑒log(𝑝−1)2
= (𝑝 − 1)2
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 اب دی گئی مساوات کا حل ہوگا 

                      𝑥(𝑝 − 1)2 = ∫ {
1

𝑝3(1 − 𝑝)
× (𝑝 − 1)2} 𝑑𝑝 + 𝑐 

⇒                  𝑥(𝑝 − 1)2 = ∫ {
𝑝 − 1

−𝑝3
} 𝑑𝑝 + 𝑐 

⇒                  𝑥(𝑝 − 1)2 = ∫ {
1

−𝑝2
+

1

𝑝3
} 𝑑𝑝 + 𝑐 

⇒                  𝑥(𝑝 − 1)2 =
1

𝑝
−

1

2𝑝2
+ 𝑐 

⇒                                   𝑥 =
1

(𝑝 − 1)2
{
1

𝑝
−

1

2𝑝2
+ 𝑐} 

 سے ( 1) مساوات 

                                                                𝑦 =
𝑝2

(𝑝 − 1)2
{
1

𝑝
−

1

2𝑝2
+ 𝑐} −

1

𝑝
 

 اس لیے دی گئی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا 

𝑥 =
1

(𝑝 − 1)2
{
1

𝑝
−

1

2𝑝2
+ 𝑐} ، 𝑦 =

𝑝2

(𝑝 − 1)2
{
1

𝑝
−

1

2𝑝2
+ 𝑐} −

1

𝑝
 

b)  دی گئی مساوات ہے 

.....(1)    𝑦 = 𝑎𝑥𝑝 + 𝑏𝑝3
 

 یہ لگرانج مساوات ہے۔ 

ا ہے  𝑥کو بہ لحاظ  (1)مساوات 

 

 تفرق کرنے پر  ہمیں حاصل ہوت

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑝 = 𝑎 (𝑥

𝑑𝑝

𝑑𝑥
) + 𝑎𝑝 + 𝑏(3𝑝2)

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                      𝑝 − 𝑎𝑝 = (𝑎𝑥 + 3𝑏𝑝2)
𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                              
𝑑𝑝

𝑑𝑥
=

𝑝 − 𝑎𝑝

𝑎𝑥 + 3𝑏𝑝2
 

⇒                              
𝑑𝑥

𝑑𝑝
=

𝑎𝑥 + 3𝑏𝑝2

𝑝 − 𝑎𝑝
 

⇒                              
𝑑𝑥

𝑑𝑝
=

𝑎𝑥

𝑝(1 − 𝑎)
+

3𝑏𝑝

(1 − 𝑎)
 

⇒       
𝑑𝑥

𝑑𝑝
−

𝑎𝑥

𝑝(1 − 𝑎)
=

3𝑏𝑝

(1 − 𝑎)
 

ای  خطی تفرقی مساوات ہے، جہاں کہ   𝑃جو  = −
𝑎

𝑝(1−𝑎)
𝑄اور =

3𝑏𝑝

(1−𝑎)
ذیل ہے درج  عام حل  کا   دی گئی تفرقی مساوات  ہم  اب   ۔ 

 طریقہ سے حاصل کریں گے 

𝑥(𝐼. 𝐹. ) = ∫ 𝑄(𝐼. 𝐹. ) 𝑑𝑝 + 𝑐 



106 
 

.𝐼س  سے پہلے ہم   لیےکے اس  𝐹. معلوم کریں گےجو اس طرح ہوگا 

𝐼. 𝐹. = 𝑒∫ 𝑃𝑑𝑝 = 𝑒
∫(

−𝑎

𝑝(1−𝑎)
)𝑑𝑝

= 𝑒log(𝑝)
−𝑎

(1−𝑎)
= (𝑝)

𝑎

(𝑎−1)
 

 اب دی گئی مساوات کا حل ہوگا 

𝑥(𝑝)
𝑎

𝑎−1 = ∫ {
3𝑏𝑝

1 − 𝑎
× (𝑝)

𝑎

𝑎−1} 𝑑𝑝 + 𝑐 

⇒                           𝑥(𝑝)
𝑎

𝑎−1 =
3𝑏

1 − 𝑎
∫(𝑝)(

𝑎

𝑎−1
+1) 𝑑𝑝 + 𝑐 

⇒                           𝑥(𝑝)
𝑎

𝑎−1 =
3𝑏

1 − 𝑎
[
(𝑝)(

𝑎

𝑎−1
+2)

𝑎

𝑎−1
+ 2

] + 𝑐 

⇒                           𝑥(𝑝)
𝑎

𝑎−1 = (
3𝑏

2 − 3𝑎
) (𝑝)(

𝑎

𝑎−1
+2) + 𝑐 

⇒                                           𝑥 = (
3𝑏

2 − 3𝑎
) (𝑝)(

𝑎

𝑎−1
−

𝑎

𝑎−1
+2) + 𝑐(𝑝)(

−𝑎

𝑎−1
)
 

⇒                                           𝑥 = (
3𝑏

2 − 3𝑎
) 𝑝2 + 𝑐(𝑝)

𝑎

1−𝑎 

 سے ( 1) مساوات 

                                               𝑦 = 𝑎𝑝 {
3𝑏𝑝2

2 − 3𝑎
+ 𝑐(𝑝)

𝑎

1−𝑎} + 𝑏𝑝3
 

⇒                                           𝑦 =
3𝑎𝑏𝑝3

2 − 3𝑎
+ 𝑎𝑐(𝑝)

1

1−𝑎 + 𝑏𝑝3
 

 اس لیے دی گئی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا 

𝑥 =
3𝑏𝑝2

2 − 3𝑎
+ 𝑐(𝑝)

𝑎

1−𝑎, 𝑦 =
3𝑎𝑏𝑝3

2 − 3𝑎
+ 𝑎𝑐(𝑝)

1

1−𝑎 + 𝑏𝑝3
 

c)  دی گئی مساوات ہے 

.....(1)    𝑦 = 𝑥𝑝2 + 𝑝4
 

 یہ لگرانج مساوات ہے۔ 

ا ہے 𝑥اس مساوات کو حل کرنے کے لیے بہ لحاظ 

 

 تفرق کرتے ہیں۔ جس سے ہمیں حاصل ہوت

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑝 = 2𝑝𝑥

𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 𝑝2 + 4𝑝3

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                           𝑝 − 𝑝2 = (2𝑝𝑥 + 4𝑝3)
𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                   
𝑝 − 𝑝2

2𝑝𝑥 + 4𝑝3
=

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                                  
𝑑𝑥

𝑑𝑝
=

𝑝(2𝑥 + 4𝑝2)

𝑝(1 − 𝑝)
 

⇒                                  
𝑑𝑥

𝑑𝑝
=

2𝑥

(1 − 𝑝)
+

4𝑝2

(1 − 𝑝)
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⇒               
𝑑𝑥

𝑑𝑝
+

2𝑥

(𝑝 − 1)
=

4𝑝2

(1 − 𝑝)
 

𝑃جو کہ  ای  خطی تفرقی مساوات ہے، جہاں =
2

(𝑝−1)
𝑄اور  =

4𝑝2

(1−𝑝)
۔ اب  ہم دی گئی تفرقی مساوات کا  عام حل درج ذیل طریقہ سے ہے

 حاصل کریں گے 

𝑥(𝐼. 𝐹. ) = ∫ 𝑄(𝐼. 𝐹. ) 𝑑𝑝 + 𝑐 

.𝐼س  سے پہلے ہم   لیےکے اس  𝐹.  معلوم کریں گےجو درج ذیل طریقہ سے حاصل ہوگا 

𝐼. 𝐹. = 𝑒∫ 𝑃𝑑𝑝 = 𝑒
∫(

2

𝑝−1
)𝑑𝑝

= 𝑒log(𝑝−1)2
= (𝑝 − 1)2

 

 اب دی گئی مساوات کا حل ہوگا 

𝑥(𝑝 − 1)2 = ∫
4𝑝2

1 − 𝑝
× (𝑝 − 1)2 𝑑𝑝 + 𝑐 

⇒                          𝑥(𝑝 − 1)2 = − ∫ 4𝑝2(𝑝 − 1) 𝑑𝑝 + 𝑐 

⇒                          𝑥(𝑝 − 1)2 = ∫ 4(𝑝2 − 𝑝3) 𝑑𝑝 + 𝑐 

⇒                          𝑥(𝑝 − 1)2 = 4 (
𝑝3

3
−

𝑝4

4
) + 𝑐 

⇒                                          𝑥 =
1

(𝑝 − 1)2
{4 (

𝑝3

3
−

𝑝4

4
) + 𝑐} 

 سے ( 1) مساوات 

                                                                 𝑦 = [
1

(𝑝 − 1)2
{4 (

𝑝3

3
−

𝑝4

4
) + 𝑐}] 𝑝2 + 𝑝4

 

 اس لیے دی گئی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا 

                                                                 𝑥 =
1

(𝑝 − 1)2
{4 (

𝑝3

3
−

𝑝4

4
) + 𝑐}, 

𝑦                                                                    اور  = [
1

(𝑝−1)2 {4 (
𝑝3

3
−

𝑝4

4
) + 𝑐}] 𝑝2 +

𝑝4
 

d)  دی گئی مساوات ہے 

.....(1)    𝑦 = 2𝑥𝑝 + 𝑝𝑛
 

 یہ لگرانج مساوات ہے۔ 

ا ہے  𝑥اس مساوات کو حل کرنے کے لیے اس کو بہ لحاظ  

 

 تفرق کرتے ہیں۔ جس سے ہمیں حاصل ہوت

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑝 = 2𝑥

𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 2𝑝 + 𝑛𝑝𝑛−1

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                                 −𝑝 = (2𝑥 + 𝑛𝑝𝑛−1)
𝑑𝑝

𝑑𝑥
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⇒                                  
𝑑𝑝

𝑑𝑥
=

−𝑝

2𝑥 + 𝑛𝑝𝑛−1
 

⇒                                   
𝑑𝑥

𝑑𝑝
=

2𝑥 + 𝑛𝑝𝑛−1

−𝑝
 

⇒                                   
𝑑𝑥

𝑑𝑝
= −

2𝑥

𝑝
− 𝑛𝑝𝑛−2

 

⇒                         
𝑑𝑥

𝑑𝑝
+

2𝑥

𝑝
= −𝑛𝑝𝑛−2

 

𝑃جو کہ  ای  خطی تفرقی مساوات ہے، جہاں =
2

𝑝
𝑄اور  = −𝑛𝑝𝑛−2

۔ اب  ہم دی گئی تفرقی مساوات کا  عام حل درج ذیل طریقہ سے ہے

 حاصل کریں گے 

𝑥(𝐼. 𝐹. ) = ∫ 𝑄(𝐼. 𝐹. ) 𝑑𝑝 + 𝑐 

.𝐼س  سے پہلے ہم   لیےکے اس  𝐹.  معلوم کریں گےجو درج ذیل طریقہ سے حاصل ہوگا 

𝐼. 𝐹. = 𝑒∫ 𝑃𝑑𝑝 = 𝑒
∫(

2

𝑝
)𝑑𝑝

= 𝑒log 𝑝2
= 𝑝2

 

 اب دی گئی مساوات کا حل ہوگا 

𝑥𝑝2 = ∫(−𝑛𝑝𝑛−2) × 𝑝2 𝑑𝑝 + 𝑐 

⇒                                    𝑥𝑝2 = − ∫(𝑛𝑝𝑛) 𝑑𝑝 + 𝑐 

⇒                                    𝑥𝑝2 = −
𝑛𝑝𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝑐 

⇒                                         𝑥 = −
𝑛𝑝𝑛−1

𝑛 + 1
+ 𝑐𝑝−2

 

 سے ( 1) مساوات 

                                            𝑦 = 2𝑝 (−
𝑛𝑝𝑛−1

𝑛 + 1
+ 𝑐𝑝−2) + 𝑝𝑛

 

⇒                                        𝑦 = (−
2𝑛𝑝𝑛

𝑛 + 1
+ 2𝑐𝑝−1) + 𝑝𝑛

 

 اس لیے دی گئی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا 

𝑥 = −
𝑛𝑝𝑛−1

𝑛 + 1
+ 𝑐𝑝−2, 𝑦 = (−

2𝑛𝑝𝑛

𝑛 + 1
+ 2𝑐𝑝−1) + 𝑝𝑛

 

 (Clairaut’s Equation)کلیرو کی مساوات 7.3

 وہ تفرقی مساوات جسے درج ذیل شکل میں لکھا جا سکتا ہو 

.....(1)     𝑦 = 𝑥𝑝 + 𝜑(𝑝) 
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 کلیرو کی مساوات کہلاتی ہے۔

ا ہے 𝑥اس مساوات کو حل کرنے کے لیے  بہ لحاظ 

 

 تفرق کرتے ہیں۔ جس سے ہمیں حاصل ہوت

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑝 = 𝑥

𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 𝑝 +

𝑑

𝑑𝑝
𝜑(𝑝)

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 

⇒                                [𝑥 +
𝑑

𝑑𝑝
𝜑(𝑝)]

𝑑𝑝

𝑑𝑥
= 0 

 اب 

𝑑𝑝

𝑑𝑥
= 0,   [𝑥 +

𝑑

𝑑𝑝
𝜑(𝑝)] = 0 

ز  

 

 
𝑥یہاں ج +

𝑑

𝑑𝑝
𝜑(𝑝)میں

𝑑𝑝

𝑑𝑥
 نہیں ہے اس لیے  

𝑑𝑝

𝑑𝑥
= 0 

ا ہے 

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑝 = 𝑐 

 ری مستقل ہے۔ اختیاای  cجہاں  

𝑝  پر   می ںرزکھنے (1)کی یہ قیمت مساوات 

𝑦 = 𝑥𝑐 + 𝜑(𝑐) 

 م حل  ہے۔جو کہ کلیرو کی مساوات کا عا

عام حل حاصل ہو    مطلوبہرکھنے پر    𝑐کی جگہ 𝑝اس سے یہ ت ات پتہ چلتی ہے کہ کلیرو کی مساوات کا حل حاصل کرنے کے لیے دی گئی مساات میں  

ا ہے۔

 

 جات

 درج ذیل مساواتوں کو حل کریے:مثالیں۔ 

a) 𝑦 = 𝑥𝑝 + log 𝑝 

b) 𝑦 = 𝑥𝑝 +
𝑎

2𝑝
 

c) 𝑦 = 𝑥𝑝 + (1 + 𝑝2)
3

2⁄
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d) 𝑦 = 𝑥𝑝 + 𝑝2
 

e) 𝑦 = 𝑥𝑝 + sin−1 𝑝 

f) 𝑦𝑝 = 1 − 𝑝 + 𝑥𝑝2
 

g) 𝑝 = cos 𝑝𝑥 cos 𝑦 + sin 𝑝𝑥 sin 𝑦 

h) 𝑦𝑝 = 𝑎 + 𝑥𝑝2
 

i) (𝑦 − 𝑝𝑥)(𝑝 − 1) = 𝑝 

 حل۔ 

a)  دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)    𝑦 = 𝑥𝑝 + log 𝑝  

 ہیں، اس لیے  رکھتے  𝑐کی جگہ 𝑝یہ مساوات کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عام حل حاصل کرنے کے لیے دی گئی مساوات میں  

𝑦 = 𝑥𝑐 + log 𝑐 

 دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل ہے۔

b)  دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)    𝑦 = 𝑥𝑝 +
𝑎

2𝑝
  

 ہیں، اس لیے  رکھتے  𝑐کی جگہ 𝑝یہ مساوات کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عام حل حاصل کرنے کے لیے دی گئی مساوات میں  

𝑦 = 𝑥𝑐 +
𝑎

2𝑐
 

 دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل ہے۔

c)  دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)    𝑦 = 𝑥𝑝 + (1 + 𝑝2)
3

2⁄
   

 ہیں، اس لیے  رکھتے  𝑐کی جگہ 𝑝یہ مساوات کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عام حل حاصل کرنے کے لیے دی گئی مساوات میں  

𝑦 = 𝑥𝑐 + (1 + 𝑐2)
3

2⁄
 

 دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل ہے۔

d)  دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)    𝑦 = 𝑥𝑝 + 𝑝2
  

 ہیں، اس لیے  رکھتے  𝑐کی جگہ 𝑝یہ مساوات کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عام حل حاصل کرنے کے لیے دی گئی مساوات میں  

𝑦 = 𝑥𝑐 + 𝑐2
 

 دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل ہے۔

e)  دی گئی تفرقی مساوات ہے 
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.....(1)    𝑦 = 𝑥𝑝 + sin−1 𝑝  

 ہیں، اس لیے  رکھتے  𝑐کی جگہ 𝑝یہ مساوات کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عام حل حاصل کرنے کے لیے دی گئی مساوات میں  

𝑦 = 𝑥𝑐 + sin−1 𝑐 

 دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل ہے۔

f)  دی گئی تفرقی مساوات ہے 

𝑦𝑝 = 1 − 𝑝 + 𝑥𝑝2
 

.....(1)    𝑦 = 𝑥𝑝 + (1 −
1

𝑝
)  

 ہیں، اس لیے  رکھتے  𝑐کی جگہ 𝑝یہ مساوات کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عام حل حاصل کرنے کے لیے دی گئی مساوات میں  

                                                                            𝑦 = 𝑥𝑐 + (1 −
1

𝑐
) 

 دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل ہے۔

g)  دی گئی تفرقی مساوات ہے 

 𝑝 = cos 𝑝𝑥 cos 𝑦 + sin 𝑝𝑥 sin 𝑦 

⇒                                     𝑝 = cos(𝑝𝑥 − 𝑦) 

⇒                           𝑥𝑝 − 𝑦 = cos−1 𝑝 

 اس لیے

.....(1)    𝑦 = 𝑥𝑝 − cos−1 𝑝  

 ہیں، اس لیے  رکھتے  𝑐کی جگہ 𝑝یہ مساوات کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عام حل حاصل کرنے کے لیے دی گئی مساوات میں  

                                                                           𝑦 = 𝑥𝑐 − cos−1 𝑐 

 دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل ہے۔

h)  دی گئی تفرقی مساوات ہے 

                                                                        𝑦𝑝 = 𝑎 + 𝑥𝑝2
 

.....(1)     ⇒                                     𝑦 = 𝑥𝑝 +
𝑎

𝑝
  

 ہیں، اس لیے  رکھتے  𝑐کی جگہ 𝑝یہ مساوات کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عام حل حاصل کرنے کے لیے دی گئی مساوات میں  

                                                                          𝑦 = 𝑥𝑐 +
𝑎

𝑐
 

 دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل ہے۔

i)  دی گئی تفرقی مساوات ہے 

(𝑦 − 𝑝𝑥)(𝑝 − 1) = 𝑝 

⇒                  𝑦 − 𝑝𝑥 =
𝑝

𝑝 − 1
 

.....(1)      ⇒                            𝑦 = 𝑥𝑝 +
𝑝

𝑝−1
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 ہیں، اس لیے  رکھتے  𝑐کی جگہ 𝑝یہ مساوات کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عام حل حاصل کرنے کے لیے دی گئی مساوات میں  

                                                                                   𝑦 = 𝑥𝑐 +
𝑐

𝑐 − 1
 

 دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل ہے۔

 (Equations Reducible to Clairaut’s form)کلیرو کی شکل میں تبدیل کی جا نے والی مساواتیں 17.3.

ت ارے میں جانکاری حاصل کریں گے جو کلیرو کی مساوات کی شکل میں نہیں ہوتی ہیں لیکن کچھ مناس     ان مساوات کے  اب ہم 

ا

 

 ہیں۔کس تفرقی مساوات میں کیا متبادل رکھا جایے اور کون

 

نہیں     متبادل کا استعمال کرکے ان مساوات کو کلیرو کی مساوات  میں تبدیل کر سکت

ز مساوات  میں استعمال کرکے ہم دی گئی تفرقی مسا

 

وات  اس کے لیے کوئی عام طریقہ موجود نہیں ہے۔ پھر بھی کچھ متبادل ایسے ہیں جن کو زت ادہ ب

 ہیں۔ ان متبادل کو ہم مثالوں کی مدد سے سمجھیں 

 

اور پھر پہلے بتایے طریقہ سے عام حل حاصل کر سکت  ہیں 

 

 کو کلیرو کی مساوات میں  بدل سکت

 گے۔ 

 درج ذیل مساوات کو حل کریے:مثالیں۔ 

a) (𝑝𝑦 + 𝑥)(𝑥𝑝 − 𝑦) = ℎ2𝑝 

b) 𝑥𝑦(𝑦 − 𝑥𝑝) = 𝑥 + 𝑦𝑝 

c) 𝑦 = 2𝑥𝑝 + 𝑎𝑦𝑝2
 

d) 𝑦 − 2𝑥𝑝 + 𝑦𝑝2 = 0 

e) 𝑒4𝑥𝑝 + 𝑒2𝑦𝑝2 − 𝑒4𝑥 = 0 

f) 𝑝2 cos2 𝑦 + 𝑝 sin 𝑥 cos 𝑥 cos 𝑦 − sin 𝑦 cos2 𝑥 = 0 

 حل۔ 

a)  دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)    (𝑝𝑦 + 𝑥)(𝑥𝑝 − 𝑦) = ℎ2𝑝  

زض کرو کہ

 

 ف

𝑦2 = 𝑣 ⇒ 2𝑦𝑑𝑦 = 𝑑𝑣  

 اور 

𝑥2 = 𝑢 ⇒ 2𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑢 

⇒                     
2𝑦𝑑𝑦

2𝑥𝑑𝑥
=

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

⇒                         
𝑦

𝑥
𝑝 =

𝑑𝑣

𝑑𝑢
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⇒                             𝑝 = √
𝑢

𝑣
×

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

 سے ( 1) اب مساوات 

(√
𝑢

𝑣
×

𝑑𝑣

𝑑𝑢
√𝑣 + √𝑢) (√𝑢√

𝑢

𝑣
×

𝑑𝑣

𝑑𝑢
− √𝑣) = ℎ2√

𝑢

𝑣
×

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

⇒                √𝑢 (
𝑑𝑣

𝑑𝑢
+ 1)

1

√𝑣
(𝑢 ×

𝑑𝑣

𝑑𝑢
− 𝑣) = ℎ2√

𝑢

𝑣
×

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

⇒                                 (
𝑑𝑣

𝑑𝑢
+ 1) (𝑢

𝑑𝑣

𝑑𝑢
− 𝑣) = ℎ2

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

⇒                                                        𝑢
𝑑𝑣

𝑑𝑢
− 𝑣 =

ℎ2 𝑑𝑣

𝑑𝑢

(
𝑑𝑣

𝑑𝑢
+ 1)

 

⇒                                                                      𝑣 = 𝑢
𝑑𝑣

𝑑𝑢
−

ℎ2 𝑑𝑣

𝑑𝑢

(
𝑑𝑣

𝑑𝑢
+ 1)

 

جو کہ  کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عام حل حاصل کرنے کے لیے دی گئی مساوات میں  

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 ہیں، اس لیے رکھتے 𝑐کی جگہ

𝑣 = 𝑢𝑐 −
ℎ2𝑐

(𝑐 + 1)
 

𝑥2 = 𝑢  اور𝑦2 = 𝑣 رکھنے پر 

𝑦2 = 𝑥2𝑐 −
ℎ2𝑐

(𝑐 + 1)
 

 جو کہ دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل ہے۔

b)  دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)    𝑥𝑦(𝑦 − 𝑥𝑝) = 𝑥 + 𝑦𝑝  

زض کرو کہ

 

 ف

𝑦2 = 𝑣 ⇒ 2𝑦𝑑𝑦 = 𝑑𝑣  

 اور 

𝑥2 = 𝑢 ⇒ 2𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑢 

⇒                                              
2𝑦𝑑𝑦

2𝑥𝑑𝑥
=

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

⇒                                                  
𝑦

𝑥
𝑝 =

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

⇒                                                     𝑝 = √
𝑢

𝑣
×

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

ا ہےمیں یہ متبادل رکھنے پر ( 1) اب مساوات 

 

 ہمیں حاصل ہوت

√𝑢𝑣 (√𝑣 − √
𝑢

𝑣
×

𝑑𝑣

𝑑𝑢
× √𝑢) = (√𝑢 + √𝑣 × √

𝑢

𝑣
×

𝑑𝑣

𝑑𝑢
) 
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⇒                  
√𝑢𝑣

√𝑣
(𝑣 − 𝑢

𝑑𝑣

𝑑𝑢
) = √𝑢 (1 +

𝑑𝑣

𝑑𝑢
) 

⇒                               𝑣 − 𝑢
𝑑𝑣

𝑑𝑢
= 1 +

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

⇒                                             𝑣 = 𝑢
𝑑𝑣

𝑑𝑢
+ (1 +

𝑑𝑣

𝑑𝑢
) 

جو کہ  کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عام حل حاصل کرنے کے لیے دی گئی مساوات میں  

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 ہیں، اس لیے رکھتے 𝑐کی جگہ

                                                                                       𝑣 = 𝑢𝑐 + (1 + 𝑐) 

𝑥2 = 𝑢  اور𝑦2 = 𝑣 رکھنے پر 

𝑦2 = 𝑥2𝑐 + (1 + 𝑐) 

 جو کہ دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل ہے۔

c)  دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)    𝑦 = 2𝑥𝑝 + 𝑎𝑦𝑝2
  

زض کرو کہ

 

 ف

𝑦2 = 𝑣 

⇒                                    2𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 

⇒                                          2𝑝 =
1

√𝑣
×

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 

ا ہے میں یہ متبادل رکھنے پر  ( 1) مساوات 

 

 ہمیں حاصل ہوت

√𝑣 = (
1

√𝑣
×

𝑑𝑣

𝑑𝑥
) 𝑥 + 𝑎√𝑣 ×

1

4𝑣
× (

𝑑𝑣

𝑑𝑥
)

2

 

⇒                                          √𝑣 =
1

√𝑣
[(

𝑑𝑣

𝑑𝑥
) 𝑥 +

𝑎

4
× (

𝑑𝑣

𝑑𝑥
)

2

] 

⇒                                             𝑣 = (
𝑑𝑣

𝑑𝑥
) 𝑥 +

𝑎

4
× (

𝑑𝑣

𝑑𝑥
)

2

 

جو کہ  کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عام حل حاصل کرنے کے لیے دی گئی مساوات میں  

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 ہیں، اس لیے رکھتے 𝑐کی جگہ

                                                                                       𝑣 = 𝑥𝑐 +
𝑎

4
𝑐2

 

𝑦2 = 𝑣 رکھنے پر 

𝑦2 = 𝑥𝑐 +
𝑎

4
𝑐2

 

 جو کہ دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل ہے۔

d)  دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)    𝑦 − 2𝑥𝑝 + 𝑦𝑝2 = 0  



115 
 

زض کرو کہ

 

 ف

𝑦2 = 𝑣 

⇒                                               2𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 

⇒                                                     2𝑝 =
1

√𝑣
×

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 

ا ہے میں یہ متبادل رکھنے پر  ( 1) مساوات 

 

 ہمیں حاصل ہوت

√𝑣 − (
1

√𝑣
×

𝑑𝑣

𝑑𝑥
) 𝑥 + √𝑣 ×

1

4𝑣
× (

𝑑𝑣

𝑑𝑥
)

2

= 0 

⇒                                                    √𝑣 =
1

√𝑣
[(

𝑑𝑣

𝑑𝑥
) 𝑥 −

1

4
(

𝑑𝑣

𝑑𝑥
)

2

] 

⇒                                                       𝑣 = (
𝑑𝑣

𝑑𝑥
) 𝑥 −

1

4
(

𝑑𝑣

𝑑𝑥
)

2

 

جو کہ  کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عام حل حاصل کرنے کے لیے دی گئی مساوات میں  

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 ہیں، اس لیے رکھتے 𝑐کی جگہ

                                                                                                  𝑣 = 𝑥𝑐 −
1

4
𝑐2

 

𝑦2 = 𝑣 رکھنے پر 

𝑦2 = 𝑥𝑐 −
1

4
𝑐2

 

 جو کہ دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل ہے۔

e)  دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)    𝑒4𝑥𝑝 + 𝑒2𝑦𝑝2 − 𝑒4𝑥 = 0  

زض کرو کہ

 

 ف

𝑒2𝑦 = 𝑣 ⇒ 2𝑒2𝑦𝑑𝑦 = 𝑑𝑣  

 اور 

𝑒2𝑥 = 𝑢 ⇒ 2𝑒2𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑢 

⇒                           
2𝑒2𝑦𝑑𝑦

2𝑒2𝑥𝑑𝑥
=

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

⇒                               
𝑒2𝑦

𝑒2𝑥
𝑝 =

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

⇒                                       𝑝 =
𝑒2𝑥

𝑒2𝑦
×

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

⇒                                       𝑝 =
𝑢

𝑣
×

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

ا ہے ( 1) مساوات 

 

 میں یہ متبادل رکھنے پر ہمیں حاصل ہوت

𝑢2 (
𝑢

𝑣
×

𝑑𝑣

𝑑𝑢
) + 𝑣 (

𝑢

𝑣
×

𝑑𝑣

𝑑𝑢
)

2

− 𝑢2 = 0 
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⇒              𝑢2 (
𝑢

𝑣
×

𝑑𝑣

𝑑𝑢
− 1) + 𝑣 (

𝑢

𝑣
×

𝑑𝑣

𝑑𝑢
)

2

= 0 

⇒                              
𝑢2

𝑣
{𝑢

𝑑𝑣

𝑑𝑢
− 𝑣 + (

𝑑𝑣

𝑑𝑢
)

2

} = 0 

⇒                                         𝑣 = 𝑢
𝑑𝑣

𝑑𝑢
+ (

𝑑𝑣

𝑑𝑢
)

2

 

جو کہ  کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عام حل حاصل کرنے کے لیے دی گئی مساوات میں  

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 رکھتے ہیں، اس لیے 𝑐کی جگہ

𝑣 = 𝑢𝑐 + 𝑐2
 

𝑒2𝑦 = 𝑣, 𝑒2𝑥 = 𝑢 رکھنے پر 

𝑒2𝑦 = 𝑒2𝑥𝑐 + 𝑐2
 

 جو کہ دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل ہے۔

f)  دی گئی تفرقی مساوات ہے 

.....(1)  𝑝2 cos2 𝑦 + 𝑝 sin 𝑥 cos 𝑥 cos 𝑦 − sin 𝑦 cos2 𝑥 = 0  

زض کرو کہ

 

 ف

sin 𝑦 = 𝑣 ⇒ cos 𝑦 𝑑𝑦 = 𝑑𝑣  

 اور 

sin 𝑥 = 𝑢 ⇒ cos 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑢 

⇒                           
cos 𝑦 𝑑𝑦

cos 𝑥 𝑑𝑥
=

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

⇒                                        𝑝 =
cos 𝑥

cos 𝑦

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

⇒                                        𝑝 = √
1 − sin2 𝑥

1 − sin2 𝑦
×

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

⇒                                       𝑝 = √
1 − u2

1 − v2
×

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

ا ہے ( 1) مساوات 

 

 میں یہ متبادل رکھنے پر ہمیں حاصل ہوت

1 − 𝑢2

1 − 𝑣2
× (

𝑑𝑣

𝑑𝑢
)

2

(1 − 𝑣2) + √
1 − 𝑢2

1 − 𝑣2
×

𝑑𝑣

𝑑𝑢
𝑢√1 − 𝑢2√1 − 𝑣2 − 𝑣(1 − 𝑢2) = 0 

⇒                           (1 − 𝑢2) (
𝑑𝑣

𝑑𝑢
)

2

+ 𝑢(1 − 𝑢2)
𝑑𝑣

𝑑𝑢
− 𝑣(1 − 𝑢2) = 0 

⇒                                                                             (
𝑑𝑣

𝑑𝑢
)

2

+ 𝑢
𝑑𝑣

𝑑𝑢
− 𝑣 = 0 

⇒                                                                                       𝑣 = 𝑢
𝑑𝑣

𝑑𝑢
+ (

𝑑𝑣

𝑑𝑢
)

2
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جو کہ  کلیرو کی مساوات ہے۔ اس کا عام حل حاصل کرنے کے لیے دی گئی مساوات میں  

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 رکھتے ہیں، اس لیے 𝑐کی جگہ

𝑣 = 𝑢𝑐 + 𝑐2
 

sin 𝑦 = 𝑣, sin 𝑥 = 𝑢 رکھنے پر 

sin 𝑦 = 𝑐 sin 𝑥 + 𝑐2
 

 جو کہ دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل ہے۔

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 7.4

 تفرقی مساوات    لگرانجاس اکائی میں ہم نے دیکھا کہ   •

𝑦 = 𝑥𝜑(𝑝) + 𝜓(𝑝) 

ہے۔ جس  تفرق کرتے ہیں۔ جس سے ہمیں ای  خطی تفرقی مساواتحاصل ہوتی   𝑥کو حل کرنے کے لیے س  سے پہلے اس کو بہ لحاظ   

 کو  حل کرنے پر ہمیں درج ذیل مساوات   حاصل ہوتی ہے 

𝑥 = 𝑓(𝑝, 𝑐) 

ا ہے 𝑥اب   

 

 کی یہ قیمت لگرانج کی مساوات میں رکھنے پر ہمیں لگرانج مساوات کا عام حل درج ذیل شکل میں حاصل ہوت

𝑥 = 𝑓(𝑝, 𝑐)، 𝑦 = 𝑓(𝑝, 𝑐)𝜑(𝑝) + 𝜓(𝑝) 

ا ہے۔  •

 

 کلیرو کی مساوات کو   درج ذیل شکل میں لکھا جا ت

𝑦 = 𝑥𝑝 + 𝜑(𝑝) 

دی گئی مساوات میں    اس  عام حل حاصل کرنے کے لیے  کا  عام حل  𝑐جگہ    کی𝑝مساوات  کا  دی گئی مساوات  اس لیے  رکھتے ہیں۔ 

 درج ذیل شکل کا ہوگا   

𝑦 = 𝑥𝑐 + 𝜑(𝑐) 

 کو جو  کلیرو کی شکل میں نہیں ہیں ،  کس مناس  متبادل کی مدد سے  کلیرو کی مساوات میں  تبدیل کیا جا سکتا ہے۔  ںکچھ تفرقی مساواتو  •

 (Keywords)کلیدی الفاظ  7.5

زو

 

 
ی ج

مل
ک

 

ی

 کلیرو کی مساوات، خطی تفرقی مساوات، لگرانج مساوات،

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  7.6

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوات ات کے حامل سوالات 7.6.1

 درج ذیل مساوات کا عام حل حاصل کیجیے: 

1. 𝑒𝑝 = 𝑝𝑥 − 𝑦 
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2. 𝑦 = 𝑝𝑥 + 𝑎(1 − 𝑝) 

3. 𝑥𝑝 − 𝑦 + 𝑝3 = 0 

4. 𝑦 = 𝑥𝑝 +
1

𝑝
 

5. 𝑝 = tan(𝑝𝑥 − 𝑦) 

6. 𝑦 = 𝑥𝑝 + log 𝑝 

7. 𝑦 = 𝑥𝑝 + cos−1 𝑝 

8. 
𝑦

𝑥
= 𝑝 +

sin−1 𝑝

𝑥
 

9. 𝑦 = 𝑥𝑝 + 𝜑(𝑝) صحیح/غلط(       ہیں مساوات کہتے  لگرانجکو( 

10. 𝑦 = 𝑥𝑝 + 𝜑(𝑝) میں  کا عام حل حاصل کرنے کے لیے ہم اس مساوات𝑝   کی جگہc صحیح/غلط(رکھتے ہیں۔( 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوات ات کے حامل سوالات  7.6.2

 درج ذیل تفرقی مساوات کو مناس  متبادل کا استعمال کرکے کلیرو کی مساوات میں تبدیل کریے اور پھر اس کا عام حل حاصل کریے: 

1. 𝑥𝑦(𝑦 − 𝑝𝑥) = 𝑥 + 𝑝𝑦 

2. 𝑥3𝑝 + 𝑦𝑝2 − 𝑥2𝑦 = 0 

3. (𝑝𝑥2 + 𝑦2)(𝑝𝑥 + 𝑦) = (𝑝 + 1)2
 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوات ات کے حامل سوالات 7.6.3

 درج ذیل لگرانج کی مساوات کا عام حل حاصل کریے:

1. 𝑦 = 2𝑝𝑥 − 𝑝2
 

2. 𝑦 = 𝑥𝑝2 + 𝑝 

3. 𝑦 = 2𝑝𝑥 + log 𝑝 

4. 𝑦 = 3𝑝𝑥 + 4𝑝2
 

 جوات ات: 

 کے جوات ات  معروضی سوالات 7.6.1

1. 𝑦 = 𝑐𝑥 − 𝑒𝑐
 

2. 𝑦 = 𝑐𝑥 + 𝑎𝑐(1 − 𝑐) 

3. 𝑦 = 𝑥𝑐 + 𝑐3
 

4. 𝑦 = 𝑥𝑐 +
1

𝑐
 

5. 𝑦 = 𝑐𝑥 − tan−1 𝑐 
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6. 𝑦 = 𝑥𝑐 + log 𝑐 

7. 𝑦 = 𝑥𝑐 + cos−1 𝑐 

8. 𝑦 = 𝑥𝑐 + sin−1 𝑐 

 غلط  .9

 صحیح .10

 سوالات کے جوات ات جوات ات کے حامل  مختصر   7.6.2

1. 𝑦2 = 𝑐𝑥2 + (1 + 𝑐) 

2. 𝑦2 = 𝑐𝑥2 + 𝑐2
 

3. 𝑐2(𝑥 + 𝑦) = 1 + 𝑐(𝑥𝑦 + 1) 

 کے جوات ات   طویل جوات ات کے حامل سوالات 7.6.3

1. 𝑥 =
2

3
𝑝 +

𝑐

𝑝2 , 𝑦 =
𝑝2

3
+

2𝑐

𝑝
 

2. 𝑥 =
log 𝑝−𝑝+𝑐

(𝑝−1)2 +
𝑐

𝑝2 , 𝑦 = 𝑥𝑝2 + 𝑝 

3. 𝑥 =
𝑐

𝑝2 −
1

𝑝
, 𝑦 = log 𝑝 +

2𝑐

𝑝
− 2 

4. 𝑥 = −
8

5
𝑝 +

𝑐

𝑝3/2 , 𝑦 =
3𝑐

𝑝1/2 −
4𝑝2

5
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رزی :۔پہلے رتبے کی تفرقی مساواتوں کے اطلاقات 8اکائی 

 

کٹ ح 
 عمودی ٹرا

Applications of First Order Differential Equations: Orthogonal Trajectory) ) 

زا 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   8.0

 مقاص    8.1

 اطلاقات    8.2

رزی اعمودی ٹر   8.3

 

کٹ
ح 

 

  مساوات کارتیز  8.3.1  
 

 ی شکل میں ہوج

  مساوات   8.3.2 
 

 شکل میں ہوقطبی ج

رزی    8.4

 

کٹ
ح 
 اوبلک ٹرا

 اکتسابی نتائج   8.5

 کلیدی الفاظ   8.6

 نمونہ امتحانی سوالات    8.7

 معروضی جوات ات کے حامل سوالات  8.7.1 

 مختصر جوات ات کے حامل سوالات   8.7.2 

 طویل جوات ات کے حامل سوالات  8.7.3 
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 (Introduction)تمہید 8.0

زیقوں کے ت ارے میں تفصیلی معلومات حاصل  اکائیوں میں ہم تفرقی مساوات کی تشکیل اور ان کے حل حاصل کرنےگزشتہ   

 

کے  ب

کرچکے ہیں۔ اس اکائی میں ہم کچھ مسائل کے ت ارے میں گفتگو کریں گے جن کا تعلق پہلے رتبے اور پہلے درجے کی تفرقی مساوات سے ہے۔ کس 

سلہ کے دیے ہوے اعداد  سے پہلے ہم تفرقی مساوات کی تشکیل کریں گے اور پھر کس مناس  طریقہ سے اس کا حل حاصل کریں گے۔
م

ز  

 

آج

رزی

 

کٹ
ح 
رزیکے(Orthogonal Trajectory)میں عمودی ٹرا

 

کٹ
ح 
  ت ارے میں بحث کریں گے۔ اوراوبلک ٹرا

 (Objectives)مقاص 8.1

آپ    بعد  کے  مطالعے  کے  اکائی  ر اس  مساوات    تبے پہلے  تفرقی  عمودی کی  نیز  گے  جائیں  ہو  واقف  سے  اطلاقات  کے 

رزی

 

کٹ
ح 
ا بھی سیکھیں گے۔  اور (Orthogonal Trajectory)ٹرا

 

رزی کی تفصیلی جانکاری اورکس منحنی کے لیے  ان کو حاصل کرت

 

کٹ
ح 
 اوبلک ٹرا

 (Applications)اطلاقات 8.2

 : قات طبعی اطلا 

زض کرو  کہ ای  ذرہ کس سیدھی لکیر  

 

  𝑋سے     𝑂کے ای  نقطہ    𝑂𝑋ف

 
 

  اس ذرہ کی کس وق

 

درج    (Speed)پر رفتار   𝑡کی طرف چل رہا ہے، ت

 ذیل ہوگی 

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 

 (Acceleration)اور اس ذرہ کا اسراع

𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
 

 ہوگا۔

  ذرہ کی رفتار   اب 

 

 اگر یہ ذرہ کس منحنی پر گردش کر رہا ہو ، ت

𝑣 =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
 

 (Acceleration)اور اس ذرہ کا اسراع

𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑑2𝑠

𝑑𝑡2
 

 ہوگا۔

  کہ اس ذرہ کی رفتار گھٹ رہی  -یہاں پر یہ ت ات زہن میں رکھنی ہے کہ رفتار اور اسراع کو منفی )
 

ا ہے ج

 

ان کے ساتھ دکھات ا جات

 
 

(ت ا مثبت)+(ن

زھ رہا ہے۔

 

زھ رہی ہے اور اسراع گھٹ رہا ہے ت ا ب 

 

 ہے ت ا ب 
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رزت ا

 

 ت کٹ
ب

اس  ہوتی ہے۔ کس 

 
 

کی آت ادی کے اضافہ کی شرح     ( Bacteria) کس آت ادی کے اضافہ کی شرح آت ادی کے م

𝑑𝑥

𝑑𝑡
رزت ا

 

 ت کٹ
ب

کے 𝑥کی آت ادی    

اس  ہوگی،جہاں  

 
 

𝑥م = 𝑥(𝑡) 

 
 

رزت ا کی وق

 

 ت کٹ
ب

‘t’ ا ہے۔ اس لیے

 

ز کرت
 
 پر تعداد کو ظاہ

𝑑𝑥

𝑑𝑡
∝ 𝑥 

      ت ا

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑘𝑥 

 تناس  کا مثبت)+( مستقل ہے۔𝑘جہاں  

دیوایکٹو

 

'  (Radioactive)کس خاص رپ  دیو ایکٹو مادہ کی مقدار 

 

اس  ہوتی ہے۔ اگر کس رپ 

 
 

'ہو کس  mمادہ کی کشی کی شرح موجودہ مقدار کے م

' 

 
 

  اس مادہ کی شرح درج ذیل ہوگی  tوق

 

 'پر ت

𝑑𝑚

𝑑𝑡
∝ 𝑚 

      ت ا

𝑑𝑚

𝑑𝑡
= 𝑘𝑚 

 ( مستقل ہے۔-تناس  کا منفی)𝑘جہاں  

 نیوٹن کا قانون:    لیے ٹھنڈک کے 

اور اس کے چاروں    𝑇 میں درج حرارت میں بدلاؤ کی شرح جسم  کے درج حرارت (  Body)اس قانون کے مطابق، ٹھنڈی ہو رہی کس جسم

ا ہے۔ اس لیے  𝑇0طرف کے ماحول کے درج حرارت 

 

اس  ہوت

 
 

زق کے م

 

 کے درمیانی ف

𝑑𝑇

𝑑𝑡
∝ (𝑇 − 𝑇0), 𝑇 − 𝑇0 > 0 

     ت ا

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= −𝑘(𝑇 − 𝑇0) 

میں درج حرارت میں بدلاؤ کی شرح  (  Body)تناس  کا مثبت)+( مستقل ہے۔یہاں جسم𝑘جہاں  

𝑑𝑇

𝑑𝑡
کومنفی اس لیے لیا گیا ہے کہ ٹھنڈی ہو  

ار کمی ہو رہی ہے۔ 

 

 رہی بوڈی کے درج  حرارت میں لگات

ا  ہو جائیگی؟  50کس ملک کی آت ادی   ۔ 1مثال 

 

 سال میں دوگنی ہو جاتی ہے۔ کتنے سال میں اس ملک کی آت ادی تین گ

زض کرو  کہ ملک کی آت ادی  حل۔  

 

   𝑥سال میں  ’𝑡‘ف
 

𝑡ہے۔ ج =   ملک کی آت ادی   ، 0

 

  ہم جانتے  ہیں کہ  𝑥0ت

 

 ہے۔ ت

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑘𝑥 

 تناس  کا مستقل ہے۔اب 𝑘جہاں  
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𝑑𝑥

𝑥
= 𝑘𝑑𝑡 

ا ہے 

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑙𝑜𝑔 𝑥 = 𝑘𝑡 + 𝑙𝑜𝑔 𝑐 

⇒                                  log
𝑥

𝑐
= 𝑘𝑡 

⇒                                         𝑥 = 𝑐𝑒𝑘𝑡
 

𝑡 = 𝑥پر 0 = 𝑥0  

 

 ، ت

𝑥0 = 𝑐 

 اس لیے

                                                                                   𝑥 = 𝑥0𝑒𝑘𝑡
 

tاور  = 𝑥پر  50 = 2𝑥0 ،  

 

 ت

                                                                              2𝑥0 = 𝑥0𝑒50𝑘
 

⇒                                  log 2 = 50𝑘 

⇒                                        𝑘 =
1

50
log 2 

زض کرو  کہ 

 

   Tف

 

ا  ہو جائیگی، ت

 

 سال میں آت ادی تین گ

                                                                              3𝑥0 = 𝑥0𝑒(
1

50
log 2)𝑇

 

⇒                                  log 3 = (
1

50
log 2) 𝑇 

⇒                                        𝑇 =
50 log 3

log 2
 

رزی اعمودی ٹر 8.3

 

کٹ
ح 

(Orthogonal Trajectory) 

کی    خاندان  کے  ت اات 

 

حی

 

من

اس  ہے،   کاٹتا  قانون کے مطابق  گی   دیے  کس  کو  رکن  کس  خاندان کے  کے  ت اات 

 

حی

 

من

کس  جو  وہ منحنی 

ز ای  رکن کو  
 
ت اات کے خاندان کے ہ

 

حی

 

من

رزی عمودی ہوگی اگر یہ 

 

کٹ
ح 
رزی کہلاتی ہے۔کوئی ٹرا

 

کٹ
ح 
°90ٹرا

پر کاٹے۔

 

زی  

 

ز ای  رکن کو   (Concentric)ای  خط جو کس ہم مرک
 
زوں کے خاندان کے ہ

 

ز سے ہوکر گزرتی ہے، وہ داب

 

زے کے مشترکہ مرک

 

°90داب
پر    

ت اات    کاٹتی ہے۔

 

حی

 

من

رزی کہتے ہیں۔ اس طرح  کے لامحددود خطوط ہوتے ہیں۔ کس 

 

کٹ
ح 
زی حلقوں کے خاندان کی ٹرا

 

اس لیے اس خط کو ہم مرک

رزی کی تفرقی مساوات  حاصل کریں گے جس کو حل  

 

کٹ
ح 
رزی خود ای  خاندان کو تشکیل دیتی ہے۔ اب ہم عمودی ٹرا

 

کٹ
ح 
کے خاندان کی عمودی ٹرا

رزی حاصل ہو جائیگی۔

 

کٹ
ح 
 کر کے عمودی ٹرا

8.3.1   
 

 ( When Equations in Cartesian Form)ی شکل میں ہومساوات کارتیزج

ت اات کے خاندان کی مساوات درج ذیل ہے

 

حی

 

من

زض کیجیے کہ 

 

 ف

 ……………(1)   φ(𝑥, 𝑦, 𝑎) = 0 
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زض کرو  کہ اس خاندان کی تفرقی مساوات درج ذیل ہے  ای  𝑎جہاں  

 

ز ہےاور ف

 

 
 پیرام

 ……………(2)   𝜓 (𝑥, 𝑦,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) = 0 

زض کرو  

 

,𝑃(𝑥 کس نقطہ  کےCکس منحنی کے کہ خاندان  ف 𝑦)  رزی پر ای  عمودی

 

کٹ
ح 
,𝑃(𝑥کاٹتی ہے۔ نقطہ  Tٹرا 𝑦)رزی

 

کٹ
ح 
نقطہ    پر ہے۔ ٹرا

𝑃(𝑥, 𝑦) پرC   کا جھکاؤ

𝑑𝑦

𝑑𝑥
,𝑃(𝑥اور   𝑦) ر ی

 

کٹ ج 
کا  جھکاؤ   Tپر ٹرا

𝑑𝑌

𝑑𝑋
°90ای  دوسرے کو T اور Cہوگا۔ چوں کہ   

 پر کاٹتے ہیں، اس لیے  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑑𝑋

𝑑𝑌
 

اور  𝑌کی جگہ𝑋   ،𝑦کی جگہ𝑥اب  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
−کی جگہ 

𝑑𝑋

𝑑𝑌
 ( میں رکھنے پر ہمیں حاصل ہوگا2مساوات )

𝜓 (𝑋, 𝑌, − 
𝑑𝑋

𝑑𝑌
) = 0 

(𝑥, 𝑦)کو(𝑋, 𝑌) رزیکی جگہ رکھنے پر  دی گئی منحنی کے خاندان کے لیے عمودی

 

کٹ
ح 
 جو کہ درج ذیل ہے  حاصل ہوگی  ٹرا

𝜓 (𝑥, 𝑦, −
𝑑𝑥

𝑑𝑦
) = 0 

رزی حاصل کرنے کے لیے اس خاندان کی دی گئی تفرقی مساوات میں  

 

کٹ
ح 
ت اات کے خاندان کی عمودی ٹرا

 

حی

 

من

زہن نشین رکھیں کہ کس 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
کی  

−جگہ
𝑑𝑥

𝑑𝑦
 ۔ رکھتے ہیں

زوں کے خاندان   ۔ 1مثال 

 

𝑥2داب + 𝑦2 = 𝑟2
رزی حاصل کریے۔  

 

کٹ
ح 
 کے لیے عمودی ٹرا

زے دی گئی  حل۔  

 

زی داب

 

 کی مساوات ہے ہم مرک

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2
 

ز ہے۔ 𝑟جہاں   

 

 
 ای  پیرام

ا ہے 𝑥اوپر دی گئی مساوات کو بہ لحاظ   

 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

2𝑥 + 2𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

−𝑥

𝑦
 

ت اات جو کہ دی گئی 

 

حی

 

من

رزی حاصل کرنے کے لیےکے خاندان کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ 

 

کٹ
ح 
میں  اس مساوات  عمودی ٹرا

𝑑𝑦

𝑑𝑥
کی  

−جگہ
𝑑𝑥

𝑑𝑦
  ہیں  رکھتے

                                                                                     −
𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

−𝑥

𝑦
 

⇒
𝑑𝑦

𝑦
=

𝑑𝑥

𝑥
 

ل 
م
ک

 

ی

ا ہے  

 

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

log 𝑦 = log 𝑥 + log 𝑐 

⇒ 𝑦 = 𝑐𝑥 
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 سے ہوکر گزرتی ہیں۔(0 ،0)نمائندگی کرتی ہے جو مبدا  کیکے خاندان  جو کہ ان خطوط  

 

 

 8.3.1.1شکل  

 

ت اات کے خاندان    ۔ 2مثال 

 

حی

 

من

𝑥𝑦 = 𝑐2
ز ہے، کے 𝑐جہاں   ، 

 

 
رزی حاصل کریے۔ ای  پیرام

 

کٹ
ح 
 لیے عمودی ٹرا

ت اات کے خاندان کی مساوات ہے  حل۔  

 

حی

 

من

 دی گئی 

                                                                                        𝑥𝑦 = 𝑐2
 

ا ہے 𝑥اوپر دی گئی مساوات کو بہ لحاظ   

 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

𝑦 + 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

−𝑦

𝑥
 

ت اات جو کہ دی گئی 

 

حی

 

من

میں  اس مساوات  کے خاندان کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
−کی جگہ

𝑑𝑥

𝑑𝑦
  پر  رکھنے

                                                                                    −
𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

−𝑦

𝑥
 

⇒ 𝑦𝑑𝑦 − 𝑥𝑑𝑥 = 0 

ل 
م
ک

 

ی

ا ہے  

 

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

𝑦2

2
−

𝑥2

2
=

𝑎2

2
 

⇒ 𝑦2 − 𝑥2 = 𝑎2
 

رزی ہےجو کہ 

 

کٹ
ح 
ت اات کے خاندان کی مساوات کے لیے عمودی ٹرا

 

حی

 

من

 ۔دی گئی 

 کرو کہ مکافی )پیرابولہ( کا نظام   ۔ 3مثال 

 

 
ات

 

𝑦2ت = 4𝑎(𝑥 + 𝑎) جہاں   ہے، خود عمودی𝑎 ز ہے

 

 
 ۔ ای  پیرام

ت اات کے خاندان کی مساوات ہے  حل۔  

 

حی

 

من

 دی گئی 

 ……………(1)   𝑦2 = 4𝑎(𝑥 + 𝑎) 

ا ہے 𝑥کو بہ لحاظ   (1)مساوات 

 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوت
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                                                                          2𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 4𝑎 

 ……………(2)    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝑎

𝑦
 

زاج کرنے پر   𝑎سے  (2)اور    (1) مساوات 

 

 کا اج

𝑦2 = 2𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
(𝑥 +

𝑦

2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 

 ……………(3)  𝑦 = 2𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

 

ت اات جو کہ دی گئی 

 

حی

 

من

میں  اس مساوات  کے خاندان کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
−کی جگہ

𝑑𝑥

𝑑𝑦
  پر  رکھنے

                                                                                    𝑦 = 2𝑥 (−
𝑑𝑥

𝑑𝑦
) + 𝑦 (−

𝑑𝑥

𝑑𝑦
)

2

 

⇒ 𝑦 = −
2𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥

+
𝑦

(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2 

⇒ 𝑦 = 2𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

 

ت اات دی گئی جو کہ 

 

حی

 

من

 اس لیے دیے گی  مکافی کا نظام  خود عمود ی ہے۔  ہے۔طرح ہی مساوات کی کے خاندان کی تفرقی  

ت اات ۔ 4مثال 

 

حی

 

من

𝑎𝑥2کے خاندان    + y2 = رزی حاصل کریے۔  1

 

کٹ
ح 
 کے لیے عمودی ٹرا

ت اات  حل۔  

 

حی

 

من

 کی مساوات ہے  کے خاندان دی گئی 

                                                                     𝑎𝑥2 + 𝑦2 = 1 

ز ہے۔ 𝑎جہاں   

 

 
 ای  پیرام

ا ہے 𝑥اس مساوات کو بہ لحاظ   

 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

                                                               2𝑎𝑥 + 2𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

𝑎 =
−𝑦

𝑥
(

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 

𝑎   کی یہ قیمت دی گئی مساوات میں رکھنے پر 

{
−𝑦

𝑥
(

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)} 𝑥2 + y2 = 1 

⇒ 𝑦2 = 1 + 𝑥𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

ت اات 

 

حی

 

من

میں  اس مساوات  کے خاندان کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ جو کہ دی گئی 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
−کی جگہ

𝑑𝑥

𝑑𝑦
  پر  رکھنے

𝑦2 = 1 + 𝑥𝑦 (−
𝑑𝑥

𝑑𝑦
) 

⇒ 𝑥𝑦 (
𝑑𝑥

𝑑𝑦
) = 1 − 𝑦2
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⇒ 𝑥𝑑𝑥 = (
1

𝑦
− 𝑦) 𝑑𝑦 

ل 
م
ک

 

ی

ا ہے  

 

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

𝑦2

2
+

𝑥2

2
− log 𝑐 = log 𝑦 

⇒ log
𝑦

𝑐
=

𝑥2 + 𝑦2

2
 

⇒ 𝑦 = 𝑐𝑒
(

𝑥2+𝑦2

2
)
 

رزی ہےجو کہ 

 

کٹ
ح 
ت اات کے خاندان کی مساوات کے لیے عمودی ٹرا

 

حی

 

من

 ۔دی گئی 

 کرو کہ  ۔ 5مثال 

 

 
ات

 

𝑥2ت + y2 + 2𝑔𝑥 + 1 = رزی   0

 

کٹ
ح 
𝑥2کی عمودی ٹرا + y2 + 2𝑓𝑦 − 1 =  ہے۔0

ت اات  حل۔  

 

حی

 

من

 کی مساوات ہے  کے خاندان دی گئی 

𝑥2 + y2 + 2𝑔𝑥 + 1 = 0 

ز ہے۔ 𝑔جہاں   

 

 
 ای  پیرام

ا ہے 𝑥اس  مساوات کو بہ لحاظ   

 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

2𝑥 + 2𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑔 = 0 

⇒ 𝑔 = − (𝑥 + 𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 

𝑔   کی یہ قیمت دی گئی مساوات میں رکھنے پر 

𝑥2 + y2 − 2 (𝑥 + 𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 𝑥 + 1 = 0 

⇒ −𝑥2 + y2 − 2𝑥𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 1 = 0 

ت اات 

 

حی

 

من

میں  اس مساوات  کے خاندان کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ جو کہ دی گئی 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
−کی جگہ

𝑑𝑥

𝑑𝑦
  پر  رکھنے

                                                −𝑥2 + y2 − 2𝑥𝑦 (−
𝑑𝑥

𝑑𝑦
) + 1 = 0 

⇒
−𝑥2

y
+ y − 2𝑥 (−

𝑑𝑥

𝑑𝑦
) +

1

y
= 0 

⇒ 2𝑥
𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

𝑥2

y
− (y +

1

y
) 

زض کرو کہ   

 

𝑥2ف = 𝑚  

 

2𝑥، ت
𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

𝑑𝑚

𝑑𝑦
 اس لیے

𝑑𝑚

𝑑𝑦
−

m

y
= − (y +

1

y
) 

 جو کہ ای  خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس لیے 

𝐼. 𝐹. = 𝑒
− ∫

1

y
𝑑𝑦

= 𝑒− log 𝑦 =
1

y
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 اس لیے خطی تفرقی مساوات کا حل ہوگا

𝑚
1

y
= − ∫

1

y
(y +

1

y
) + 𝑐 

                                                                         = − ∫ (1 +
1

y2
) + 𝑐 

                                                                         = −y +
1

y
+ 𝑐 

𝑥2اب  = 𝑚   رکھنے پر 

𝑥2

y
= −y +

1

y
+ 𝑐 

2𝑓یہاں   = −𝑐 ا ہے

 

 رکھنے پر حاصل ہوت

𝑥2 + y2 + 2𝑓𝑦 − 1 = 0 

رزی ہےجو کہ 

 

کٹ
ح 
ت اات کے خاندان کی مساوات کے لیے عمودی ٹرا

 

حی

 

من

ا ہے کہ   ۔دی گئی 

 

 ہوت

 

 
ات

 

𝑥2اس سے ت + y2 + 2𝑔𝑥 + 1 = کی   0

رزی  

 

کٹ
ح 
𝑥2عمودی ٹرا + y2 + 2𝑓𝑦 − 1 =  ہے۔0

ت اات ۔ 6مثال 

 

حی

 

من

کے خاندان   

𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑎2+λ
= رزی حاصل کریے۔  λجہاں    1

 

کٹ
ح 
ز ہے، کے لیے عمودی ٹرا

 

 
 ای  پیرام

ت اات  حل۔  

 

حی

 

من

 کی مساوات ہے  کے خاندان دی گئی 

𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑎2 + λ
= 1 

ا ہے 𝑥من درج ت الا مساوات کو بہ لحاظ   

 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

2𝑥

𝑎2
+

2𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥

𝑎2 + λ
= 0 

⇒ 𝑎2 + λ =
−𝑎2𝑦

𝑥
(

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 

𝑎2 + λ   کی یہ قیمت دی گئی مساوات میں رکھنے پر 

𝑥2

𝑎2
+

y2

−𝑎2𝑦

𝑥
(

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

= 1 

⇒
𝑥2

𝑎2
−

𝑥𝑦

𝑎2
(

𝑑𝑥

𝑑𝑦
) = 1 

ت اات جو کہ دی گئی 

 

حی

 

من

 کے خاندان کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ 

میں  اس مساوات 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
−کی جگہ 

𝑑𝑥

𝑑𝑦
رزی حاصل ہو جاتی ہے۔  پر رکھنے

 

کٹ
ح 
 ضروری عمودی ٹرا

𝑥2

𝑎2
+

𝑥𝑦

𝑎2
(

dy

dx
) = 1 

⇒ 𝑥𝑦 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) = 𝑎2 − 𝑥2
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⇒ 𝑦𝑑𝑦 = (
𝑎2

𝑥
− 𝑥) 𝑑𝑥 

ل 
م
ک

 

ی

ا ہے  

 

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

𝑦2

2
+

𝑥2

2
= 𝑎2 log 𝑥 +

𝑐

2
 

⇒ 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑎2 log 𝑥 = 𝑐 

رزی ہےجو کہ 

 

کٹ
ح 
ت اات کے خاندان کی مساوات کے لیے عمودی ٹرا

 

حی

 

من

 ۔دی گئی 

ت اات  ۔ 7مثال 

 

حی

 

من

𝑦کے خاندان    = 𝑎𝑥3
رزی حاصل کریے۔  𝑎جہاں    

 

کٹ
ح 
 ای  اختیاری مستقل ہے، کے لیے عمودی ٹرا

ت اات  حل۔  

 

حی

 

من

 کی مساوات ہے  کے خاندان دی گئی 

𝑦 = 𝑎𝑥3
 

 تفرق کرنے پر  𝑥اس مساوات کو بہ لحاظ   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3𝑎𝑥2

 

⇒                                       𝑎 =
1

3𝑥2
(

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 

𝑎            کی یہ قیمت دی گئی مساوات میں رکھنے پر 

                                                                                𝑦 =
1

3𝑥2
(

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 𝑥3

 

⇒ 3𝑦 = 𝑥 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 

گئی   دی  کہ  ت اات جو 

 

حی

 

من

ہے۔   مساوات  تفرقی  لیے  کے  خاندان  مساوات    کے  اس  لیے  کے  کرنے  حاصل  رزی 

 

کٹ
ح 
ٹرا میں  عمودی 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
کی  

−جگہ
𝑑𝑥

𝑑𝑦
 اس لیے  ہیں، رکھتے

3𝑦 = 𝑥 (−
𝑑𝑥

𝑑𝑦
) 

⇒                   3𝑦𝑑𝑦 + 𝑥𝑑𝑥 = 0 

ل 
م
ک

 

ی

ا ہے  

 

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

3𝑦2

2
+

𝑥2

2
=

𝑐

2
 

⇒                                 𝑥2 + 3𝑦2 = 𝑐 

رزی ہےجو کہ 

 

کٹ
ح 
ت اات کے خاندان کی مساوات کے لیے عمودی ٹرا

 

حی

 

من

 ۔دی گئی 

  مساوات  8.3.2
 

 ( When Equations in Polar Form)شکل میں ہو قطبی ج

ت اات کے خاندان کی مساوات درج ذیل ہے

 

حی

 

من

زض کرو  کہ 

 

 ف

 ……………(1)   φ(𝑟, 𝜃, 𝑎) = 0 

زض کرو  کہ اس خاندان کی تفرقی مساوات درج ذیل ہے  ای  𝑎جہاں  

 

ز ہےاور ف

 

 
 پیرام
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 ……………(2)   𝜓 (𝑟, 𝜃,
𝑑𝑟

𝑑𝜃
) = 0 

 

 8.3.2.1شکل  

زض کرو  

 

,𝑃(𝑟 کس نقطہ  کےCکس منحنی  کے  کہ خاندان    ف 𝜃)رزیای  عمودی    اسی خاندان کیپر

 

کٹ
ح 
رزی𝑃اگر    کاٹتی ہے۔  Tٹرا

 

کٹ
ح 
  پر   ٹرا

  اس نقطہ  کو  

 

,𝑃(𝜌مان لیا جایے، ت 𝛼)ز کرتے ہیں
 
′δاور     δمان لو کہ     ۔سے ظاہ

رزی    Cمنحنی

 

کٹ
ح 
کے  (Tangents)پر مماس  𝑃کے نقطہ    Tاور ٹرا

زداری نصف قط(Angles)ذاویے      OP(Radius Vector)ہیں جو کہ ب 

 

 سے بنایے گی  ہیں۔ ت

tan δ = 𝑟
𝑑𝜃

𝑑𝑟
tanاور   δ′ = 𝜌

𝑑𝛼

𝑑𝜌
 

°90ای  دوسرے کو T اور Cچوں کہ  اب 
 پر کاٹتے ہیں، اس لیے  

|𝛿 − δ′| =
𝜋

2
 

⇒ 𝛿 = δ′ +
𝜋

2
 

⇒ tan 𝛿 = tan (δ′ +
𝜋

2
) 

⇒ tan 𝛿 = − cot δ′
 

⇒ tan 𝛿 tan δ′ = −1 

⇒ (𝑟
𝑑𝜃

𝑑𝑟
) (𝜌

𝑑𝛼

𝑑𝜌
) = −1 

⇒
𝑑𝜃

𝑑𝑟
=

−1

𝑟𝜌
𝑑𝛼

𝑑𝜌

 

⇒
𝑑𝑟

𝑑𝜃
= −𝑟𝜌

𝑑𝛼

𝑑𝜌
 

𝑟پر  𝑃نقطہ    = 𝜌    اورθ = α  اس لیے ، 

𝑑𝑟

𝑑𝜃
= −𝜌2

𝑑𝛼

𝑑𝜌
 

 ( سے 2اب مساوات )

𝜓 (𝜌, α, −𝜌2
𝑑𝛼

𝑑𝜌
) = 0 

(𝜌, 𝛼)کو(𝑟, 𝜃) رزی کی تفرقی مساوات حاصل ہو  جاتی ہے، جو کہ درج ذیل ہوگی

 

کٹ
ح 
 سے بدل کر ہمیں ضروری عمودی ٹرا
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𝜓 (𝑟, 𝜃, −𝑟2
𝑑𝜃

𝑑𝑟
) = 0 

تفرقی  مساوات میں کی  خاندان  کے  ت اات 

 

حی

 

من

کس  کہ  رکھیں  زہن نشین 

𝑑𝑟

𝑑𝜃
جگہ     𝑟2−کی  𝑑𝜃

𝑑𝑟
کراس    ت ااترکھ 

 

حی

 

من

کی  کے   خاندان  عمودی   

رزی حاصل ہو جاتی ہے

 

کٹ
ح 
جاتی   ۔ٹرا ہو  کی مساوات حاصل  خاندان  رزی کے 

 

کٹ
ح 
ٹرا پر عمودی  کو حل کرنے  اس طرح حاصل تفرقی مساوات 

 ہے۔

ت اات  ۔ 1مثال 

 

حی

 

من

𝑟کے خاندان    = 𝑎𝜃 جہاں،𝑎  رزی حاصل کریے۔

 

کٹ
ح 
ز ہے، کے لیے عمودی ٹرا

 

 
 ای  پیرام

ت اات  حل۔  

 

حی

 

من

 کی مساوات ہے  کے خاندان دی گئی 

𝑟 = 𝑎𝜃 

 تفرق کرنے پر  𝜃اس مساوات کو بہ لحاظ   

𝑑𝑟

𝑑𝜃
= 𝑎 

𝑎   کی یہ قیمت دی گئی مساوات میں رکھنے پر 

𝑟 = 𝜃
𝑑𝑟

𝑑𝜃
 

دی گئی   ت اات جو کہ 

 

حی

 

من

اس مساوات    کے خاندان کے لیے تفرقی مساوات ہے۔   رزی کی تفرقی مساوات حاصل کرنے کے لیے 

 

کٹ
ح 
ٹرا عمودی 

میں

𝑑𝑟

𝑑𝜃
𝑟2−کی جگہ    𝑑𝜃

𝑑𝑟
 اس لیے  ہیں، رکھتے

𝑟 = 𝜃 (−𝑟2
𝑑𝜃

𝑑𝑟
) 

⇒                              
𝑑𝑟

𝑟
= −𝜃𝑑𝜃 

ل 
م
ک

 

ی

ا ہے  

 

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

log 𝑟 = −
𝜃2

2
+ log 𝑐 

⇒                           log
𝑟

𝑐
= −

𝜃2

2
 

⇒                                   𝑟 = 𝑐𝑒−
𝜃2

2  

رزی ہےجو کہ 

 

کٹ
ح 
ت اات کے خاندان کی مساوات کے لیے عمودی ٹرا

 

حی

 

من

 ۔دی گئی 

ت اات  ۔ 2مثال 

 

حی

 

من

𝑟کے خاندان    = 𝑎(1 + cos 𝜃)    جہاں𝑎  رزی حاصل کریے۔

 

کٹ
ح 
ز ہے، کے لیے عمودی ٹرا

 

 
 ای  پیرام

ت اات  حل۔  

 

حی

 

من

 کی مساوات ہے  کے خاندان دی گئی 

𝑟 = 𝑎(1 + cos 𝜃) 

 تفرق کرنے پر  𝜃اس مساوات کو بہ لحاظ   

𝑑𝑟

𝑑𝜃
= −𝑎 sin 𝜃 
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⇒ 𝑎 = −
1

sin 𝜃
(

𝑑𝑟

𝑑𝜃
) 

𝑎   کی یہ قیمت دی گئی مساوات میں رکھنے پر 

⇒ 𝑟 = −
1

sin 𝜃
(

𝑑𝑟

𝑑𝜃
) (1 + cos 𝜃) 

دی گئی   ت اات جو کہ 

 

حی

 

من

اس مساوات    کے خاندان کے لیے تفرقی مساوات ہے۔   رزی کی تفرقی مساوات حاصل کرنے کے لیے 

 

کٹ
ح 
ٹرا عمودی 

میں

𝑑𝑟

𝑑𝜃
𝑟2−کی جگہ    𝑑𝜃

𝑑𝑟
 اس لیے  ہیں، رکھتے

𝑟 = −
1 + cos 𝜃

sin 𝜃
(−𝑟2

𝑑𝜃

𝑑𝑟
) 

⇒
𝑑𝑟

𝑟
= (cos𝑒𝑐 𝜃 + cot 𝜃)𝑑𝜃 

ل 
م
ک

 

ی

ا ہے  

 

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

log|𝑟| = log|cos𝑒𝑐 𝜃 − cot 𝜃| + log|sin 𝜃| + log 𝑐 

⇒ log|𝑟| = log|𝑐 sin 𝜃 (cos𝑒𝑐 𝜃 − cot 𝜃)| 
⇒ 𝑟 = 𝑐 sin 𝜃 (cos𝑒𝑐 𝜃 − cot 𝜃) 

⇒ 𝑟 = 𝑐(1 − cos 𝜃) 

رزی ہےجو کہ 

 

کٹ
ح 
ت اات کے خاندان کی مساوات کے لیے عمودی ٹرا

 

حی

 

من

 ۔دی گئی 

ت اات  ۔ 3مثال 

 

حی

 

من

𝑟𝑛کے خاندان    sin 𝑛𝜃 = 𝑎𝑛
رزی حاصل کریے۔  𝑎جہاں    

 

کٹ
ح 
ز ہے، کے لیے عمودی ٹرا

 

 
 ای  پیرام

ت اات  حل۔  

 

حی

 

من

 کی مساوات ہے  کے خاندان دی گئی 

𝑟𝑛 sin 𝑛𝜃 = 𝑎𝑛
 

𝑛 log 𝑟 + log sin 𝑛𝜃 = 𝑛 log 𝑎 

 تفرق کرنے پر  𝜃اس مساوات کو بہ لحاظ   

𝑛

𝑟

𝑑𝑟

𝑑𝜃
+

1

sin 𝑛𝜃
× 𝑛 cos 𝑛𝜃 = 0 

⇒
1

𝑟

𝑑𝑟

𝑑𝜃
+ cot 𝑛𝜃 = 0 

دی گئی   ت اات جو کہ 

 

حی

 

من

اس مساوات    کے خاندان کے لیے تفرقی مساوات ہے۔   رزی کی تفرقی مساوات حاصل کرنے کے لیے 

 

کٹ
ح 
ٹرا عمودی 

میں

𝑑𝑟

𝑑𝜃
𝑟2−کی جگہ    𝑑𝜃

𝑑𝑟
 اس لیے  ہیں، رکھتے

1

𝑟
(−𝑟2

𝑑𝜃

𝑑𝑟
) + cot 𝑛𝜃 = 0 

⇒                     
𝑑𝑟

𝑟
+ tan 𝑛𝜃 𝑑𝜃 = 0 

ل 
م
ک

 

ی

ا ہے  

 

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

log|𝑟| =
1

𝑛
log|s𝑒𝑐 𝑛𝜃| + log 𝑐 

⇒                  𝑛 log|𝑟| = log|s𝑒𝑐 𝑛𝜃| + 𝑛 log 𝑐 

⇒                           𝑟𝑛 = 𝑐𝑛 s𝑒𝑐 𝑛𝜃 
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⇒              𝑟𝑛 cos 𝑛𝜃 = 𝑐𝑛
 

رزی ہےجو کہ 

 

کٹ
ح 
ت اات کے خاندان کی مساوات کے لیے عمودی ٹرا

 

حی

 

من

 ۔دی گئی 

ت اات ۔  4مثال 

 

حی

 

من

𝑟𝜃کے خاندان    = 𝑎   جہاں𝑎  رزی حاصل کریے۔

 

کٹ
ح 
ز ہے، کے لیے عمودی ٹرا

 

 
 ای  پیرام

ت اات  حل۔  

 

حی

 

من

 کی مساوات ہے  کے خاندان دی گئی 

𝑟𝜃 = 𝑎 

 تفرق کرنے پر  𝜃اس مساوات کو بہ لحاظ   

𝜃
𝑑𝑟

𝑑𝜃
+ 𝑟 = 0 

دی گئی   ت اات جو کہ 

 

حی

 

من

اس مساوات    کے خاندان کے لیے تفرقی مساوات ہے۔   رزی کی تفرقی مساوات حاصل کرنے کے لیے 

 

کٹ
ح 
ٹرا عمودی 

میں

𝑑𝑟

𝑑𝜃
𝑟2−کی جگہ    𝑑𝜃

𝑑𝑟
 اس لیے  ہیں، رکھتے

𝜃 (−𝑟2
𝑑𝜃

𝑑𝑟
) + 𝑟 = 0 

⇒                                       1 − 𝑟𝜃
𝑑𝜃

𝑑𝑟
= 0 

⇒                                                    
𝑑𝑟

𝑟
= 𝜃𝑑𝜃 

ل 
م
ک

 

ی

ا ہے  

 

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

log|𝑟| =
𝜃2

2
+ log 𝑐 

⇒ log
𝑟

𝑐
=

𝜃2

2
 

⇒ 𝑟 = 𝑐𝑒
𝜃2

2  

رزی ہےجو کہ 

 

کٹ
ح 
ت اات کے خاندان کی مساوات کے لیے عمودی ٹرا

 

حی

 

من

 ۔دی گئی 

رزیاوبلک  8.4

 

کٹ
ح 
 ( Oblique Trajectory)ٹرا

ز ای  رکن کو جھکاؤ   تعریف:
 
ت اات کے خاندان کے ہ

 

حی

 

من

α اگر کوئی منحنی کس دیے گی   ≠ 90°
رزی کہتے     

 

کٹ
ح 
  اس کو اوبلک ٹرا

 

پر کاٹتا ہے ، ت

 ہیں۔

ت اات کے خاندان کی تفرقی مساوات میں    

 

حی

 

من

نوٹ: کس 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
کی جگہ  

𝑝+tan 𝛼

1−𝑝 tan 𝛼
رزی حاصل ہو جاتی ہے، جہاں       

 

کٹ
ح 
رکھنے پر اس خاندان کی اوبلک ٹرا

𝑝 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
ز ای  رکن کو کاٹ کر بناتی ہے ۔  αاور 

 
ت اات کے خاندان کے ہ

 

حی

 

من

رزی ، 

 

کٹ
ح 
 وہ جھکاؤ ہے جو اوبلک ٹرا

زوں کے خاندان    ۔ 1مثال 

 

𝑥2داب + 𝑦2 = 𝑟2
°30کو     

رزی کی مساوات حاصل کریے۔ 

 

کٹ
ح 
 کے جھکاؤ پر کاٹنے والی اوبلک  ٹرا

زوں کے خاندان  کی مساوات ہے   حل۔  

 

 دی گئی داب

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2
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ز ہے۔ 𝑟جہاں   

 

 
 ای  پیرام

ا ہے 𝑥من درج ت الا مساوات کو بہ لحاظ   

 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

2𝑥 + 2𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

−𝑥

𝑦
 

ت اات جو کہ دی گئی 

 

حی

 

من

رزی حاصل کرنے کے لیے   اس مساوات کے خاندان کے لیے تفرقی مساوات ہے۔ 

 

کٹ
ح 
میں  اوبلک ٹرا

𝑑𝑦

𝑑𝑥
کی 

جگہ

𝑝+tan 𝛼

1−𝑝 tan 𝛼
𝛼، یہاں  ہیںرکھتے = 30°

 اس لیے ۔ہے

𝑝 + tan 30°

1 − 𝑝 tan 30°
=

−𝑥

𝑦
 

⇒
𝑝 +

1

√3

1 −
𝑝

√3

=
−𝑥

𝑦
 

⇒ 𝑦(√3𝑝 + 1) + 𝑥(√3 − 𝑝) = 0 

⇒ (√3𝑦 − 𝑥)𝑝 + √3𝑥 + 𝑦 = 0 

⇒ 𝑝 = −
√3𝑥 + 𝑦

√3𝑦 − 𝑥
 

⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

√3 +
𝑦

𝑥

1 −
𝑦

𝑥
√3

 

زض کرو  کہ

 

𝑦جو ای  متجانس خطی تفرقی مساوات ہے۔ اب ف = 𝑥𝑣  

 

،ت

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑣 + 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 اس لیے

𝑣 + 𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

√3 +
𝑥𝑣

𝑥

1 −
𝑥𝑣

𝑥
√3

 

⇒ 𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

√3 + 𝑣

1 − √3𝑣
− 𝑣 

=
√3 + 𝑣 − 𝑣 + √3𝑣2

1 − √3𝑣
 

=
√3(1 + 𝑣2)

1 − √3𝑣
 

⇒ √3
𝑑𝑥

𝑥
=

1 − √3𝑣

1 + 𝑣2
𝑑𝑣 

=
1

1 + 𝑣2
𝑑𝑣 −

√3

2
(

2𝑣

1 + 𝑣2
) 𝑑𝑣 

⇒
𝑑𝑥

𝑥
=

1

√3
(

1

1 + 𝑣2
) 𝑑𝑣 −

1

2
(

2𝑣

1 + 𝑣2
) 𝑑𝑣 

⇒                                  2
𝑑𝑥

𝑥
=

2

√3
(

1

1 + 𝑣2
) 𝑑𝑣 − (

2𝑣

1 + 𝑣2
) 𝑑𝑣 
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ل 
م
ک

 

ی

ا ہے  

 

 کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

2 log 𝑥 =
2

√3
tan−1 𝑣 − log(1 + 𝑣2) + log 𝑐 

⇒ log
𝑥2(1 + 𝑣2)

𝑐
=

2

√3
tan−1 𝑣 

⇒ 𝑥2(1 + 𝑣2) = 𝑐𝑒
2

√3
tan−1 𝑣

 

𝑣   کی جگہ

𝑦

𝑥
ا ہے 

 

 رکھنے پر ہمیں حاصل ہوت

𝑥2 {1 + (
𝑦

𝑥
)

2

} = 𝑐𝑒
2

√3
tan−1(

𝑦

𝑥
)
 

⇒ 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑐𝑒
2

√3
𝑡𝑎𝑛−1(

𝑦

𝑥
)
 

زوں کے خاندان  کی ضروری جو کہ 

 

رزیدیے گی  داب

 

کٹ
ح 
 ۔ہے اوبلک ٹرا

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 8.5

 اس اکائی میں ہم نے پڑھا:

کرو   • زض 

 

ای     ف لکیر    ذرہکہ  نقطہ    OXکس سیدھی  ای     Xسے     Oکے 

 
 

وق کس  کی  ذرہ  اس    

 

ت ہے،  رہا  چل  طرف  پر    tکی 

𝑣ت الطرتیب(  Acceleration)کا اسراع   ذرہاور اس    (Speed)رفتار =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
𝑎اور  =

𝑑𝑣

𝑑𝑡
کس منحنی پر گردش    ذرہہوگا۔ اور  اگر یہ  

  

 

𝑣کی رفتار  ذرہکر رہا ہو ، ت =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
𝑎(Acceleration)کا اسراع  ذرہاور اس  =

𝑑2𝑠

𝑑𝑡2 ہوگا۔ 

اس  ہوتی ہے۔  •

 
 

 کس آت ادی کے اضافہ کی شرح آت ادی کے م

ابکار •

 

اس  ہوتی ہے۔ (Radioactive)کس خاص ت

 
 

 مادہ کی کشی کی شرح موجودہ مقدار کے م

اور اس کے چاروں طرف کے ماحول کے    𝑇 ٹھنڈی ہو رہی کس بوڈی میں درج حرارت میں بدلاؤ کی شرح بوڈی کے درج حرارت   •

ا ہے۔ اس لیے 𝑇0درج حرارت 

 

اس  ہوت

 
 

زق کے م

 

 کے درمیانی  ف

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= −𝑘(𝑇 − 𝑇0) 

 مستقل ہے۔  )+(تناس  کا مثبت 𝑘جہاں  

کی   • خاندان  کے  ت اات 

 

حی

 

من

اس  ہے،   کاٹتا  قانون کے مطابق  گی   دیے  کس  کو  رکن  کس  خاندان کے  کے  ت اات 

 

حی

 

من

کس  جو  وہ منحنی 

رزی کہلاتی ہے۔ 

 

کٹ
ح 
 ٹرا

کو   • رکن  ای   ز 
 
ہ خاندان کے  ت اات کے 

 

حی

 

من

یہ  اگر  رزی عمودی ہوگی 

 

کٹ
ح 
ٹرا °90کوئی 

کی عمودی  پر کاٹے۔ خاندان  ت اات کے 

 

حی

 

من

کس 

رزی حاصل کرنے کے لیے اس خاندان کی دی گئی تفرقی مساوات میں 

 

کٹ
ح 
ٹرا

𝑑𝑦

𝑑𝑥
−کی جگہ 

𝑑𝑥

𝑑𝑦
 ۔رکھتے ہیں

ت اات کے خاندان کی تفرقی  مساوات میںاگر منحنی پولر شکل میں ہو تب  •

 

حی

 

من

س 

𝑑𝑟

𝑑𝜃
𝑟2−کی جگہ     𝑑𝜃

𝑑𝑟
منحنی کی قطبی شکل میں رکھ کراس   
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رزی حاصل ہو جاتی ہے 

 

کٹ
ح 
 ۔عمودی ٹرا

ز ای  رکن کو جھکاؤ  •
 
ت اات کے خاندان کے ہ

 

حی

 

من

αاگر کوئی منحنی کس دیے گی   ≠ 90°
رزی کہتے     

 

کٹ
ح 
  اس کو اوبلک ٹرا

 

پر خاٹتا ہے ، ت

ت اات کے خاندان کی تفرقی مساوات میں    

 

حی

 

من

ہیں۔کس 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
کی جگہ  

𝑝+tan 𝛼

1−𝑝 tan 𝛼
رزی حاصل ہو جاتی     

 

کٹ
ح 
رکھنے پر اس خاندان کی اوبلک ٹرا

 ہے۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ  8.6

رزی،  قطبی شکل، متجانس 

 

کٹ
ح 
رزی، اوبلک ٹرا

 

کٹ
ح 
ت اات کے خاندان، عمودی ٹرا

 

حی

 

من

 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  8.7

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوات ات کے حامل سوالات 8.7.1

دیوایکٹو .1

 

اس  ہوتی ہے۔  (Radioactive)کس خاص رپ 

 
 

 (T/F)   مادہ کی کشی کی شرح موجودہ مقدار کے م

رزت ا .2

 

 ت کٹ
ب

کی آت ادی کے اضافہ کی شرح     (Bacteria)کس 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
رزت ا

 

 ت کٹ
ب

اس  ہوگی،جہاں   𝑥کی آت ادی   

 
 

𝑥کےغیر م = 𝑥(𝑡)  رزت ا کی

 

 ت کٹ
ب

  

 
 

ا ہے۔’t‘وق

 

ز کرت
 
 (T/F)        پر تعداد کو ظاہ

رزی حاصل کرنے کے لیے اس خاندان کی دی گئی تفرقی مساوات میں  .3

 

کٹ
ح 
ت اات کے خاندان کی عمودی ٹرا

 

حی

 

من

کس 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
کی جگہ 

𝑑𝑥

𝑑𝑦

 (T/F)          ۔ رکھتے ہیں 

زض کرو  کہ کوئی  .4

 

ت اات کے خاندان کی تفرقی  مساوات میںتب  ،منحنی پولر شکل میں ہےف

 

حی

 

من

س 

𝑑𝑟

𝑑𝜃
𝑟2−کی جگہ    𝑑𝜃

𝑑𝑟
رکھ کراس   

رزی حاصل ہو جاتی ہےمنحنی کی پولر شکل میں  

 

کٹ
ح 
 (T/F)      ۔ عمودی ٹرا

ت اات کے خاندان کی تفرقی مساوات میں     .5

 

حی

 

من

کس 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
کی جگہ  

𝑝+tan 𝛼

1−𝑝 tan 𝛼
رزی حاصل ہو جاتی    

 

کٹ
ح 
رکھنے پر اس خاندان کی اوبلک ٹرا

 (T/F)           ہے۔ 

 ٹھنڈک کا نیوٹن کا قانون کیا ہے؟  .6

رزیاوبلک  .7

 

کٹ
ح 
 کیا ہے؟  ٹرا

رزی .8

 

کٹ
ح 
 کی تعریف کریے۔  ٹرا

رزیعمودی  .9

 

کٹ
ح 
 کی تعریف کریے۔  ٹرا

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوات ات کے حامل سوالات  8.7.2

ت اات .1

 

حی

 

من

𝑟کے خاندان    = 𝑎(1 − cos 𝜃)    جہاں𝑎 رزی محسوب کریے۔

 

کٹ
ح 
ز ہے، کے لیے عمودی ٹرا

 

 
 ای  پیرام

ت اات .2

 

حی

 

من

𝑟کے خاندان    = 𝑒𝑎𝜃
رزی معلوم  کرو۔  𝑎جہاں    

 

کٹ
ح 
ز ہے، کے لیے عمودی ٹرا

 

 
 ای  پیرام
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ت اات .3

 

حی

 

من

𝑟کے خاندان    = 𝑎 + sin 5𝜃    جہاں𝑎 رزی حاصل کرو۔

 

کٹ
ح 
ز ہے، کے لیے عمودی ٹرا

 

 
 ای  پیرام

ت اات .4

 

حی

 

من

𝑟کے خاندان    = 𝑎(sec 𝜃 + tan 𝜃)    جہاں𝑎  رزی معلوم کرو۔

 

کٹ
ح 
ز ہے، کے لیے عمودی ٹرا

 

 
 ای  پیرام

ت اات .5

 

حی

 

من

𝑟کے خاندان    = 2𝑎/(1 + cos 𝜃)    جہاں𝑎 رزی محسوب کریے۔

 

کٹ
ح 
ز ہے، کے لیے عمودی ٹرا

 

 
 ای  پیرام

ت اات .6

 

حی

 

من

𝑟𝑛کے خاندان    = 𝑎𝑛 sin 𝑛𝜃    جہاں𝑎 رزی حاصل کرو۔

 

کٹ
ح 
ز ہے، کے لیے عمودی ٹرا

 

 
 ای  پیرام

 (Long Answer Type Questions)طویل جوات ات کے حامل سوالات 8.7.3

ت اات .1

 

حی

 

من

𝑥2کے خاندان    + y2 + 2𝑔𝑥 + 𝑎 = رزی حاصل کریے۔  𝑔جہاں    0

 

کٹ
ح 
ز ہے، کے لیے عمودی ٹرا

 

 
 ای  پیرام

ت اات .2

 

حی

 

من

𝑥2/3کے خاندان    + y2/3 = 𝑎2/3
و ب کریے۔ 𝑎جہاں    

س
ح
 م
ت

رز

 

کٹ
ح 
ز ہے، کے لیے عمودی ٹرا

 

 
 ای  پیرام

ت اات .3

 

حی

 

من

𝑥2کے خاندان    = cy    جہاں𝑐 رزی معلوم  کریے۔

 

کٹ
ح 
ز ہے، کے لیے عمودی ٹرا

 

 
 ای  پیرام

ت اات .4

 

حی

 

من

کے خاندان   

𝑥2

𝑎2+𝜆
+

𝑦2

𝑏2+𝜆
= رزی معلوم  کریے۔ 𝜆جہاں    1

 

کٹ
ح 
ز ہے، کے لیے عمودی ٹرا

 

 
 ای  پیرام

ت اات .5

 

حی

 

من

𝑥3کے خاندان    = cy2
رزی حاصل کریے۔  𝑐جہاں    

 

کٹ
ح 
ز ہے، کے لیے عمودی ٹرا

 

 
 ای  پیرام

 جوات ات:

 جوات ات   کے  معروضی سوالات 8.7.1

1.  (T ) 

2.  (F ) 

3.  (F ) 

4.  (T ) 

5.  (T ) 

 کے جوات ات  مختصر جوات ات کے حامل سوالات 8.7.2

1. 𝑟 = 𝑐(1 + cos 𝜃) 

2. (log 𝑟)2 + 𝜃2 = 𝑏2
 

3. 𝑐𝑒
25

𝑟 = sec 5𝜃 + tan 5𝜃 

4. 𝑟 = 𝑐𝑒− sin 𝜃
 

5. 𝑟 =
2𝑐

(1−cos 𝜃)
 

6. 𝑟𝑛 = 𝑏𝑛 cos 𝑛𝜃 

  جوات ات طویل جوات ات کے حامل سوالاتکے 8.7.3
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1. 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝜇𝑦 − c = 0 

2. 𝑦4/3 − 𝑥4/3 = 𝑏4/3
 

3. 𝑥2 + 2y2 = 𝑏2
 

4. (𝑥 + 𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) (𝑥 − 𝑦

𝑑𝑥

𝑑𝑦
) = 𝑎2 − 𝑏2

 

5. 𝑥2 + 2y2 = 𝑏2
 

 

 

  



139 
 

  کی متجانس خطی تفرقی مساواتیں ۔ 9اکائی
 
 مستقل ضرت

(Homogeneous Linear Differential Equations with 

Constant Coefficients) 

زا  اکائی

 

 
 کے اج

 تمہید    9.0

 مقاص    9.1

  کی   9.2
 
 خطی تفرقی مساواتیں   متجانسمستقل ضرت

 ے   9.2.1 
ی

 

قض

 کچھ بنیادی 

 اتمامی تفاعلات  9.2.2 

 ئجاکتسابی نتا   9.3

 کلیدی الفاظ   9.4

 نمونہ امتحانی سوالات    9.5

  معروضی جوات ات کے حامل سوالات  9.5.1 

 مختصر جوات ات کے حامل سوالات   9.5.2 

 طویل جوات ات کے حامل سوالات  9.5.3 
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 (Introduction)تمہید 9.0

ت ارے میں پڑھا    درجے کی مساواتوں کے اطلاقات کے  اور پہلے  اکائی میں ہم نے پہلے رتبے  ٹر  گزشتہ  پر عمودی  و ر 
صط
کو  اخا جیکٹری 

ا سیکھا۔ اس اکائی میں 

 

  کی اعلی رتبہ کی متجانس تفرقی مساوات  اور اس کی معاون حاصل کرت
 
کی مدد سے  مساوات (Auxiliary)ہم مستقل ضرت

 اتمامی تفاعل  کو  حاصل کرنے کےمختلف  طریقوں پر بحث کریں گے۔ 

 (Objectives)مقاص 9.1

اکائی   ہو جاکے  اس 
 
اس قاب آپ  پر  کہ  ئیں   مکمل ہونے  اور پھر  کر    متجانس تفرقی مساوات کی بنیادی معلومات حاصل  گے  یں گے 

 معاون مساوات کی مدد سے اتمامی تفاعلات کو حاصل کر کے دی گئی متجانس تفرقی مساوات کا حل معلوم   کریں گے۔

9.2   
 
 خطی تفرقی مساواتیں   متجانس کیمستقل ضرت

(Homogeneous Linear Differential Equations with Constant Coefficients ) 

𝑛 کی خطی تفرقی مساوات درج ذیل شکل کی ہوتی ہے رتبہ 

 (1)………….  

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛 + 𝑃1
𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1 + 𝑃2
𝑑𝑛−2𝑦

𝑑𝑥𝑛−2 + ⋯ + 𝑃𝑛−1
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑛𝑦 = 𝑄 

,𝑃1جہاں    𝑃2, ⋯ , 𝑃𝑛−1, 𝑃𝑛 یا ت𝑥ت ا  مستقلا  تکے تفاعلا اور ان میں    ( Constants)تہیں  اور اس کے مشتقات  موجود نہیں  ہوتے    𝑦ہیں 

اگر   ,𝑃1ہیں۔  𝑃2, ⋯ , 𝑃𝑛−1, 𝑃𝑛 اور   تمستقلا ،  𝑄کا تفاعل  𝑥ہوں   

 

  کے ساتھ خطی تفرقی مساوات    (1)مساوات  ہو ت
 
کو مستقل ضرت

 کہتے ہیں۔

,𝑎1اب اگر   𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛 ہوں اور  تمستقلا𝑄   ت ا تو مستقل ہو ت ا𝑥 کا تفاعل  ،  

 

 سے( 1)مساوات ہو ت

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑎1

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1
+ 𝑎2

𝑑𝑛−2𝑦

𝑑𝑥𝑛−2
+ ⋯ + 𝑎𝑛−1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎𝑛𝑦 = 𝑄 

اگر  

𝑑

𝑑𝑥
= 𝐷,

𝑑2

𝑑𝑥2 = 𝐷2,
𝑑3

𝑑𝑥3 = 𝐷3, ⋯ ,
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛 = 𝐷𝑛
 ،   

 

 ت

𝐷𝑛𝑦 + 𝑎1𝐷𝑛−1𝑦 + 𝑎2𝐷𝑛−2𝑦 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝐷𝑦 + 𝑎𝑛𝑦 = 𝑄 

(𝐷𝑛 + 𝑎1𝐷𝑛−1 + 𝑎2𝐷𝑛−2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝐷 + 𝑎𝑛)𝑦 = 𝑄 

 ہیں 

 

 اس مساوات کو اس طرح بھی لکھ سکت

 ………..(2)    𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑄 

𝑓(𝐷)جہاں = 𝐷𝑛 + 𝑎1𝐷𝑛−1 + 𝑎2𝐷𝑛−2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝐷 + 𝑎𝑛ہے۔ 

  اس  𝑛رتبہہم جانتے ہیں کہ اگر کس تفرقی مساوات کا  

 

ہوں گے۔    تمستقلا  اختیاری𝑛میں  (General Solution)عام حل    کے  ہے ، ت

اس حل کو خاص تکملہ    تمستقلا  اختیاری کس حل میں  گرا   

 

نہ ہوں ت اگر مساوات  (Particular Integral)موجود  میں    (2)کہتے ہیں۔ 

𝑄 = 0 ،  

 

 مساوات  ت
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 (3)………     𝑓(𝐷)𝑦 = 0 

 تفرقی مساوات کہلاتی ہے۔  متجانس

 ے 9.2.1
ی

 

قض

 (Some Basic Theorems)کچھ بنیادی 

I.    اگر𝑦 = 𝑣 مساوات𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑄  کا خاص تکملہ ہو  اور𝑦 = 𝑢  جس میں𝑛  ،ابع اختیاری مستقلات ہیں

 

𝑓(𝐷)𝑦مساوات  غیر ت = کا 0

   

 

𝑦عام حل ہو، ت = 𝑢 + 𝑣   مساوات𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑄 و گا۔
حلہ
 کا عام 

𝑦چوں کہ  ثبوت:  = 𝑣 کا خاص تکملہ( 2) مساوات(Particular Integral)   ہے  اور𝑦 = 𝑢 کا عام حل ہے، اس لیے ( 3)مساوات 

𝑓(𝐷)𝑣 = 𝑄 

 اور 

𝑓(𝐷)𝑢 = 0 

 اس لیے

𝑓(𝐷)(𝑢 + 𝑣) = 𝑓(𝐷)𝑢 + 𝑓(𝐷)𝑣 = 0 + 𝑄 = 𝑄 

𝑓(𝐷)𝑦مساوات  اس لیے = 𝑄    کا حل𝑦 = 𝑢 + 𝑣   ہے۔ لیکن اس حل میں𝑛  ابع اختیاری مستقل ہیں۔ اس لیےیہ  مساوات

 

ت غیر 

𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑄    حل عام  𝑦کا  = 𝑢 + 𝑣  ہوگا۔مساوات𝑓(𝐷)𝑦 = مساوات    0 کو  حل  عام  𝑓(𝐷)𝑦کے  = 𝑄    اتمامی کا 

ذیل طریقے سے  (  Complementary Function)تفاعل  درج  عام حل  اس طرح کس خطی تفرقی مساوات کے لیے   ۔  کہتے ہیں 

 حاصل کرتے ہیں 

𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

II.    اگر𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑦کا ای  حل  0 = 𝑦1  

 

𝑦ہے، ت = 𝑐𝑦1  بھی اس کا ای  حل ہوگا، جہاں 𝑐 ای  اختیاری  مستقل ہے۔ 

زض کرو     ثبوت: 

 

𝑓(𝐷)𝑦ف = 𝑦کا ای  حل  0 = 𝑦1  

 

 ہے، ت

𝑓(𝐷)𝑦1 = 0 

 اب 

𝑓(𝐷)𝑐𝑦1 = 𝑐𝑓(𝐷)𝑦1 = 0 

𝑦اس لیے = 𝑐𝑦1  مساوات𝑓(𝐷)𝑦 =  کا بھی حل ہوگا۔  0

III.    اگر𝑦 = 𝑦1, 𝑦 = 𝑦2, ⋯ , 𝑦 = 𝑦𝑛 مساوات𝑓(𝐷)𝑦 =    𝑛کے0

 

ابع حل ہیں ، ت

 

 غیر ت

𝑦 = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛 

,𝑐1بھی اس کا ای  حل ہوگا، جہاں   𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛۔ اختیاری  مستقلات ہیں 

زض کرو   ثبوت: 

 

𝑦 ف = 𝑦1, 𝑦 = 𝑦2, ⋯ , 𝑦 = 𝑦𝑛   مساوات𝑓(𝐷)𝑦 = ابع 𝑛کے  0

 

  حل غیر ت

 

 ہیں، ت

……….(1)   𝑓(𝐷)𝑦1 = 0, 𝑓(𝐷)𝑦2 = 0, ⋯ , 𝑓(𝐷)𝑦𝑛 = 0 

 اب 

𝑓(𝐷)(𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 +  ⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛) = 𝑓(𝐷)𝑐1𝑦1 + 𝑓(𝐷)𝑐2𝑦2 +  ⋯ + 𝑓(𝐷)𝑐𝑛𝑦𝑛 
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                                                                            = 𝑐1𝑓(𝐷)𝑦1 + 𝑐2𝑓(𝐷)𝑦2 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑓(𝐷)𝑦𝑛 

 کا استعمال کرنے پر    (1)مساوات 

𝑓(𝐷)(𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 +  ⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛) = 0 

𝑦اس لیے = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛  مساوات𝑓(𝐷)𝑦 =  کا ای  حل ہے۔  0

 ( Complementary Functions)اتمامی تفاعلات 9.2.2

زض کرو  کہ  

 

 ف

 (1)………    𝑓(𝐷)𝑦 = 0 

زض کرو  کہ    ہے اور

 

,𝑚1ف 𝑚2, ⋯ , 𝑚𝑛 معاون درج ذیل مساوات جسے(Auxiliary) مساوات کہتے ہیں، کے روٹس(Roots)  ہیں 

 (2)………    𝑓(𝑚) = 0 

، مساوات   

 

 ہیں  ( 1)ت

 

 کو درج ذیل شکل میں لکھ سکت

 (3)………  (𝐷 − 𝑚1)(𝐷 − 𝑚2) ⋯ (𝐷 − 𝑚𝑛)𝑦 = 0 

 اس مساوات کی  خطی مساوات درج ذیل ہیں 

 (4)………  (𝐷 − 𝑚1)y = 0, (𝐷 − 𝑚2)y = 0, ⋯ , (𝐷 − 𝑚𝑛)y = 0 

 کے بھی حل ہوں گے۔ اب مان لو کہ مساوات  (1)کے  حل ہوں گے اور پھر مساوات  ( 3)جن کے حل مساوات 

(𝐷 − 𝑚𝑘)y = 0 

⇒                           (
𝑑

𝑑𝑥
− 𝑚𝑘) y = 0 

⇒                                
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑚𝑘𝑦 = 0 

⇒                                              
𝑑𝑦

𝑦
= 𝑚𝑘𝑑𝑥 

ا  ہے 

 

ل کرنے پر ہمیں خاص حل حاصل ہوت
م
ک

 

ی

 

𝑦 = 𝑒𝑚𝑘𝑥
 

𝑦1کے خاص حل  (4) اس لیے مساوات = 𝑒𝑚1𝑥, 𝑦2 = 𝑒𝑚2𝑥, ⋯ , 𝑦𝑛 = 𝑒𝑚𝑛𝑥
کے بھی ہوں گے۔ اس سے   (1)  جو کہ مساوات

ز ہوتی ہیں:
 
 درج ذیل تین صورتیں ضاہ

1.   
 

 ہوں:   مختلف مساوات کے سبھی روٹس   معاون ج

کرو    زض 

 

ف میں  صورت   𝑚1کہ   اس  ≠  𝑚2, ≠ ⋯ ≠  𝑚𝑛  کردہ ہیں  معاون  حاصل  روٹس  کے      مساوات 

 

ت  ،

𝑒𝑚1𝑥, 𝑒𝑚2𝑥, ⋯ , 𝑒𝑚𝑛𝑥
ابع ہیں

 

 کا عام حل ہوگا   (1)۔ اس لیے مساوات خطی طور پر غیر ت

 (5)………   𝑦 = 𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑒𝑚1𝑥 + 𝑐2𝑒𝑚2𝑥 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑒𝑚𝑛𝑥
 

  معاون مساوات کے  کچھ  .2
 

 ہوں:   مساوی روٹس  ج
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زض کرو   

 

𝑚ہیں مساوی  روٹس     kروٹس میں سے  nمساوات کے  معاون  کہ  اس صورت  میں ف = 𝑚1 =  𝑚2 = ⋯ =  𝑚𝑘   

 

ت

 کا عام حل ہوگا   (1)مساوات 

𝑦 = 𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑒𝑚𝑥 + 𝑐2𝑒𝑚𝑥 + ⋯ + 𝑐𝑘𝑒𝑚𝑥 + 𝑐𝑘+1𝑒𝑚𝑘+1𝑥 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑒𝑚𝑛𝑥
 

                                    = (𝑐1 + 𝑐2 + ⋯ + 𝑐𝑘)𝑒𝑚𝑥 + 𝑐𝑘+1𝑒𝑚𝑘+1𝑥 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑒𝑚𝑛𝑥
 

                                    = 𝐶𝑒𝑚𝑥 + 𝑐𝑘+1𝑒𝑚𝑘+1𝑥 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑒𝑚𝑛𝑥
, 

𝑐1جہاں   + 𝑐2 + ⋯ + 𝑐𝑘 = 𝐶 

𝑛اس  طرح اس حل میں   − 𝑘 +  اختیاری مستقلات ہیں۔1

 ہیں (1)روٹس مساوی ہیں اس لیے مساوات   𝑘چوں کہ معاون مساوات کے پہلے  

 

 کو درج ذیل طریقہ سے لکھ سکت

(𝐷 − 𝑚)𝑟(𝐷 − 𝑚𝑘+1) ⋯ (𝐷 − 𝑚𝑛)𝑦 = 0 

 اس لیے اب ہم درج ذیل مساوات کا عام حل حاصل کرتے ہیں 

 (6)………    (𝐷 − 𝑚)𝑟𝑦 = 0 

زض کرو  کہ    اب 

 

𝑦ف = 𝑣𝑒𝑚𝑥
 ،  

 

 ت

(𝐷 − 𝑚)𝑦 = (𝐷 − 𝑚)𝑣𝑒𝑚𝑥
 

                                                                                   = 𝐷(𝑣𝑒𝑚𝑥) − 𝑚𝑣𝑒𝑚𝑥
 

                                                                                   = 𝑣𝑚𝑒𝑚𝑥 + 𝑒𝑚𝑥𝐷(𝑣) − 𝑚𝑣𝑒𝑚𝑥
 

                                                                                   = 𝑒𝑚𝑥𝐷(𝑣) 

(𝐷 − 𝑚) کرنے پر 

 
 
 کی مدد سے دونوں طرف آپرت

(𝐷 − 𝑚)2𝑦 = (𝐷 − 𝑚)𝑒𝑚𝑥𝐷(𝑣) 

                                                                                   = 𝐷{𝑒𝑚𝑥𝐷(𝑣)} − 𝑚𝑒𝑚𝑥𝐷(𝑣) 

                                                                                   = 𝑚𝑒𝑚𝑥𝐷(𝑣) + 𝑒𝑚𝑥𝐷2(𝑣) − 𝑚𝑒𝑚𝑥𝐷(𝑣) 

                                                                                   = 𝑒𝑚𝑥𝐷2(𝑣) 

زانے پر 𝑘یہ طریقہ 
 
 مرتبہ دہ

(𝐷 − 𝑚)𝑘𝑦 = 𝑒𝑚𝑥𝐷𝑘(𝑣) 

 سے  (6)اس لیے مساوات 

𝑒𝑚𝑥𝐷𝑘(𝑣) = 0 

⇒                             𝐷𝑘(𝑣) = 0 

ابع خاص حل درج ذیل ہوں گے 

 

 اس مساوات کے خطی طور پر غیر ت

𝑣 = 1, 𝑣 = 𝑥, 𝑣 = 𝑥2, ⋯ , 𝑣 = 𝑥𝑘−1
 

𝑣اس لیے عام حل ہوگا   = 𝑐1 + 𝑐2𝑥 + 𝑐3𝑥2 + ⋯ + 𝑐𝑘𝑥𝑘−1
 کا حل ہوگا  ( 6)مساوات اور پھر 

𝑦 = (𝑐1 + 𝑐2𝑥 + 𝑐3𝑥2 + ⋯ + 𝑐𝑘𝑥𝑘−1)𝑒𝑚𝑥
 

    اس
 

𝑚روٹس     kروٹس میں سے nمساوات کے معاون لیے ج = 𝑚1 =  𝑚2 = ⋯ =  𝑚𝑘ہوں    

 

 ، ت

𝐶. 𝐹. = (𝑐1 + 𝑐2𝑥 + 𝑐3𝑥2 + ⋯ + 𝑐𝑘𝑥𝑘−1)𝑒𝑚𝑥 + 𝑐𝑘+1𝑒𝑚𝑘+1𝑥 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑒𝑚𝑛𝑥
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3.   
 

ف اعداد مساوات کے روٹس   معاون ج

 

 ہوں:   ( Complex Numbers) ملی

زض کرو   

 

𝑚1کہ   اس صورت  میں ف = 𝛼 + 𝑖𝛽  اور𝑚2 = 𝛼 − 𝑖𝛽  مساوات کے روٹس ہیں معاون حاصل کردہ    

 

 ، ت

𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑒(𝛼+𝑖𝛽)𝑥 + 𝑐2𝑒(𝛼−𝑖𝛽)𝑥
 

                                                                    = 𝑐1𝑒(𝛼𝑥+𝑖𝛽𝑥) + 𝑐2𝑒(𝛼𝑥−𝑖𝛽𝑥)
 

                                                                    = 𝑐1𝑒𝛼𝑥𝑒𝑖𝛽𝑥 + 𝑐2𝑒𝛼𝑥𝑒−𝑖𝛽𝑥
 

                                                                    = 𝑒𝛼𝑥(𝑐1𝑒𝑖𝛽𝑥 + 𝑐2𝑒−𝑖𝛽𝑥) 

                                                                   = 𝑒𝛼𝑥{(𝑐1 cos 𝛽𝑥 + 𝑐1𝑖 sin 𝛽𝑥) + (𝑐2 cos 𝛽𝑥 − 𝑐2𝑖 sin 𝛽𝑥)} 

                                                                   = 𝑒𝛼𝑥{(𝑐1 + 𝑐2) cos 𝛽𝑥 + (𝑐1 − 𝑐2)𝑖 sin 𝛽𝑥} 

                                                                   = 𝑒𝛼𝑥{𝐴 cos 𝛽𝑥 + 𝐵 sin 𝛽𝑥} 

 اختیاری مستقل ہیں۔ نئے 𝐵اور    𝐴جہاں  

.C)اتمامی تفاعل F.  حاصل کرنے کا طریقہ: (

(i)  س  سے پہلے دی گئی مساوات کو درج ذیل شکل میں لکھی 

(𝐷𝑛 + 𝑎1𝐷𝑛−1 + 𝑎2𝐷𝑛−2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝐷 + 𝑎𝑛)𝑦 = 0 

(ii)  اس کے لیے معاون مساوات درج ذیل  طریقہ سے لکھی 

𝑚𝑛 + 𝑎1𝑚𝑛−1 + 𝑎2𝑚𝑛−2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑚 + 𝑎𝑛 = 0 

(iii)    اس مساوات کو𝑚  کے لیے حل کریں 

(iv)    اب اوپر بتایے طریقوں  میں سےمناس  طریقہ سے𝐶. 𝐹. حاصل کریں۔ 

𝐷2)مساوات    ۔ 1مثال    + 2𝐷 − 15)𝑦 =  ۔ کو حل کریں0

درج ذیل    حل۔  اس کے لیے معاون مساوات  دوسرے رتبے کی خطی تفرقی مساوات ہے۔    کے ساتھ 
 
دی گئی مساوات مستقل ضرت

 ہوگی

𝑚2 + 2𝑚 − 15 = 0 

⇒                          (𝑚 − 3)(𝑚 + 5) = 0 

⇒                                                     𝑚 = 3, −5 

 روٹس الگ الگ ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا    چوں کہ 

𝑦 = 𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑒3𝑥 + 𝑐2𝑒−5𝑥
 

𝐷3)مساوات   ۔ 2مثال    − 6𝐷2 + 11𝐷 − 6)𝑦 =  ۔ حل کریںکو0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(𝐷3 − 6𝐷2 + 11𝐷 − 6)𝑦 = 0 
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  کے ساتھ تیسرے رتبے کی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے معاون مساوات درج ذیل ہوگی  
 
 یہ مساوات مستقل ضرت

𝑚3 − 6𝑚2 + 11𝑚 − 6 = 0 

⇒        𝑚2(𝑚 − 1) − 5𝑚(𝑚 − 1) + 6(𝑚 − 1) = 0 

⇒                                    (𝑚 − 1)(𝑚2 − 5𝑚 + 6) = 0 

⇒                                  (𝑚 − 1)(𝑚 − 2)(𝑚 − 3) = 0 

⇒                                                                             𝑚 = 1, 2, 3 

 روٹس الگ الگ ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا    چوں کہ 

𝑦 = 𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒2𝑥 + 𝑐3𝑒3𝑥
 

مساوات    ۔ 3مثال  

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 −
𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 12𝑥 = 𝑡کا حل معلوم کریں، دت ا گیا ہے کہ  0 = 𝑥پر 0 = اور  3

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=  ہے۔5

ے   حل۔ 
ہ

 

ت
 دی گئی مساوا

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
−

𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 12𝑥 = 0 

 س  سے پہلے دی گئی مساوات کو درج ذیل شکل میں لکھتے ہیں 

(𝐷2 − 𝐷 − 12)𝑥 = 0 

  کے ساتھ دوسرے رتبے کی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے معاون مساوات درج ذیل ہوگی  
 
 یہ مساوات مستقل ضرت

𝑚2 − 𝑚 − 12 = 0 

⇒                           (𝑚 − 4)(𝑚 + 3) = 0 

⇒                                                      𝑚 = 4, −3 

 روٹس الگ الگ ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا    چوں کہ 

 (1)………   𝑥 = 𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑒4𝑡 + 𝑐2𝑒−3𝑡
 

𝑡 = 𝑥پر  0 = اور  3

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 5  

 

 ہیں ، ت

3 = 𝑐1𝑒0 + 𝑐2𝑒0
 

 (2)………      𝑐1 + 𝑐2 = 3 

ا ہے 𝑡کو بہ لحاظ( 1) مساوات 

 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 4𝑐1𝑒4𝑡 − 3𝑐2𝑒−3𝑡

 

    اور
 

𝑡ج = 0  

 

ت

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=  اس لیے 5

 (3)………     4𝑐1 − 3𝑐2 = 5 

ا ہے (3)اور  (2)مساوات 

 

 کو حل کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

𝑐1 = 2, 𝑐2 = 1 

 اس لیے ضروری خاص حل ہوگا  

𝑥 = 2𝑒4𝑡 + 𝑒−3𝑡
 

مساوات   ۔  4مثال   

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 3

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 2𝑥 = 𝑡کو حل کریں، دت اگیا ہےکہ   0 = 𝑥پر  0 = اور  0

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=  ہوگا۔0
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ے   حل۔ 
ہ

 

ت
 دی گئی مساوا

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 3

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 2𝑥 = 0 

 س  سے پہلے دی گئی مساوات کو درج ذیل شکل میں لکھتے ہیں 

(𝐷2 − 3𝐷 + 2)𝑥 = 0 

  کے ساتھ دوسرے رتبے کی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے معاون مساوات درج ذیل کی  ہوگی  
 
 یہ مساوات مستقل ضرت

𝑚2 − 3𝑚 + 2 = 0 

⇒                        (𝑚 − 2)(𝑚 − 1) = 0 

⇒                                                    𝑚 = 1, 2 

 روٹس الگ الگ ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا    چوں کہ 

 (1)………   𝑥 = 𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑒𝑡 + 𝑐2𝑒2𝑡
 

𝑡 = 𝑥کے لیے 0 = اور  0

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=  اس لیے ،ہیں  0

0 = 𝑐1𝑒0 + 𝑐2𝑒0
 

 (2)………      𝑐1 + 𝑐2 = 0 

ا ہے 𝑡کو بہ لحاظ( 1) اب مساوات 

 

 تفرق کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑐1𝑒𝑡 + 2𝑐2𝑒2𝑡

 

    اور
 

𝑡ج = 0  

 

ت

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=  اس لیے 0

 (3)………     𝑐1 + 2𝑐2 = 0 

ا ہے (3)اور  (2)مساوات 

 

 کو حل کرنے پر ہمیں حاصل ہوت

𝑐1 = 0, 𝑐2 = 0 

 اس لیے ضروری خاص حل ہوگا  

𝑥 = 0 

𝐷2)مساوات   ۔  5مثال    − 2𝐷 + 5)𝑦 =  ۔ معلوم کریں حل کا0

ے    حل۔ 
ہ

 

ت
 دی گئی مساوا

(𝐷2 − 2𝐷 + 5)𝑦 = 0 

  کے ساتھ دوسرے رتبے کی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے معاون مساوات درج ذیل ہوگی 
 
 یہ مساوات مستقل ضرت

𝑚2 − 2𝑚 + 5 = 0 

⇒                                                    𝑚 =
2 ± √4 − 20

2
 

⇒                                                    𝑚 = 1 ± 2𝑖 

ف اعدادروٹس  چوں کہ 

 

 ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا   (  Complex Numbers) ملی

𝑦 = 𝐶. 𝐹. = 𝑒𝑥(𝑐1 cos 2𝑥 + 𝑐2 sin 2𝑥) 
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𝐷3)مساوات    ۔ 6مثال    − 2𝐷2 + 4𝐷 − 8)𝑦 =  کو حل کریے۔ 0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(𝐷3 − 2𝐷2 + 4𝐷 − 8)𝑦 = 0 

  کے ساتھ تیسرے رتبے کی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے معاون مساوات درج ذیل کی  ہوگی  
 
 یہ مساوات مستقل ضرت

𝑚3 − 2𝑚2 + 4𝑚 − 8 = 0 

⇒                 𝑚2(𝑚 − 2) + 4(𝑚 − 2) = 0 

⇒                             (𝑚 − 2)(𝑚2 + 4) = 0 

⇒                                                           𝑚 = 2, ±2𝑖 

ف اعداد  روٹس الگ الگا چوں کہ 

 

 ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا   ور ملی

𝑦 = 𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑒2𝑥 + 𝑒0∙𝑥(𝑐2 cos 2𝑥 + 𝑐3 sin 2𝑥) 

𝑦 = 𝑐1𝑒2𝑥 + 𝑐2 cos 2𝑥 + 𝑐3 sin 2𝑥 

𝐷3)مساوات    ۔ 7مثال    − 5𝐷2 + 7𝐷 − 3)𝑦 =  کو حل کریے۔ 0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(𝐷3 − 5𝐷2 + 7𝐷 − 3)𝑦 = 0 

  کے ساتھ تیسرے رتبے کی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے معاون مساوات درج ذیل کی  ہوگی  
 
 یہ مساوات مستقل ضرت

𝑚3 − 5𝑚2 + 7𝑚 − 3 = 0 

⇒      𝑚2(𝑚 − 1) − 4𝑚(𝑚 − 1) + 3(𝑚 − 1) = 0 

⇒                                 (𝑚 − 1)(𝑚2 − 4𝑚 + 3) = 0 

⇒                               (𝑚 − 1)(𝑚 − 1)(𝑚 − 3) = 0 

⇒                                                                          𝑚 = 1, 1, 3 

 روٹس الگ الگ ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا    چوں کہ 

𝑦 = 𝐶. 𝐹. = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒𝑥 + 𝑐3𝑒3𝑥
 

𝐷3)مساوات    ۔ 8مثال    + 3𝐷2 + 3𝐷 + 1)𝑦 =  ۔ کو حل کریں0

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(𝐷3 + 3𝐷2 + 3𝐷 + 1)𝑦 = 0 

  کے ساتھ تیسرے رتبے کی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے معاون مساوات درج ذیل  کی ہوگی  
 
 یہ مساوات مستقل ضرت

𝑚3 + 3𝑚2 + 3𝑚 + 1 = 0 

⇒            𝑚2(𝑚 + 1) + 2𝑚(𝑚 + 1) + (𝑚 + 1) = 0 

⇒                                     (𝑚 + 1)(𝑚2 + 2𝑚 + 1) = 0 

⇒                                    (𝑚 + 1)(𝑚 + 1)(𝑚 + 1) = 0 

⇒                                                                               𝑚 = −1, −1, −1 

 اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا   

𝑦 = 𝐶. 𝐹. = (𝑐1 + 𝑐2𝑥 + 𝑐3𝑥2)𝑒−𝑥
 

𝐷4)مساوات   ۔ 9مثال    + 8𝐷2 + 16)𝑦 =  ۔کو حل کریں0
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ے    حل۔ 
ہ

 

ت
 دی گئی مساوا

(𝐷4 + 8𝐷2 + 16)𝑦 = 0 

  کے ساتھ چوتھے رتبے کی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے معاون مساوات درج ذیل  کی ہوگی 
 
 یہ مساوات مستقل ضرت

𝑚4 + 8𝑚2 + 16 = 0 

⇒                                      (𝑚2 + 4)2 = 0 

⇒                                                      𝑚 = ±2𝑖, ±2𝑖 

ف اعداد  روٹس  چوں کہ 

 

 ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا   ملی

𝑦 = 𝐶. 𝐹. = (𝑐1 + 𝑐2𝑥) cos 2𝑥 + (𝑐3 + 𝑐4𝑥) sin 2𝑥 

𝐷3)مساوات   ۔ 10مثال    − 3𝐷 − 2)𝑦 =  ۔معلوم کریں  حل  کا 0

 دی گئی مساوات ہے    حل۔ 

(𝐷3 − 3𝐷 − 2)𝑦 = 0 

  کے ساتھ تیسرے رتبے کی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے معاون مساوات درج ذیل کی  ہوگی  
 
 یہ مساوات مستقل ضرت

𝑚3 − 3𝑚 − 2 = 0 

⇒             𝑚2(𝑚 + 1) − 𝑚(𝑚 + 1) − 2(𝑚 + 1) = 0 

⇒                                         (𝑚 + 1)(𝑚2 − 𝑚 − 2) = 0 

⇒                                     (𝑚 + 1)(𝑚 + 1)(𝑚 − 2) = 0 

⇒                                                                                𝑚 = −1, −1, 2 

 اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا   

𝑦 = 𝐶. 𝐹. = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒−𝑥 + 𝑐3𝑒2𝑥
 

𝐷3)مساوات    ۔ 11مثال   + 𝐷2 + 4𝐷 + 4)𝑦 = کہ    حل  کا  0 ہے  گیا  دت ا  کہ    
 

ج کرو،  𝑥معلوم   = 𝑦پر  0 = 0  ،

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

اور 1−

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 =  ۔ہے5

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(𝐷3 + 𝐷2 + 4𝐷 + 4)𝑦 = 0 

  کے ساتھ تیسرے رتبے کی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے معاون مساوات درج ذیل کی  ہوگی  
 
 یہ مساوات مستقل ضرت

𝑚3 + 𝑚2 + 4𝑚 + 4 = 0 

⇒                𝑚2(𝑚 + 1) + 4(𝑚 + 1) = 0 

⇒                            (𝑚 + 1)(𝑚2 + 4) = 0 

⇒                                                          𝑚 = −1, ±2𝑖 

ف اعداد روٹس  چوں کہ 

 

لفااورملی

 

ت

 

ح
م

 ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا     

𝑦 = 𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑒−𝑥 + 𝑒0∙𝑥(𝑐2 cos 2𝑥 + 𝑐3 sin 2𝑥) 

 (1 .......)   𝑦 = 𝑐1𝑒−𝑥 + 𝑐2 cos 2𝑥 + 𝑐3 sin 2𝑥 

 تفرق کرنے پر 𝑥اس مساوات کو بہ لحاظ

 (2 .......)  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑐1𝑒−𝑥 − 2𝑐2 sin 2𝑥 + 2𝑐3 cos 2𝑥 
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 دوسری مرتبہ تفرق کرنے پر  

 (3 .......)  

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑐1𝑒−𝑥 − 4𝑐2 cos 2𝑥 − 4𝑐3 sin 2𝑥 

𝑥اب دت ا ہے   = 𝑦پر  0 =  اس لیے0

 (4 .......)    𝑐1 + 𝑐2 = 0 

𝑥 = پر  0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −1 

 (5 .......)    −𝑐1 + 2𝑐3 = −1 

𝑥 = پر  0

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 5 

 (6 .......)    𝑐1 − 4𝑐2 = 5 

 ہےحاصل کو حل کرنے پر  ہمیں ( 6)  اور( 5( ،  )4) مساوات 

𝑐1 = 1, 𝑐2 = −1, 𝑐3 = 0 

 اس لیے دی گئی مساوات کا خاص حل ہوگا

𝑦 = 𝑒−𝑥 − cos 2𝑥 

مساوات۔ 21مثال   

𝑑3𝑥

𝑑𝑡3 + 2
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 − 5
𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 6𝑥 =  ۔ کو حل کریں0

 دی گئی مساوات  کو درج ذیل شکل میں لکھنے پر  حل۔ 

(𝐷3 + 2𝐷2 − 5𝐷 − 6)𝑥 = 0 

  کے ساتھ تیسرے رتبے کی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے معاون مساوات درج ذیل کی ہوگی  
 
 یہ مساوات مستقل ضرت

𝑚3 + 2𝑚2 − 5𝑚 − 6 = 0 

⇒    𝑚2(𝑚 + 1) + 𝑚(𝑚 + 1) − 6(𝑚 + 1) = 0 

⇒                               (𝑚 + 1)(𝑚2 + 𝑚 − 6) = 0 

⇒                           (𝑚 + 1)(𝑚 + 3)(𝑚 − 2) = 0 

⇒                                                                      𝑚 = −3, −1, 2 

 روٹس الگ الگ ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا    چوں کہ 

𝑥 = 𝑐1𝑒−3𝑡 + 𝑐2𝑒−𝑡 + 𝑐3𝑒2𝑡
 

مساوات۔ 31مثال   

𝑑3𝑥

𝑑𝑡3
− 3

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
−

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 3𝑥 =  ۔ کو حل کریے0

 دی گئی مساوات  کو درج ذیل شکل میں لکھنے پر    حل۔ 

(𝐷3 − 3𝐷2 − 𝐷 + 3)𝑥 = 0 

  کے ساتھ تیسرے رتبے کی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے معاون مساوات درج ذیل کی  ہوگی  
 
 یہ مساوات مستقل ضرت

𝑚3 − 3𝑚2 − 𝑚 + 3 = 0 

⇒        𝑚2(𝑚 + 1) − 4𝑚(𝑚 + 1) + 3(𝑚 + 1) = 0 

⇒                                    (𝑚 + 1)(𝑚2 − 4𝑚 + 3) = 0 

⇒                                  (𝑚 + 1)(𝑚 − 3)(𝑚 − 1) = 0 

⇒                                                                             𝑚 = 1, −1, 3 
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 روٹس الگ الگ ہیں اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا    چوں کہ 

𝑥 = 𝑐1𝑒𝑡 + 𝑐2𝑒−𝑡 + 𝑐3𝑒3𝑡
 

حل کرو:  ۔ 41مثال   

𝑑4𝑥

𝑑𝑡4 + 2
𝑑3𝑥

𝑑𝑡3 − 3
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 − 4
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 4𝑥 = 0 

 دی گئی مساوات  کو درج ذیل شکل میں لکھنے پر     حل۔ 

(𝐷4 + 2𝐷3 − 3𝐷2 − 4𝐷 + 4)𝑥 = 0 

  کے ساتھ چوتھے رتبے کی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے معاون مساوات درج ذیل  کی ہوگی  
 
 یہ مساوات مستقل ضرت

𝑚4 + 2𝑚3 − 3𝑚2 − 4𝑚 + 4 = 0 

⇒                  𝑚3(𝑚 − 1) + 3𝑚2(𝑚 − 1) − 4(𝑚 − 1) = 0 

⇒                                              (𝑚 − 1)(𝑚3 + 3𝑚2 − 4) = 0 

⇒  (𝑚 − 1){𝑚2(𝑚 − 1) + 4𝑚(𝑚 − 1) + 4(𝑚 − 1)} = 0 

⇒                                 (𝑚 − 1)(𝑚 − 1){𝑚2 + 4𝑚 + 4} = 0 

⇒                                                          (𝑚 − 1)2(𝑚 + 2)2 = 0 

⇒                                                                                          𝑚 = 1, 1, −2, −2 

 دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا    اب

𝑥 = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒𝑡 + (𝑐3 + 𝑐4𝑥)𝑒−2𝑡
 

مساوات۔ 51مثال   

𝑑4𝑥

𝑑𝑡4 + 𝑎4𝑥 =  ۔ کو حل کریں0

 دی گئی مساوات  کو درج ذیل شکل میں لکھنے پر     حل۔ 

(𝐷4 + 𝑎4)𝑥 = 0 

  کے ساتھ چوتھے رتبے کی خطی تفرقی مساوات ہے۔ اس کے لیے معاون مساوات درج ذیل  کی ہوگی  
 
 یہ مساوات مستقل ضرت

𝑚4 + 𝑎4 = 0 

⇒                                    (𝑚2 + 𝑎2)2 − 2𝑚2𝑎2 = 0 

⇒                                (𝑚2 + 𝑎2)2 − (√2𝑚𝑎)
2

= 0 

⇒  (𝑚2 + 𝑎2 − √2𝑚𝑎)(𝑚2 + 𝑎2 + √2𝑚𝑎) = 0 

 اس لیے

𝑚2 + 𝑎2 − √2𝑚𝑎 = 0, 𝑚2 + 𝑎2 + √2𝑚𝑎 = 0 

 اب 

𝑚2 + 𝑎2 − √2𝑚𝑎 = 0 

⇒                          𝑚 =
√2𝑎 ± √2𝑎2 − 4𝑎2

2
 

⇒                          𝑚 =
𝑎

√2
±

𝑎𝑖

√2
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 اسی طرح 

𝑚2 + 𝑎2 + √2𝑚𝑎 = 0 

⇒                          𝑚 =
−√2𝑎 ± √2𝑎2 − 4𝑎2

2
 

⇒                          𝑚 =
−𝑎

√2
±

𝑎𝑖

√2
 

 دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل درج ذیل ہوگا    اب

𝑥 = 𝑒
(

𝑎

√2
)𝑡

{𝑐1 cos (
𝑎

√2
𝑡) + 𝑐2 sin (

𝑎

√2
𝑡)} + 𝑒

(−
𝑎

√2
)𝑡

{𝑐3 cos (
𝑎

√2
𝑡) + 𝑐4 sin (

𝑎

√2
𝑡)} 

 (Learning Outcomes)ئجاکتسابی نتا 9.3

ا سیکھا نیز اس سے خاص حل   

 

اس اکائی میں ہم نے متجانس تفرقی مساوات کی بنیادی جانکاری حاصل کی اور اس کا  عام حل حاصل کرت

ا ہے یہ بھی  سیکھا۔ 

 

 کس طرح نکالا جات

 (Keywords)کلیدی الفاظ  9.4

 متجانس تفرقی مساوات، خطی تفرقی مساوات ، اتمامی تفاعل، معاون مساوات 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  9.5

  ( Objective Answer Type Questions)معروضی جوات ات کے حامل سوالات 9.5.1

کہ   .1 کرو  زض 

 

𝑓(𝐷)𝑦ف = ہے۔  0 مساوات  تفرقی  متجانس  ساتھ  کے    
 
ضرت 𝑚1اگرمستقل  ≠  𝑚2   معاون کردہ  حاصل 

    مساوات کا عام حل ہوگا روٹس ہو دو  مساوات  کے

 

𝑦ں، ت = 𝑐1𝑒𝑚1𝑥 + 𝑐2𝑒𝑚2𝑥
   (T/F) 

زض کرو کہ   .2

 

𝑓(𝐷)𝑦ف =   کے ساتھ متجانس تفرقی مساوات ہے۔  0
 
زض کرو  مستقل ضرت

 

𝑚1کہ   ف = 𝛼 + 𝑖𝛽  اور𝑚2 =

𝛼 − 𝑖𝛽     

 

.𝐶حاصل کردہ معاون  مساوات  کے روٹس ہیں، ت 𝐹. = 𝑒−𝛼𝑥{𝐴 cos 𝛽𝑥 + 𝐵 sin 𝛽𝑥}(ہوگا۔T/F) 

مساوات  .3

𝑑3𝑥

𝑑𝑡3 + 3
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 + 3
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑥 =  کی معاون مساوات لکھو۔ 0

مساوات  .4

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 + 5
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 6𝑥 =  کی اتمامی تفاعل معلوم کریں۔0

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوات ات کے حامل سوالات  9.5.2

حل کرو:   .1

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 3

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 2𝑥 = 0 

مساوات  .2

𝑑3𝑥

𝑑𝑡3
− 3

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 2

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=  ۔کو حل کریں0

مساوات  .3

𝑑3𝑥

𝑑𝑡3 + 6
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 + 11
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 6𝑥 =  ۔کریں  معلوم   حل کا0
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مساوات  .4

𝑑3𝑥

𝑑𝑡3
− 3

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
−

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 3𝑥 =  ۔کریں  حاصل  حل کا0

مساوات  .5

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
− 2

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=  ۔کو حل کریں0

مساوات  .6

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 − 6
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 9𝑥 =  ۔کو حل کریں0

مساوات  .7

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 10𝑦 =  ۔کو حل کریں0

 (Long Answer Type Questions)طویل جوات ات کے حامل سوالات 9.5.3

3مساوات  .1
𝑑3𝑥

𝑑𝑡3
+ 5

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 2

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=  ۔کو حل کریں0

مساوات  .2

𝑑3𝑥

𝑑𝑡3 + 3
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 + 3
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑥 =  ۔ کریںمحسوب حل   کا0

مساوات  .3

𝑑4𝑥

𝑑𝑡4 + 8
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 + 16𝑥 =  ۔ کریںمعلوم حل  کا 0

مساوات  .4

𝑑4𝑦

𝑑𝑥4 − 6
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 + 12
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 8
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=  ۔کو حل کریں0

)مساوات  .5
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 1)
3

(
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 +
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 1) =  ۔کو حل کریں0

حل کرو:   .6

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 − 3
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 9
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 13𝑦 = 0 

)مساوات  .7
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 1)
2

=  ۔ کریں حاصل    حل کا0

مساوات  .8

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 + 16
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=  ۔ کریں معلوم  حل   کا0

𝑓(𝐷)𝑦تفرقی مساوات  متجانسکی 𝑛رتبہ .9 =  ۔ کریںکا حل حاصل کرنے کی سبھی صورتوں پر بحث0

𝑦اگر    .10 = 𝑦1, 𝑦 = 𝑦2, ⋯ , 𝑦 = 𝑦𝑛 مساوات𝑓(𝐷)𝑦 =    𝑛کے0

 

ابع حل ہیں ، ت

 

 کرو  کہ   غیر ت

 

 
ات

 

 ت

𝑦 = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛 

,𝑐1بھی اس کا ای  حل ہوگا، جہاں   𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛۔اختیاری  مستقل ہیں 

ا ہے𝑟تفرقی مساوات کے   متجانساگر  .11

 

  اس کا حل کس طرح حاصل کیا جات

 

ز ہوں ، ت زاب   ؟ روٹس ب 

 جوات ات: 

  کے جوات ات  معروضی سوالات 9.5.1

1.  (T ) 

2. (F) 

3. 𝑚3 + 3𝑚2 + 3𝑚 + 1 = 0 

4. 𝑦 = 𝑐1𝑒−2𝑥 + 𝑐2𝑒−3𝑥
 

 کے جوات ات  مختصر جوات ات کے حامل سوالات 9.5.2
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1. 𝑥 = 𝑐1𝑒−2𝑡 + 𝑐2𝑒−𝑡
 

2. 𝑥 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒𝑡 + 𝑐3𝑒2𝑡
 

3. 𝑦 = 𝑐1𝑒−𝑥 + 𝑐2𝑒−2𝑥 + 𝑐3𝑒−3𝑥
 

4. 𝑥 = 𝑐1𝑒−𝑡 + 𝑐2𝑒𝑡 + 𝑐3𝑒3𝑡
 

5. 𝑦 = 𝑐1𝑒−𝑥 + 𝑐2 + 𝑐3𝑒3𝑥
 

6. 𝑦 = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒3𝑥
 

7. 𝑦 = 𝑒𝑥(𝑐1 cos 3𝑥 + 𝑐2 sin 3𝑥) 

 کے جوات ات   طویل جوات ات کے حامل سوالات 9.5.3

1. 𝑥 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒−2𝑡 + 𝑐3𝑒
1

3
𝑡

 

2. 𝑥 = (𝑐1 + 𝑐2𝑡 + 𝑐3𝑡2)𝑒−𝑡
 

3. 𝑥 = (𝑐1 + 𝑐2𝑡) cos 2𝑡 + (𝑐3 + 𝑐4𝑡) sin 2𝑡 

4. 𝑦 = 𝑐1 + (𝑐2 + 𝑐3𝑡 + 𝑐4𝑡2)𝑒2𝑥
 

5. 𝑦 = 𝑒−
𝑥

2 [(𝑐1 + 𝑐2𝑥) cos
√3𝑥

2
+ (𝑐3 + 𝑐4𝑥) sin

√3𝑥

2
] 

 +(𝑐5 + 𝑐6𝑥 + 𝑐7𝑥2) cos 𝑥 + (𝑐8 + 𝑐9𝑥 + 𝑐10𝑥2) sin 𝑥 

6. 𝑦 = 𝑐1𝑒−𝑥 + 𝑒2𝑥(𝑐2 cos 3𝑥 + 𝑐3 sin 3𝑥) 

7. 𝑦 = (𝑐1 + 𝑐2𝑥) cos 𝑥 + (𝑐3 + 𝑐4𝑥) sin 𝑥 

8. 𝑦 = 𝑐1 + 𝑐2 cos 4𝑥 + 𝑐3 sin 4𝑥 

 

  



154 
 

  کی غیرمتجانس ۔ 10اکائی
 
 خطی تفرقی مساواتوں کے خاص تکمل  مستقل ضرت

(
Particular Integrals of Non − Homogeneous Linear
Differential Equations with Constant Coefficients

) 

زا  اکائی

 

 
 کے اج

 تمہید     10.0

 مقاص     10.1

  کی     10.2
 
رزقی مساواتومستقل ضرت

ف

 

سی

 

ن

 ں کے خاص تکملغیرمتجا

)خاص تکملہ   10.2.1 
1

𝐷−𝑚
𝑄) ا

 

 حاصل کرت

 10.2.2  𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑄 خاص تکملہ کا 

10.2.2.1 𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑒𝑎𝑥
 خاص تکملہ کا 

10.2.2.2 (cos 𝑎𝑥 )ت ا𝑓(𝐷)𝑦 = sin 𝑎𝑥 کا خاص تکملہ 

10.2.2.3 𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑥𝑚
 خاص تکملہ کا 

10.2.2.4 𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑉 خاص تکملہکا 

 ئجاکتسابی نتا    10.3

 کلیدی الفاظ    10.4

 نمونہ امتحانی سوالات     10.5

  معروضی جوات ات کے حامل سوالات  10.5.1 

 مختصر جوات ات کے حامل سوالات   10.5.2 

 طویل جوات ات کے حامل سوالات  10.5.3 
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 (Introduction)تمہید  10.0

کرو  زض 

 

تفاعل    𝑥کہ    ف ای   کا 

1

𝑓(𝐷)
𝑄ہے   

 
ج پر  تو نتیجہ  𝑓(𝐷)۔اس  ہے  ا 

 

جات کرات ا  مدد سے عمل  ا ہے𝑄کی 

 

ہوت چوں حاصل  ۔ 

𝑦کہ  =
1

𝑓(𝐷)
𝑄  غیر متجانس تفرقی مساوات(Non Homogeneous Differential Equation)𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑄  کو مطمئن کرتی

 ہیں کہ  

 

ہے  ، اس لیے ہم کہہ سکت

1

𝑓(𝐷)
𝑄  غیر متجانس تفرقی مساوات𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑄ا ہے کا ای  خاص حل ہے۔

 

 اب  ہمیں حاصل ہوت

𝑓(𝐷) (
1

𝑓(𝐷)
𝑄) = 𝑄 

ا ہے کہ 

 

ز ہوت
 
عامل  جس سے ظاہ

1

𝑓(𝐷)
 ہے۔( Inverse) کا معکوس𝑓(𝐷)عامل 

 نوٹ: 

𝐷 (
1

𝐷
𝑄) = 𝑄ت ا

𝑑

𝑑𝑥
(

1

𝐷
𝑄) = 𝑄  اس لیے

1

𝐷
𝑄 = ∫ 𝑄 𝑑𝑥 

 (Objectives)مقاص 10.1

ہونے پر آپکو خاص  تکمل کی بنیادی جانکاری  حاصل ہو جائیگی نیز اس کو حاصل کرنے کی مختلف  صورتوں کو سمجھتے   کے مکمل  اس اکائی 

 ۔ گے  کر سکیں   ہویے دی گئی غیر متجانس تفرقی مساوات  کا حل حاصل

  کی  10.2
 
رزقی مساواتوں کے خاص تکملمستقل ضرت

ف

 

سی

 

ن

  غیرمتجا

(Particular Integrals of Non Homogeneous Differential Equations with Constant 

Coefficients) 

 خاص  تکمل کی درج ذیل  دو صورتیں ہیں جن پر ہم بحث کریں گے۔ 

)خاص تکملہ  .1
1

𝐷−𝑚
𝑄) ا

 

 حاصل کرت

2. 𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑄  کا خاص تکملہ

1

𝑓(𝐷)
𝑄 ا

 

 حاصل کرت

)خاص تکملہ    10.2.1
1

𝐷−𝑚
𝑄)ا

 

Determining the Particular Integral)حاصل کرت

1

𝐷−𝑚
𝑄) 

زض کرو  

 

کہ   ف

1

𝐷−𝑚
𝑄 = 𝑢 ،   

 

 ت

(𝐷 − 𝑚)𝑢 = (𝐷 − 𝑚) (
1

𝐷 − 𝑚
𝑄) = 𝑄 

⇒                       
𝑑𝑢

𝑑𝑥
− 𝑚𝑢 = 𝑄 

 رتبے کی خطی تفرقی مساوات ہے جس کا حل درج ذیل ہے جو کہ پہلے 

𝑢𝑒−𝑚𝑥 = ∫ 𝑄 𝑒−𝑚𝑥𝑑𝑥 
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⇒                                     𝑢 = 𝑒𝑚𝑥 ∫ 𝑄 𝑒−𝑚𝑥𝑑𝑥 

⇒                       
1

𝐷 − 𝑚
𝑄 = 𝑒𝑚𝑥 ∫ 𝑄 𝑒−𝑚𝑥𝑑𝑥 

10.2.2𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑄 کا خاص تکملہ(Particular Integral of𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑄) 

 اس کو حاصل کرنے کے دو طریقے ہیں۔

 پہلا طریقہ:

زض کرو

 

𝑓(𝐷)کہ    ف = (𝐷 − 𝑚1)(𝐷 − 𝑚2) ⋯ (𝐷 − 𝑚𝑛) 

  

 

 ت

1

𝑓(𝐷)
𝑄 =

1

(𝐷 − 𝑚1)(𝐷 − 𝑚2) ⋯ (𝐷 − 𝑚𝑛)
𝑄 

                                                             =
1

(𝐷 − 𝑚1)(𝐷 − 𝑚2) ⋯ (𝐷 − 𝑚𝑛−1)
(𝑒𝑚𝑛𝑥 ∫ 𝑄𝑒−𝑚𝑛𝑥 𝑑𝑥) 

زھنے پر ضر

 

ا ہے۔ اسی طرز پر آگے ب 

 

  وری خاص تکملہ حاصل ہو جات

 دوسرا طریقہ:

1

𝑓(𝐷)
𝑄 =

1

(𝐷 − 𝑚1)(𝐷 − 𝑚2) ⋯ (𝐷 − 𝑚𝑛)
𝑄 

زوی کسروں 

 

 
 کی مدد سے (Partial Fractions)ج

1

𝑓(𝐷)
𝑄 = {

𝐴1

(𝐷 − 𝑚1)
+

𝐴2

(𝐷 − 𝑚2)
+ ⋯ +

𝐴𝑛

(𝐷 − 𝑚𝑛)
} 𝑄 

                                                               = 𝐴1𝑒𝑚1𝑥 ∫ 𝑄𝑒−𝑚1𝑥 𝑑𝑥 + 𝐴2𝑒𝑚2𝑥 ∫ 𝑄𝑒−𝑚2𝑥 𝑑𝑥 + ⋯ + 𝐴𝑛𝑒𝑚𝑛𝑥 ∫ 𝑄𝑒−𝑚𝑛𝑥 𝑑𝑥 

 جو کہ ضروری خاص تکملہ ہے۔

مساوات    ۔ 1مثال 

𝑑2𝑥
𝑑𝑡2

− 5
𝑑𝑥
𝑑𝑡

+ 6𝑥 = 𝑒4𝑡
 ۔ وکو حل کر 

 ہیں   حل۔ 

 

 اس مساوات کو ہم درج ذیل طریقہ سے بھی لکھ سکت

(D2 − 5D + 6)𝑥 = 𝑒4𝑡
 

𝑓(𝐷)یہاں = D2 − 5D + 𝑄اور  6 = 𝑒4𝑡
 

 درج ذیل ہے(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

𝑚2 − 5𝑚 + 6 = 0 

⇒                         (𝑚 − 2)(𝑚 − 3) = 0 

⇒                                                    𝑚 = 2, 3 

D2)اس لیے دی گئی  مساوات  − 5D + 6)𝑥 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0

𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑒2𝑡 + 𝑐2𝑒3𝑡
 

 ۔ ہم جانتے  ہیں کہاب ہم خاص تکملہ حاصل کریں گے 
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𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 

                                                                                   =
1

D2 − 5D + 6
𝑒4𝑡

 

                                                                                   =
1

(𝐷 − 2)(𝐷 − 3)
𝑒4𝑡

 

کہ  ہم جانتے ہیں

1

𝐷−𝑚
𝑄 = 𝑒𝑚𝑡 ∫ 𝑄 𝑒−𝑚𝑡𝑑𝑡اس لیے 

                                                                           𝑃. 𝐼. =
1

(𝐷 − 2)
{𝑒3𝑡 ∫ 𝑒4𝑡 𝑒−3𝑡𝑑𝑡} 

                                                                                   =
1

(𝐷 − 2)
{𝑒3𝑡 ∫ 𝑒𝑡 𝑑𝑡} 

                                                                                   =
1

(𝐷 − 2)
{𝑒3𝑡𝑒𝑡} 

                                                                                   =
1

(𝐷 − 2)
𝑒4𝑡

 

                                                                                   = 𝑒2𝑡 ∫ 𝑒4𝑡 𝑒−2𝑡𝑑𝑡 

                                                                                   = 𝑒2𝑡 ∫ 𝑒2𝑡 𝑑𝑡 

⇒                                                                       𝑃. 𝐼. =
1

2
𝑒4𝑡

 

 م حل درج طریقہ سے حاصل ہوگا اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عا 

𝑥 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                                             = 𝑐1𝑒2𝑡 + 𝑐2𝑒3𝑡 +
1

2
𝑒4𝑡

 

مساوات   ۔ 2مثال 

𝑑2𝑥
𝑑𝑡2 +

𝑑𝑥
𝑑𝑡

− 2𝑥 = 2𝑡 ۔یںکو حل کر 

 ہیں   حل۔ 

 

 اس مساوات کو ہم درج ذیل طریقہ سے بھی لکھ سکت

(D2 + D − 2)𝑥 = 2𝑡 

𝑓(𝐷)یہاں = D2 + D − 𝑄اور  2 = 2𝑡 

 درج ذیل ہوگی(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

𝑚2 + 𝑚 − 2 = 0 

⇒                       (𝑚 + 2)(𝑚 − 1) = 0 

⇒                                                  𝑚 = 1, −2 

D2)اس لیے دی گئی  مساوات  + D − 2)𝑥 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0

𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑒𝑡 + 𝑐2𝑒−2𝑡
 

 ۔ ہم جانتے  ہیں کہاب ہم خاص تکملہ حاصل کریں گے 

𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 
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                                                                                   =
1

D2 + D − 2
𝑒4𝑡

 

                                                                                   =
1

(𝐷 + 2)(𝐷 − 1)
𝑒4𝑡

 

کہ  ہم جانتے ہیں

1

𝐷−𝑚
𝑄 = 𝑒𝑚𝑡 ∫ 𝑄 𝑒−𝑚𝑡𝑑𝑡اس لیے 

                                                                           𝑃. 𝐼. =
1

(𝐷 + 2)
{𝑒𝑡 ∫ 2𝑡𝑒−𝑡 𝑑𝑡} 

                                                                                   =
1

(𝐷 + 2)
2𝑒𝑡 {−𝑡𝑒−𝑡 − ∫(−1. 𝑒−𝑡) 𝑑𝑡} 

                                                                                   =
1

(𝐷 + 2)
2𝑒𝑡(−𝑡𝑒−𝑡 − 𝑒−𝑡) 

                                                                                   = −
1

(𝐷 + 2)
2(𝑡 + 1) 

                                                                                   = −2𝑒−2𝑡 ∫(𝑡 + 1) 𝑒2𝑡𝑑𝑡 

                                                                                   = −2𝑒−2𝑡 {(𝑡 + 1)
𝑒2𝑡

2
− ∫

𝑒2𝑡

2
𝑑𝑡} 

                                                                                   = −2𝑒−2𝑡 {(𝑡 + 1)
𝑒2𝑡

2
−

𝑒2𝑡

4
} 

                                                                                   = −2𝑒−2𝑡
𝑒2𝑡

2
{(𝑡 + 1) −

1

2
} 

⇒                                 𝑃. 𝐼. = − (𝑡 +
1

2
) 

 م حل ہوگا اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عا 

𝑥 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                                             = 𝑐1𝑒𝑡 + 𝑐2𝑒−2𝑡 − (𝑡 +
1

2
) 

مساوات   ۔ 3مثال 

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 𝑦 = sec 𝑥۔ وکر معلوم  حل کا 

 ہیں  حل۔ 

 

 اس مساوات کو ہم درج ذیل طریقہ سے بھی لکھ سکت

(D2 + 1)𝑦 = sec 𝑥 

𝑓(𝐷)یہاں = D2 + 𝑄اور  1 = sec 𝑥 

 درج ذیل ہوگی(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

𝑚2 + 1 = 0 

⇒                                              𝑚 = ±𝑖 

D2)اس لیے دی گئی  مساوات  + 1)𝑦 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0

𝐶. 𝐹. = 𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥 

 ۔ ہم جانتے  ہیں کہاب ہم خاص تکملہ حاصل کریں گے 
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𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 

                                                                                   =
1

D2 + 1
sec 𝑥 

                                                                                   =
1

(𝐷 + 𝑖)(𝐷 − 𝑖)
sec 𝑥 

                                                                                   =
1

2𝑖
[

1

(𝐷 − 𝑖)
−

1

(𝐷 + 𝑖)
] sec 𝑥 

                                                                                   =
1

2𝑖
[

1

(𝐷 − 𝑖)
sec 𝑥 −

1

(𝐷 + 𝑖)
sec 𝑥] 

کہ  ہم جانتے ہیں

1

𝐷−𝑚
𝑄 = 𝑒𝑚𝑡 ∫ 𝑄 𝑒−𝑚𝑡𝑑𝑡اس لیے 

                                           𝑃. 𝐼. =
1

2𝑖
[𝑒𝑖𝑥 ∫ sec 𝑥 (𝑒−𝑖𝑥) 𝑑𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥 ∫ sec 𝑥 (𝑒𝑖𝑥) 𝑑𝑥] 

                                                   =
1

2𝑖
[𝑒𝑖𝑥 ∫

(cos 𝑥 − 𝑖 sin 𝑥)

cos 𝑥
𝑑𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥 ∫

(cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥)

cos 𝑥
𝑑𝑥] 

                                                   =
1

2𝑖
[𝑒𝑖𝑥 ∫(1 − 𝑖 tan 𝑥) 𝑑𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥 ∫(1 + 𝑖 tan 𝑥) 𝑑𝑥] 

                                                   =
1

2𝑖
[𝑒𝑖𝑥(𝑥 + 𝑖 log cos 𝑥) − 𝑒−𝑖𝑥(𝑥 − 𝑖 log cos 𝑥)] 

                                                   =
1

2𝑖
[𝑥(𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥) + 𝑖 log cos 𝑥 (𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥)] 

                                                   = 𝑥 (
𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥

2𝑖
) + log cos 𝑥 (

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥

2
) 

⇒ 𝑃. 𝐼. = 𝑥 sin 𝑥 + cos 𝑥 log cos 𝑥 

 م حل ہوگا اس لیے عا

𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 
                                                                             = 𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥 + 𝑥 sin 𝑥 + cos 𝑥 log cos 𝑥 

مساوات   ۔ 4مثال 

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑒𝑥

 ۔ وکرمعلوم  حل  کا

 اس مساوات کو درج ذیل طریقہ سے لکھتے ہیں   حل۔ 

(D2 − 2D + 1)𝑦 = 𝑒𝑥
 

𝑓(𝐷)یہاں = D2 − 2D + 𝑄اور  1 = 𝑒𝑥
 

 درج ذیل ہوگی(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

𝑚2 − 2𝑚 + 1 = 0 

⇒                         (𝑚 − 1)(𝑚 − 1) = 0 

⇒                                                    𝑚 = 1, 1 

D2)اس لیے دی گئی  مساوات  − 2D + 1)𝑦 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0

𝐶. 𝐹. = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒𝑥
 

 ۔ ہم جانتے  ہیں کہاب ہم خاص تکملہ حاصل کریں گے 
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𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 

                                                                                   =
1

D2 − 2D + 1
𝑒𝑥

 

                                                                                   =
1

(𝐷 − 1)(𝐷 − 1)
𝑒𝑥

 

کہ  ہم جانتے ہیں

1

𝐷−𝑚
𝑄 = 𝑒𝑚𝑥 ∫ 𝑄 𝑒−𝑚𝑥𝑑𝑥اس لیے 

                                                                           𝑃. 𝐼. =
1

(𝐷 − 1)
{𝑒𝑥 ∫ 𝑒𝑥 𝑒−𝑥𝑑𝑥} 

                                                                                   =
1

(𝐷 − 1)
{𝑒𝑥 ∫ 1 𝑑𝑥} 

                                                                                   =
1

(𝐷 − 1)
𝑥𝑒𝑥

 

                                                                                   = 𝑒𝑥 ∫ 𝑥𝑒𝑥 𝑒−𝑥𝑑𝑥 

                                                                                   = 𝑒𝑥 ∫ 𝑥 𝑑𝑥 

⇒                                  𝑃. 𝐼. =
𝑥2

2
𝑒𝑥

 

 م حل ہوگا اس لیے عا

                                                                               𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                                                  = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒𝑥 +
𝑥2

2
𝑒𝑥

 

10.2.2.1𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑒𝑎𝑥
Particular Integral of𝑓(𝐷)𝑦)کا خاص تکملہ  = 𝑒𝑎𝑥

) 

1.    
 

𝒇(𝒂)ج ≠ 𝟎 

ز تفرق

 

 ہم حاصل کرتے ہیں  کی مدد سے (Successive Differentiation)متواب

𝐷𝑒𝑎𝑥 = 𝑎𝑒𝑎𝑥
 

𝐷2𝑒𝑎𝑥 = 𝐷(𝐷𝑒𝑎𝑥) = 𝐷(𝑎𝑒𝑎𝑥) = 𝑎2𝑒𝑎𝑥
 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

𝐷𝑛𝑒𝑎𝑥 = 𝑎𝑛𝑒𝑎𝑥
 

ا ہے کہ

 

ز ہوت
 
 اس سے یہ ظاہ

𝑓(𝐷)𝑒𝑎𝑥 = 𝑓(𝑎)𝑒𝑎𝑥
 

عامل 

1

𝑓(𝐷)
 کی مدد سے دونوں طرف عمل کرنے پر 

1

𝑓(𝐷)
{𝑓(𝐷)𝑒𝑎𝑥} =

1

𝑓(𝐷)
{𝑓(𝑎)𝑒𝑎𝑥} 

⇒                                      𝑒𝑎𝑥 =
1

𝑓(𝐷)
{𝑓(𝑎)𝑒𝑎𝑥} 
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⇒                           
1

𝑓(𝐷)
𝑒𝑎𝑥 =

1

𝑓(𝑎)
𝑒𝑎𝑥

 

2.    
 

𝒇(𝒂)ج = 𝟎 

𝑓(𝑎)اگر   = 0  

 

ز ضربی  𝑓(𝐷)، ت

 

 
𝐷)کا ای  ج − 𝑎) زض کروہوگا۔

 

 کہ   ف

𝑓(𝐷) = (𝐷 − 𝑎)𝑟𝜑(𝐷) 

  کہ   
 

𝜑(𝑎)ج ≠ 0  

 

 ، ت

1

𝑓(𝐷)
𝑒𝑎𝑥 =

1

(𝐷 − 𝑎)𝑟𝜑(𝐷)
𝑒𝑎𝑥

 

=
1

(𝐷 − 𝑎)𝑟
∙

1

𝜑(𝑎)
𝑒𝑎𝑥

 

=
1

𝜑(𝑎)
∙

𝑥𝑟

𝑟!
𝑒𝑎𝑥

 

    
 

𝑓(𝑎)اس لیے ج = 0 ،  

 

ت

1

𝑓(𝐷)
𝑒𝑎𝑥 =

1

𝜑(𝑎)
∙

𝑥𝑟

𝑟!
𝑒𝑎𝑥

 ہوگا۔

 ۔ اب ہم کچھ مثالوں کی مدد سے اوپر دیے گی  طریقہ کو سمجھتے ہیں

مساوات    ۔ 1مثال 

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 6

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 9𝑦 = 2𝑒4𝑥

 ۔ وکر معلوم  حل کا

 ہیں   حل۔ 

 

 اس مساوات کو ہم درج ذیل طریقہ سے بھی لکھ سکت

(D2 − 6D + 9)𝑦 = 2𝑒4𝑥
 

⇒                                   (D − 3)2𝑦 = 2𝑒4𝑥
 

𝑓(𝐷)یہاں = (D − 3)2
𝑄اور   = 2𝑒4𝑥

 

 درج ذیل ہوگی(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

(𝑚 − 3)2 = 0 

⇒                                                     𝑚 = 3, 3 

D)اس لیے دی گئی  مساوات  − 3)2𝑦 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0

𝐶. 𝐹. = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒3𝑥
 

 ۔ ہم جانتے  ہیں کہاب ہم خاص تکملہ حاصل کریں گے 

𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 

                                                                                   =
1

(D − 3)2
2𝑒4𝑥

 

 

کہ

𝑓(𝑎)ح ب   ہم جانتے  ہیں  ≠ 0 ،   

 

ت

1

𝑓(𝐷)
𝑒𝑎𝑥 =

1

𝑓(𝑎)
𝑒𝑎𝑥

 اس لیے، 

                                                                           𝑃. 𝐼. =
1

(4 − 3)2
2𝑒4𝑥

 

⇒                                 𝑃. 𝐼. = 2𝑒4𝑥
 

 م حل درج طریقہ سے حاصل ہوگا اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عا 
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𝑥 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 
                                                                              = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒3𝑥 + 2𝑒4𝑥

 

مساوات    ۔ 2مثال 

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 𝑒5𝑥

 ۔ وکو حل کر 

 ہیں  حل۔ 

 

 اس مساوات کو ہم درج ذیل طریقے سے بھی لکھ سکت

(D2 − 3D + 2)𝑦 = 𝑒5𝑥
 

⇒                        (D − 1)(D − 2)𝑦 = 𝑒5𝑥
 

𝑓(𝐷)یہاں = D2 − 3D + 𝑄اور  2 = 𝑒5𝑥
 

 درج ذیل ہوگی(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

⇒                           (𝑚 − 1)(𝑚 − 2) = 0 

⇒                                                      𝑚 = 1, 2 

D2)اس لیے دی گئی  مساوات  − 3D + 2)𝑦 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0

𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒2𝑥
 

 ۔ ہم جانتے  ہیں کہاب ہم خاص تکملہ حاصل کریں گے 

𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 

                                                                                   =
1

(D − 1)(D − 2)
𝑒5𝑥

 

 

کہ

𝑓(𝑎)ح ب   ہم جانتے  ہیں  ≠ 0 ،   

 

ت

1

𝑓(𝐷)
𝑒𝑎𝑥 =

1

𝑓(𝑎)
𝑒𝑎𝑥

 اس لیے، 

                                                                           𝑃. 𝐼. =
1

(5 − 1)(5 − 2)
𝑒5𝑥

 

⇒                                 𝑃. 𝐼. =
1

12
𝑒5𝑥

 

 م حل درج طریقہ سے حاصل ہوگا اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عا 

                                                                               𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                                                  = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒2𝑥 +
1

12
𝑒5𝑥

 

مساوات   ۔  3مثال 

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 2𝑎

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎2𝑦 = 𝑒𝑎𝑥

 ۔کو حل کریں

 ہیں   حل۔ 

 

 اس مساوات کو ہم درج ذیل طریقہ سے بھی لکھ سکت

(𝐷2 − 2𝑎𝐷 + 𝑎2)𝑦 = 𝑒𝑎𝑥
 

⇒                                       (𝐷 − 𝑎)2𝑦 = 𝑒𝑎𝑥
 

𝑓(𝐷)یہاں = (𝐷 − 𝑎)2
𝑄اور   = 𝑒𝑎𝑥

 

 درج ذیل ہوگی(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

⇒                                       (𝑚 − 𝑎)2 = 0 

⇒                                                     𝑚 = 𝑎, 𝑎 

𝐷)اس لیے دی گئی  مساوات  − 𝑎)2𝑦 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0
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𝐶. 𝐹. = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒𝑎𝑥
 

 ہم جانتے  ہیں کہ

𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 

                                                                                   =
1

(𝐷 − 𝑎)2
𝑒𝑎𝑥

 

 

کہ

𝑓(𝑎)ح ب    ہم جانتے  ہیں  = 0 ،  

 

ت

1

𝑓(𝐷)
𝑒𝑎𝑥 =

1

𝜑(𝑎)
∙

𝑥𝑟

𝑟!
𝑒𝑎𝑥

𝜑(𝑎)جبکہ ،  ≠  اس لیے0

                                                                           𝑃. 𝐼. =
𝑥2

2!
𝑒𝑎𝑥

 

⇒                                  𝑃. 𝐼. =
𝑥2

2
𝑒𝑎𝑥

 

 م حل ہوگا اس لیے عا

𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                                             = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒𝑎𝑥 +
𝑥2

2
𝑒𝑎𝑥

 

مساوات   ۔ 4مثال 

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 4

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 3𝑦 = 2𝑒3𝑥

 ۔ وکر  معلوم حل کا

 ہیں  حل۔ 

 

 اس مساوات کو ہم درج ذیل طریقہ سے بھی لکھ سکت

(D2 − 4D + 3)𝑦 = 2𝑒3𝑥
 

⇒                       (D − 1)(D − 3)𝑦 = 2𝑒3𝑥
 

𝑓(𝐷)یہاں = D2 − 4D + 𝑄اور  3 = 2𝑒3𝑥
 

 درج ذیل ہوگی(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

(𝑚 − 1)(𝑚 − 3) = 0 

⇒                                                    𝑚 = 1, 3 

D2)اس لیے دی گئی  مساوات  − 4D + 3)𝑦 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0

𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒3𝑥
 

 ۔ ہم جانتے  ہیں کہاب ہم خاص تکملہ حاصل کریں گے 

𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 

                                                                                   =
1

(D − 1)(D − 3)
2𝑒3𝑥

 

𝑓(3) چوں کہ =  اس لیے،0

                                                                           𝑃. 𝐼. =
1

(3 − 1)(D − 3)
2𝑒3𝑥

 

                                                                                   =
1

(D − 3)1
𝑒3𝑥

 

                                                                                   =
𝑥1

1!
𝑒3𝑥 = 𝑥𝑒3𝑥
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دیل طریقہ

 

 
 سے حاصل ہوگا اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل درج

                                                                                𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 
                                                                                    = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒3𝑥 + 𝑥𝑒3𝑥

 

مساوات    ۔ 5مثال 

𝑑4𝑦

𝑑𝑥4 − 18
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 81𝑦 = 36𝑒3𝑥
 ۔ وکو حل کر 

 ہیں  حل۔ 

 

 اس مساوات کو ہم درج ذیل طریقہ سے بھی لکھ سکت

(D4 − 18D2 + 81)𝑦 = 36𝑒3𝑥
 

⇒                     (D2 − 9)(D2 − 9)𝑦 = 36𝑒3𝑥
 

𝑓(𝐷)یہاں = D4 − 18D2 + 𝑄اور  81 = 36𝑒3𝑥
 

 درج ذیل ہوگی(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

(𝑚2 − 9)(𝑚2 − 9) = 0 

⇒                                                    𝑚2 = 9, 9 

⇒                                                      𝑚 = ±3, ±3 

D4)اس لیے دی گئی  مساوات  − 18D2 + 81)𝑦 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0

𝐶. 𝐹. = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒3𝑥 + (𝑐3 + 𝑐4𝑥)𝑒−3𝑥
 

 ۔ ہم جانتے  ہیں کہاب ہم خاص تکملہ حاصل کریں گے 

𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 

                                                                                   =
1

(D2 − 9)(D2 − 9)
36𝑒3𝑥

 

                                                                                   =
1

(D − 3)2(D + 3)2
36𝑒3𝑥

 

𝑓(3) چوں کہ =  اس لیے،0

                                                                           𝑃. 𝐼. =
1

(D − 3)2(3 + 3)2
36𝑒3𝑥

 

                                                                                   =
1

(D − 3)2
𝑒3𝑥

 

                                                                                   =
𝑥2

2!
𝑒3𝑥

 

 سے حاصل ہوگا اس لیے دی گئی تفرقی مساوات کا عام حل درج ذیل طریقے

𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                                             = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒3𝑥 + (𝑐3 + 𝑐4𝑥)𝑒−3𝑥 +
𝑥2

2!
𝑒3𝑥
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10.2.2.2 (cos 𝑎𝑥 )ت ا𝑓(𝐷)𝑦 = sin 𝑎𝑥کا خاص تکملہ 

(Particular Integral of 𝑓(𝐷)𝑦 = sin 𝑎𝑥 ت ا) cos 𝑎𝑥)) 

ز تفرق

 

 ہم حاصل کرتے ہیں  کی مدد سے (Successive Differentiation)متواب

                  𝐷 sin 𝑎𝑥 = 𝑎 cos 𝑎𝑥 

𝐷2 sin 𝑎𝑥 = 𝐷(𝐷 sin 𝑎𝑥) = 𝐷(𝑎 cos 𝑎𝑥) = −𝑎2 sin 𝑎𝑥 

𝐷3 sin 𝑎𝑥 = 𝐷(𝐷2 sin 𝑎𝑥) = 𝐷(−𝑎2 sin 𝑎𝑥) = −𝑎3 cos 𝑎𝑥 

𝐷4 sin 𝑎𝑥 = 𝐷(𝐷3 sin 𝑎𝑥) = 𝐷(−𝑎3 cos 𝑎𝑥) = 𝑎4 sin 𝑎𝑥 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

𝐷𝑛 sin 𝑎𝑥 = (−𝑎2)𝑛 sin 𝑎𝑥 

ا ہے کہ 

 

ز ہوت
 
  اسے 𝐷اگر   اس سے یہ ظاہ

 

     𝜑(𝐷2) کی صرف جفت قوت   میں موجود ہوں ت

 

ز کرتے ہیں ۔ ت
 
 سے ظاہ

𝜑(𝐷2) sin 𝑎𝑥 = 𝜑(−𝑎2) sin 𝑎𝑥 

عامل 

1

𝜑(𝐷2)
 کی مدد سے دونوں طرف عمل کرنے پر 

1

𝜑(𝐷2)
{𝜑(𝐷2) sin 𝑎𝑥} =

1

𝜑(𝐷2)
{𝜑(−𝑎2) sin 𝑎𝑥} 

⇒                        sin 𝑎𝑥 = 𝜑(−𝑎2) {
1

𝜑(𝐷2)
sin 𝑎𝑥} 

⇒           
1

𝜑(𝐷2)
sin 𝑎𝑥 =

1

𝜑(−𝑎2)
sin 𝑎𝑥 

 اسی طرح 

⇒          
1

𝜑(𝐷2)
𝑐𝑜𝑠 𝑎𝑥 =

1

𝜑(−𝑎2)
cos 𝑎𝑥 

𝜑(−𝑎2)اگر  نوٹ: = ا ہے ۔0

 

اکام ہو جات

 

 اوپر دت ا گیا طریقہ ت

 اب  ہم کچھ مثالوں کی مدد سے اوپر دیے گی  طریقہ کو سمجھتے ہیں۔ 

مساوات    ۔ 1مثال 

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 4𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 3𝑥۔ کا حل معلوم کرو 

 ہیں  حل۔ 

 

 اس مساوات کو ہم درج ذیل طریقے سے بھی لکھ سکت

(D2 + 4)𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 3𝑥 

𝑓(𝐷)یہاں = D2 + 𝑄اور  4 = 𝑐𝑜𝑠 3𝑥 

 درج ذیل ہوگی(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

𝑚2 + 4 = 0 

⇒                                              𝑚 = ±2𝑖 

D2)اس لیے دی گئی  مساوات  + 4)𝑦 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0

𝐶. 𝐹. = 𝑐1 cos 2𝑥 + 𝑐2 sin 2𝑥 
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 ہم جانتے  ہیں کہ

𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 

                                                                                   =
1

D2 + 4
𝑐𝑜𝑠 3𝑥 

کہ  ہم جانتے ہیں

1

𝜑(𝐷2)
𝑐𝑜𝑠 𝑎𝑥 =

1

𝜑(−𝑎2)
cos 𝑎𝑥اس لیے 

                                                                           𝑃. 𝐼. =
1

−9 + 4
𝑐𝑜𝑠 3𝑥 

                                                                                   =
1

−5
𝑐𝑜𝑠 3𝑥 

 م حل ہوگا اس لیے عا

                                                                                𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                                                   = 𝑐1 cos 2𝑥 + 𝑐2 sin 2𝑥 −
1

5
𝑐𝑜𝑠 3𝑥 

مساوات   ۔  2مثال 

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 𝑦 = sin 2𝑥 ۔ وکو حل کر 

 ہیں  حل۔ 

 

 اس مساوات کو ہم درج ذیل طریقے سے بھی لکھ سکت

(D2 + 1)𝑦 = sin 2𝑥 

𝑓(𝐷)یہاں = D2 + 𝑄اور  1 = sin 2𝑥 

 درج ذیل ہوگی(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

𝑚2 + 1 = 0 

⇒                                              𝑚 = ±𝑖 

D2)اس لیے دی گئی  مساوات  + 1)𝑦 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0

𝐶. 𝐹. = 𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥 

 ہم جانتے  ہیں کہ

𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 

                                                                                   =
1

D2 + 1
sin 2𝑥 

کہ  ہم جانتے ہیں

1

𝜑(𝐷2)
sin 𝑎𝑥 =

1

𝜑(−𝑎2)
sin 𝑎𝑥اس لیے 

                                                                           𝑃. 𝐼. =
1

−4 + 1
sin 2𝑥 

                                                                                   =
1

−3
sin 2𝑥 

 م حل ہوگا اس لیے عا

                                                                                𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                                                   = 𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥 −
1

3
sin 2𝑥 
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مساوات    ۔ 3مثال 

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

− 2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 3𝑦 = 2𝑒2𝑥 + 3 sin 𝑥 ۔ یںکو حل کر 

 ہیں  حل۔ 

 

 اس مساوات کو ہم درج ذیل طریقے سے بھی لکھ سکت

(D2 − 2D − 3)𝑦 = 2𝑒2𝑥 + 3 sin 𝑥 

⇒              (D + 1)(D − 3)𝑦 = 2𝑒2𝑥 + 3 sin 𝑥 

𝑓(𝐷)یہاں = D2 − 2D − 𝑄اور  3 = 2𝑒2𝑥 + 3 sin 𝑥 

 درج ذیل ہوگی(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

(𝑚 + 1)(𝑚 − 3) = 0 

⇒                                             𝑚 = −1, 3 

D2)اس لیے دی گئی  مساوات  − 2D − 3)𝑦 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0

𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑒−𝑥 + 𝑐2𝑒3𝑥
 

 ۔ ہم جانتے  ہیں کہاب ہم خاص تکملہ حاصل کریں گے 

                                                                      𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 

                                                                              =
1

D2 − 2D − 3
(2𝑒2𝑥 + 3 sin 𝑥) 

                                                                              = (
1

D2 − 2D − 3
2𝑒2𝑥 +

1

D2 − 2D − 3
3 sin 𝑥) 

                                                                              = (
1

22 − 2 × 2 − 3
2𝑒2𝑥 +

1

−(1)2 − 2D − 3
3 sin 𝑥) 

                                                                              = (−
2

3
𝑒2𝑥 +

1

−2(D + 2)
3 sin 𝑥) 

                                                                              = (−
2

3
𝑒2𝑥 −

3

2

(D − 2)

(D + 2)(D − 2)
sin 𝑥) 

                                                                              = (−
2

3
𝑒2𝑥 −

3

2

(D − 2)

(D2 − 4)
sin 𝑥) 

                                                                              = (−
2

3
𝑒2𝑥 −

3

2

(D − 2)

(−(1)2 − 4)
sin 𝑥) 

                                                                              = (−
2

3
𝑒2𝑥 +

3

10
(D − 2) sin 𝑥) 

                                                                              = −
2

3
𝑒2𝑥 +

3

10
(

𝑑

𝑑𝑥
sin 𝑥 − 2 sin 𝑥) 

                                                                              = −
2

3
𝑒2𝑥 +

3

10
(cos 𝑥 − 2 sin 𝑥) 

 سے حاصل ہوگا طریقے ذیل  م حل درجاس لیے دی تفرقی مساوات کا عا

𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                                              = 𝑐1𝑒−𝑥 + 𝑐2𝑒3𝑥 −
2

3
𝑒2𝑥 +

3

10
(cos 𝑥 − 2 sin 𝑥) 
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10.2.2.3𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑥𝑚
Particular Integral of 𝑓(𝐷)𝑦)کا خاص تکملہ = 𝑥𝑚

) 

1

𝑓(𝐷)
𝑥𝑚

رزنے کے لیے درج ذیل طریقہ استعمال کرتے ہیں 
صلک
 کو حا

I. ہم𝑓(𝐷)رز

 

ت ٹ

 

می

اکہ ڈنو

 

ز لیتے ہیں ت
 
 میں ذیل صورت بن جایے(Denominator)میں سے س  سے کم درج کی رکن کو ت اہ

 [1 + 𝜑(𝐷)]𝑛
1]ت ا    − 𝜑(𝐷)]𝑛

 ہے۔(Positive Integer)ای  مثبت  صحیح اعداد 𝑛جہاں   ، 

II. ز ضربی کو نیومریٹر

 

 
1]میں لے جاتے ہیں جو کہ ذیل صورت میں ہوگا  (Numerator)اب اس ج + 𝜑(𝐷)]−𝑛

 ت ا

[1 − 𝜑(𝐷)]−𝑛
 

III.اب دورکنی قضیہ(Binomial Theorem  )  1]کی مدد سے ± 𝜑(𝐷)]−𝑛
 کی توسیع کرتے ہیں۔

 ہم جانتے ہیں کہ

(1 + 𝑥)𝑛 = 1 + 𝑛𝑥 +
𝑛(𝑛 − 1)

2!
𝑥2 +

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

3!
𝑥3 + ⋯ 

 : ذیل ہیں ضابطےسوالوں کو آسانی کے ساتھ حل کرنے کے لیے کچھ 

1. (1 + 𝑥)−1 = 1 − 𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3 + ⋯ 

2. (1 − 𝑥)−1 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + ⋯ 

3. (1 + 𝑥)−2 = 1 − 2𝑥 + 3𝑥2 − 4𝑥3 + ⋯ 

4. (1 − 𝑥)−2 = 1 + 2𝑥 + 3𝑥2 + 4𝑥3 + ⋯ 

𝑥𝑚چوں کہ  
1]سے زت ادہ رتبہ کے مشتق صفر ہو جاتے ہیں، اس لیے    mکے سبھی   + 𝜑(𝐷)]−𝑛

𝐷𝑚کو   
 ہی توسیع کرتے ہیں۔  

 

کبھی کبھی     ی

1

𝑓(𝐷)
زوی کسر

 

 
ز کو   کو  ج

 

 
ز ای  ج

 
کی گھٹتی ہوئی قوت میں توسیع کرنے کے بعد اوپر  𝐷وں میں تبدیل کرخاص تکملہ حاصل کیا جاسکتا ہے۔ اس کے  ہ

 دیے گی  طریقہ کے مطابق خاص تکملہ  حاصل کر لیتے ہیں۔ 

مساوات   ۔  1مثال 

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

− 4𝑦 = 𝑥2
 ۔ وکو حل کر 

 ہیں   حل۔ 

 

 اس مساوات کو ہم درج ذیل طریقے سے بھی لکھ سکت

(D2 − 4)𝑦 = 𝑥2
 

𝑓(𝐷)یہاں = D2 − 𝑄اور  4 = 𝑥2
 

 درج ذیل ہوگی(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

𝑚2 − 4 = 0 

⇒                                              𝑚 = ±2 

D2)اس لیے دی گئی  مساوات  − 4)𝑦 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0

𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑒−2𝑥 + 𝑐2𝑒2𝑥
 

 ہم جانتے  ہیں کہ
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𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 

                                                                                   =
1

D2 − 4
𝑥2

 

                                                                                   = −
1

4

1

(1 −
D2

4
)

𝑥2
 

                                                                                   = −
1

4
(1 −

D2

4
)

−1

𝑥2
 

 ہوگا  کی مدد سےہمیں حاصل  (Binomial Theorem)دو رکنی قضیہ

                                                                                   = −
1

4
{1 +

D2

4
+ (

D2

4
)

2

+ ⋯ } 𝑥2
 

                                                                                   = −
1

4
{𝑥2 +

D2𝑥2

4
+

D4𝑥2

16
+ ⋯ } 

                                                                                   = −
1

4
{𝑥2 +

2

4
+ 0 + ⋯ } 

                                                                                   = −
1

8
(2𝑥2 + 1) 

 اس لیے دی گئی مساوات کا عام حل ہوگا

                                                                                𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                                                   = 𝑐1𝑒−2𝑥 + 𝑐2𝑒2𝑥 −
1

8
(2𝑥2 + 1) 

مساوات    ۔ 2مثال 

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 +

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 2𝑦 = 𝑥 + sin 𝑥۔ یںکر  معلوم  حل کا 

 ہیں   حل۔ 

 

 اس مساوات کو ہم درج ذیل طریقے سے بھی لکھ سکت

(D2 + D − 2)𝑦 = 𝑥 + sin 𝑥 

𝑓(𝐷)یہاں = D2 + D − 𝑄اور  2 = 𝑥 + sin 𝑥 

 درج ذیل ہوگی(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

𝑚2 + 𝑚 − 2 = 0 

⇒                        (𝑚 + 2)(𝑚 − 1) = 0 

⇒                                             𝑚 = 1, −2 

D2)اس لیے دی گئی  مساوات  + D − 2)𝑦 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0

𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒−2𝑥
 

 ہم جانتے  ہیں کہ

                                    𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 

                                           =
1

D2 + D − 2
(𝑥 + sin 𝑥) 
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                                           =
1

D2 + D − 2
𝑥 +

1

D2 + D − 2
sin 𝑥 

                                           = −
1

2

1

(1 −
D2+D

2
)

𝑥 +
1

−(1)2 + D − 2
sin 𝑥 

                                           = −
1

2
(1 −

D2 + D

2
)

−1

𝑥 +
1

D − 3
sin 𝑥 

                                           = −
1

2
{1 +

D2 + D

2
+ (

D2 + D

2
)

2

+ ⋯ } 𝑥 +
D + 3

(D − 3)(D + 3)
sin 𝑥 

                                           = −
1

2
{𝑥 +

D2 + D

2
𝑥 + (

D2 + D

2
)

2

𝑥 + ⋯ } +
D + 3

D2 − 9
sin 𝑥 

                                           = −
1

2
(𝑥 +

0 + 1

2
+ 0 + ⋯ ) +

D + 3

−(1)2 − 9
sin 𝑥 

                                           = −
1

4
(2𝑥 + 1) −

1

10
(D sin 𝑥 + 3 sin 𝑥) 

                                           = −
1

4
(2𝑥 + 1) −

1

10
(cos 𝑥 + 3 sin 𝑥) 

 اس لیے دی گئی مساوات کا عام حل ہوگا

                                                                    𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

= 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒−2𝑥 −
1

4
(2𝑥 + 1) −

1

10
(cos 𝑥 + 3 sin 𝑥) 

مساوات    ۔ 3مثال 

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 +

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑥3 + 2𝑥2

 ۔ وکو حل کر 

 ہیں  حل۔ 

 

 اس مساوات کو ہم درج ذیل طریقے سے بھی لکھ سکت

(D2 + D + 1)𝑦 = 𝑥3 + 2𝑥2
 

𝑓(𝐷)یہاں = D2 + D + 𝑄اور  1 = 𝑥3 + 2𝑥2
 

 درج ذیل ہوگی(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

𝑚2 + 𝑚 + 1 = 0 

⇒                               𝑚 =
−1 ± √1 − 4

2
 

                                                                              = −
1

2
±

√3

2
𝑖 

D2)اس لیے دی گئی  مساوات  + D + 1)𝑦 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0

𝐶. 𝐹. = 𝑒−
1

2
𝑥 (𝑐1 cos

√3

2
𝑥 + 𝑐2 sin

√3

2
𝑥) 

 ہم جانتے  ہیں کہ

                          𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 
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                                  =
1

D2 + D + 1
(𝑥3 + 2𝑥2) 

                                  =
1

(1 + D2 + D)
(𝑥3 + 2𝑥2) 

                                  = {1 + (D2 + D)}−1(𝑥3 + 2𝑥2) 

                                  = [1 − (D2 + D) + {(D2 + D)}2 − {(D2 + D)}3 + ⋯ ](𝑥3 + 2𝑥2) 

                                  = (1 − D2 − D + D4 + 2D3 + D2 − D6 − D3 − 3D4 − 3D5 + ⋯ )(𝑥3 + 2𝑥2) 
                                  = {𝑥3 + 2𝑥2 − D(𝑥3 + 2𝑥2) + D3(𝑥3 + 2𝑥2)} 

                                  = {𝑥3 + 2𝑥2 − 3𝑥2 − 4𝑥 + (6 + 0)} 

                                  = 𝑥3 − 𝑥2 − 4𝑥 + 6 

 اس لیے دی گئی مساوات کا عام حل ہوگا

                              𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                  = 𝑒−
1

2
𝑥 (𝑐1 cos

√3

2
𝑥 + 𝑐2 sin

√3

2
𝑥) + 𝑥3 − 𝑥2 − 4𝑥 + 6 

مساوات   ۔ 4مثال 

𝑑4𝑦
𝑑𝑥4 −

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 =  ۔کو حل کریں6

 ہیں  حل۔ 

 

 اس مساوات کو ہم درج ذیل طریقے سے بھی لکھ سکت

(D4 − D2)𝑦 = 6 

𝑓(𝐷)یہاں = D4 − D2
𝑄اور   = 6 

 درج ذیل ہوگی(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

𝑚4 − 𝑚2 = 0 

⇒                            𝑚2(𝑚2 − 1) = 0 

⇒                                                𝑚 = 0, 0, 1, −1 

D4)اس لیے دی گئی  مساوات  − D2)𝑦 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0

                                                                                    𝐶. 𝐹. = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒0 + (𝑐3𝑒𝑥 + 𝑐4𝑒−𝑥) 

                                                                                             = 𝑐1 + 𝑐2𝑥 + (𝑐3𝑒𝑥 + 𝑐4𝑒−𝑥) 

 ہم جانتے  ہیں کہ

                                                                                     𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 

                                                                                             =
1

D4 − D2
6𝑥0

 

                                                                                             =
6

−D2
(

1

1 − D2
) 𝑥0

 

                                                                                             = −
6

D2
[1 − D2]−1𝑥0

 

                                                                                             = −
6

D2
[1 + (D2) + ⋯ ]𝑥0

 

                                                                                             = −
6

D2
(𝑥0 − D2𝑥0 + ⋯ ) 

                                                                                             = −
6

D2
(1 − 0 + ⋯ ) 



172 
 

                                                                                             = −
6

D
∫ 1𝑑𝑥 

                                                                                             = −6 ∫ 𝑥𝑑𝑥 

                                                                                             = −6
𝑥2

2
 

                                                                                             = −3𝑥2
 

 اس لیے دی گئی مساوات کا عام حل ہوگا

                                                                                         𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 
                                                                                             = 𝑐1 + 𝑐2𝑥 + (𝑐3𝑒𝑥 + 𝑐4𝑒−𝑥) − 3𝑥2

 

10.2.2.4𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑉کا خاص تکملہ(Particular Integral of𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑉) 

زض کرو کہ

 

ز تفرق𝑣کا کوئی تفاعل    𝑥 ف

 

 ہم حاصل کرتے ہیں  کی مدد سے(Successive Differentiation)ہے۔ متواب

                                                      𝐷(𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑣) = 𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝐷𝑣 + 𝑎𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑣 

                                                                           = 𝑒𝑎𝑥(𝐷 + 𝑎)𝑣 

𝐷2(𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑣) = 𝐷{𝑒𝑎𝑥(𝐷 + 𝑎)𝑣} 

                                                                           = 𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝐷(𝐷 + 𝑎)𝑣 + 𝑎𝑒𝑎𝑥(𝐷 + 𝑎)𝑣 

                                                                           = 𝑒𝑎𝑥(𝐷 + 𝑎)2𝑣 

𝐷3(𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑣) = 𝐷{𝑒𝑎𝑥(𝐷 + 𝑎)2𝑣} 

                                                                           = 𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝐷(𝐷 + 𝑎)2𝑣 + 𝑎𝑒𝑎𝑥(𝐷 + 𝑎)2𝑣 

                                                                           = 𝑒𝑎𝑥(𝐷 + 𝑎)3𝑣 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

𝐷𝑛(𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑣) = 𝑒𝑎𝑥(𝐷 + 𝑎)𝑛𝑣     

 ہم اس نتیجہ پر پہنچتے ہیں کہ   اس سے

 ………..(1)   𝑓(𝐷)𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑣 = 𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑓(𝐷 + 𝑎)𝑣 

زض کرو کہ   

 

𝑓(𝐷ف + 𝑎)𝑣 = 𝑉  

 

   𝑣کا  تفاعل    𝑥چوں کہ    ت

 

 کا ای  تفاعل ہوگا۔اس لیے𝑥بھی   𝑉ہے، ت

𝑣 =
1

𝑓(𝐷 + 𝑎)
𝑉 

 سے (1)اس لیے ، مساوات   

𝑓(𝐷)𝑒𝑎𝑥
1

𝑓(𝐷 + 𝑎)
𝑉 = 𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑓(𝐷 + 𝑎)

1

𝑓(𝐷 + 𝑎)
𝑉 = 𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑉 

عامل 

1

𝑓(𝐷)
 کی مدد سے دونوں طرف عمل کرنے پر 

1

𝑓(𝐷)
𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑉 =

1

𝑓(𝐷)
{𝑓(𝐷)𝑒𝑎𝑥

1

𝑓(𝐷 + 𝑎)
𝑉} 

⇒      
1

𝑓(𝐷)
𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑉 = 𝑒𝑎𝑥

1

𝑓(𝐷 + 𝑎)
𝑉 
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𝐷)مساوات    ۔ 1مثال  − 2)3𝑦 = 𝑥2𝑒2𝑥
 ۔ وکو حل کر 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(𝐷 − 2)3𝑦 = 𝑥2𝑒2𝑥
 

𝑓(𝐷)یہاں = (𝐷 − 2)3
𝑄اور   = 𝑥2𝑒2𝑥

 

 درج ذیل ہوگی(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

(𝑚 − 2)3 = 0 

⇒                                             𝑚 = 2, 2, 2 

D2)اس لیے دی گئی  مساوات  + 4)𝑦 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0

𝐶. 𝐹. = (𝑐1 + 𝑐2𝑥 + 𝑐3𝑥2)𝑒2𝑥
 

 ہم جانتے  ہیں کہ

𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 

                                                                                   =
1

(𝐷 − 2)3
𝑥2𝑒2𝑥

 

ہم جانتے ہیں کہ   

1

𝑓(𝐷)
𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑉 = 𝑒𝑎𝑥 1

𝑓(𝐷+𝑎)
𝑉 اس لیے 

                                                                                   = 𝑒2𝑥
1

(𝐷 + 2 − 2)3
𝑥2

 

                                                                                   = 𝑒2𝑥
1

𝐷3
𝑥2

 

                                                                                   = 𝑒2𝑥 ∫ ∫ ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 

                                                                                   = 𝑒2𝑥 ∫ ∫
𝑥3

3
𝑑𝑥 

                                                                                   = 𝑒2𝑥 ∫
𝑥4

12
𝑑𝑥 

                                                                                   = 𝑒2𝑥
𝑥5

60
 

 اس لیے دی گئی مساوات کا عام حل ہوگا

                                                                                𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                                                    = (𝑐1 + 𝑐2𝑥 + 𝑐3𝑥2)𝑒2𝑥 +
1

60
𝑥5𝑒2𝑥

 

مساوات    ۔ 2مثال 

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 5𝑦 = 𝑒2𝑥 sin 𝑥۔ کا حل معلوم کرو 

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(D2 − 2D + 5)𝑦 = 𝑒2𝑥 sin 𝑥 

𝑓(𝐷)یہاں = D2 − 2D + 𝑄اور  5 = 𝑒2𝑥 sin 𝑥    اور𝑎 =  ہے۔2
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 درج ذیل ہوگی(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

(m2 − 2m + 5) = 0 

⇒                             𝑚 =
2 ± √4 − 20

2
 

⇒                             𝑚 = 1 ± 2𝑖 

D2)اس لیے دی گئی  مساوات  − 2D + 5)𝑦 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0

𝐶. 𝐹. = 𝑒𝑥(𝑐1 cos 2𝑥 + 𝑐2 sin 2𝑥) 

 ہم جانتے  ہیں کہ

𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 

                                                                                   =
1

D2 − 2D + 5
𝑒2𝑥 sin 𝑥 

ہم جانتے ہیں کہ   

1

𝑓(𝐷)
𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑉 = 𝑒𝑎𝑥 1

𝑓(𝐷+𝑎)
𝑉 اس لیے 

                                                                           𝑃. 𝐼. = 𝑒2𝑥
1

(𝐷 + 2)2 − 2(𝐷 + 2) + 5
sin 𝑥 

                                                                                   = 𝑒2𝑥
1

D2 + 2D + 5
sin 𝑥 

D2
2(1)−کی جگہ  

 نے پر درج کر 

                                                                                   = 𝑒2𝑥
1

−(1)2 + 2D + 5
sin 𝑥 

                                                                                   =
1

2
𝑒2𝑥

D − 2

(D + 2)(D − 2)
sin 𝑥 

                                                                                   =
1

2
𝑒2𝑥

D − 2

(D2 − 4)
sin 𝑥 

D2
2(1)−کی جگہ  

 نے پر درج کر 

                                                                                   =
1

2
𝑒2𝑥

D − 2

−(1)2 − 4
sin 𝑥 

                                                                                   = −
1

10
𝑒2𝑥(D sin 𝑥 − 2 sin 𝑥) 

                                                                                   = −
1

10
𝑒2𝑥(cos 𝑥 − 2 sin 𝑥) 

 

 اس لیے دی گئی مساوات کا عام حل ہوگا

                                                                      𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                                         = 𝑒𝑥(𝑐1 cos 2𝑥 + 𝑐2 sin 2𝑥) −
1

10
𝑒2𝑥(cos 𝑥 − 2 sin 𝑥) 

مساوات   ۔ 3مثال 

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑥 sin 𝑥 ۔ وکو حل کر 
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 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

(D2 + 2D + 1)𝑦 = 𝑥 sin 𝑥 

𝑓(𝐷)یہاں = D2 + 2D + 𝑄اور  1 = 𝑥 sin 𝑥 

 درج ذیل ہوگی(Auxiliary Equation)مساوات کے لیے معاون مساوات اس

(m2 + 2m + 1) = 0 

⇒                                                  𝑚 = −1, −1 

D2)اس لیے دی گئی  مساوات  + 2D + 1)𝑦 =  درج ذیل ہوگا  ( Complementary Function)تفاعل  لیے اتمامی کے0

𝐶. 𝐹. = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒−𝑥
 

 ہم جانتے  ہیں کہ

                                         𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑄 

                                                 =
1

D2 + 2D + 1
𝑥 sin 𝑥 

                                                 = کا خیالی حصہ
1

(D + 1)2
𝑥𝑒𝑖𝑥

 

                                                 = 𝑒𝑖𝑥کا خیالی حصہ
1

(D + 𝑖 + 1)2
𝑥 

                                                 = 𝑒𝑖𝑥کا خیالی حصہ (
1

1 + 𝑖
)

2

{
1

(1 +
D

𝑖+1
)

2} 𝑥 

                                                 = 𝑒𝑖𝑥کا خیالی حصہ
1

2𝑖
(1 +

D

𝑖 + 1
)

−2

𝑥 

                                                 = 𝑒𝑖𝑥کا خیالی حصہ
𝑖

2𝑖2
(1 −

2D

𝑖 + 1
+

3D2

(𝑖 + 1)2
− ⋯ ) 𝑥 

[∵ 𝑖2 = −1]                                                   = 𝑒𝑖𝑥کا خیالی حصہ −1

2
𝑖 (𝑥 −

2𝐷𝑥

𝑖+1
+

3𝐷2𝑥

(𝑖+1)2 − ⋯ ) 

                                                 = 𝑒𝑖𝑥کا خیالی حصہ
−1

2
𝑖 (𝑥 −

2

𝑖 + 1
+ 0) 

                                                 = 𝑒𝑖𝑥کا خیالی حصہ
−1

2
𝑖 (𝑥 −

2(1 − 𝑖)

1 − 𝑖2
) 

[∵ 𝑖2 = −1]                                                     = 𝑒𝑖𝑥کا خیالی حصہ −1

2
{𝑖(𝑥 − 1) − 1} 

                                                 = کا خیالی حصہ
−1

2
(cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥){𝑖(𝑥 − 1) − 1} 

                                                 = کا خیالی حصہ
−1

2
[{− cos 𝑥 − (𝑥 − 1) sin 𝑥} + 𝑖{(𝑥 − 1) cos 𝑥 − sin 𝑥}] 

                                                 =
−1

2
{(𝑥 − 1) cos 𝑥 − sin 𝑥} 

                                                 =
1

2
{(1 − 𝑥) cos 𝑥 + sin 𝑥} 
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 اس لیے دی گئی مساوات کا عام حل ہوگا

                                              𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                 = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒−𝑥 +
1

2
{(1 − 𝑥) cos 𝑥 + sin 𝑥} 

 (Learning Outcomes)ئجاکتسابی نتا 10.3

𝑓(𝐷)𝑦کس تفرقی مساوات   = 𝑄:کا خاص تکملہ دو طریقوں سے حاصل کیا جا سکتا ہے 

زض کرو .1

 

𝑓(𝐷)کہ  ف = 𝐷 − 𝑚 خاص  

 

تکملہت

1

𝐷−𝑚
𝑄 = 𝑒𝑚𝑥 ∫ 𝑄𝑒−𝑚𝑥 𝑑𝑥 

زض کرو .2

 

𝑓(𝐷)کہ  ف = (𝐷 − 𝑚1)(𝐷 − 𝑚2) ⋯ (𝐷 − 𝑚𝑛)خاص حل  

 

 ت

1

(𝐷 − 𝑚1)(𝐷 − 𝑚2) ⋯ (𝐷 − 𝑚𝑛)
𝑄 =

1

(𝐷 − 𝑚1)(𝐷 − 𝑚2) ⋯ (𝐷 − 𝑚𝑛−1)
𝑒𝑚𝑛𝑥 ∫ 𝑄𝑒−𝑚𝑛𝑥 𝑑𝑥 

زھنے پر ضروری خاص تکملہ حاصل ہو جتا ہے۔

 

 اسی انداز میں آگے ب 

 ہیں  تکملہاوپر دی گئی صورت میں ہم درج ذیل طریقہ سے بھی دی تفرقی مساوات کا خاص 

 

 حاصل کر سکت

1

(𝐷 − 𝑚1)(𝐷 − 𝑚2) ⋯ (𝐷 − 𝑚𝑛)
𝑄 = {

𝐴1

𝐷 − 𝑚1
+

𝐴2

𝐷 − 𝑚2
+ ⋯ +

𝐴𝑛

𝐷 − 𝑚𝑛
} 𝑄 

                          = {𝐴1𝑒𝑚1𝑥 ∫ 𝑄𝑒−𝑚1𝑥 𝑑𝑥 + 𝐴2𝑒𝑚2𝑥 ∫ 𝑄𝑒−𝑚2𝑥 𝑑𝑥 + ⋯ + 𝐴𝑛𝑒𝑚𝑛𝑥 ∫ 𝑄𝑒−𝑚𝑛𝑥 𝑑𝑥} 

3.   
 

𝑄ج = 𝑒𝑎𝑥
𝑓(𝑎)اور  ≠   خاص حل ،0

 

 ت

1

𝑓(𝐷)
𝑒𝑎𝑥 =

1

𝑓(𝑎)
𝑒𝑎𝑥

 

𝑄اگر   = 𝑒𝑎𝑥
𝑓(𝑎)اور  = 0  

 

زو ضربی    𝑓(𝐷)ہے، ت

 

 
𝐷کا ای  ج − 𝑎ہم مان لیتے ہیں کہہوگا  

 

 ، ت

𝑓(𝐷) = (𝐷 − 𝑎)𝑘𝜑(𝐷) 

𝜑(𝑎)جہاں ≠   خاص حل  ،0

 

 ت

1

𝑓(𝐷)
𝑒𝑎𝑥 =

1

𝜑(𝑎)
∙

𝑥𝑘

𝑘!
𝑒𝑎𝑥

 

4.   
 

𝑄ج = sin 𝑎𝑥 ، خاص حل  

 

 ت

   𝜑(𝐷2)میں موجود ہوں تو اسے   𝑓(𝐷)کی صرف جفت قوت     𝐷اگر

 

ز کرتے ہیں ت
 
 سے ظاہ

1

𝜑(𝐷2)
sin 𝑎𝑥 =

1

𝜑(−𝑎2)
sin 𝑎𝑥 

 اور اسی طرح 

1

𝜑(𝐷2)
cos 𝑎𝑥 =

1

𝜑(−𝑎2)
cos 𝑎𝑥 

5.   
 

𝑄ج = 𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑉 ،جبکہ𝑥کا تفاعل𝑉ہو 
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1

𝑓(𝐷)
𝑒𝑎𝑥 ∙ 𝑉 = 𝑒𝑎𝑥

1

𝑓(𝐷 + 𝑎)
𝑉 

 (Keywords)کلیدی الفاظ 10.4

 خاص حل، اتمامی تفاعل، معاون مساوات، عامل،عمل 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 10.5

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوات ات کے حامل سوالات10.5.1

مساوات   .1

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑥 sin 𝑥۔  معاون مساوات لکھوکا 

مساوات   .2

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 𝑦 = cos 2𝑥۔کے لیے اتمامی تفاعل لکھو 

 اگر کس تفرقی مساوات کے سبھی روٹس الگ الگ ہوں تو ان کے لیے اتمامی تفاعل کا عام ضابطہ لکھو۔  .3

ز  ہوں تو ان کے لیے اتمامی تفاعل کا عام ضابطہ لکھو۔  .4 زاب   اگر رتبہ تین کی  تفرقی مساوات کے سبھی روٹس ب 

𝛼اگر رتبہ دو کی تفرقی مساوات کے روٹس .5 ± 𝑖𝛽   ہوں تو ان کے لیے اتمامی تفاعل کا عام ضابطہ لکھو۔ 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوات ات کے حامل سوالات10.5.2

 کس مناس  طریقہ سے درج ذیل تفرقی مساوات کا حل معلوم کرو: 

1. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 𝑦 = cos 2𝑥 

2. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 𝑎2𝑦 = sec 𝑎𝑥 

3. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 4𝑦 = tan 2𝑥 

4. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 𝑦 = 𝑒𝑥

 

5. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 9𝑦 = sec 3𝑥 

6. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

+ 𝑦 = sec2 𝑥 

7. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 𝑦 = sin 2𝑥 

8. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

− 3
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 4𝑦 = 6𝑒𝑥

 

9. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 4

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 4𝑦 = 𝑒2𝑥

 

10. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 1) (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 1)

3

𝑦 = 12𝑒𝑥
 

11. 3
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 14𝑦 = 𝑒2𝑥

 

12. 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑒−𝑥
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13. 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 4𝑦 = 5𝑒𝑥

 

14. 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 4𝑦 = 3𝑒𝑥 + sin 2𝑥 

15. 
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
+

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
−

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦 = 25 cos 2𝑥 

16. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 4

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 4𝑦 = sin 2𝑥 

17. 
𝑑4𝑦
𝑑𝑥4 − 𝑦 = 15 sin 2𝑥 

18. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

− 3
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = cos 3𝑥 

19. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 16𝑦 = 24 sin 4𝑥 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوات ات کے حامل سوالات10.5.3

1. 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 3𝑦 = 2𝑒𝑥 − 10 sin 𝑥  کو حل کرو جبکہ دت ا ہے𝑦(0) = )اور 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

𝑥=0
= 4 

2. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 4

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 13𝑦 = 5 sin 2𝑥  کو حل کرو جبکہ دت ا ہے𝑦(0) = )اور 1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

𝑥=0
= −2 

3. 
𝑑3𝑦
𝑑𝑥3 + 8𝑦 = 𝑥4 + 2𝑥 +  ۔ کو حل کرو 1

4. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 +

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 6𝑦 = 6𝑥 ۔ کو حل کرو 

5. 
𝑑3𝑦
𝑑𝑥3 + 3

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥2

 ۔ کو حل کرو 

6. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

− 5
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 6𝑦 = 𝑥 ۔ کو حل کرو 

7. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 2𝑥 ۔ کو حل کرو 

8. 
𝑑3𝑦
𝑑𝑥3 −

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 6

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 + 𝑥2

 ۔ کو حل کرو 

9. 
𝑑3𝑦
𝑑𝑥3 + 2

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 +

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒2𝑥 + 𝑥2 + 𝑥 ۔ کو حل کرو 

10. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 2𝑥2 +  ۔ کو حل کرو 1

11. 
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 + 4
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 5𝑥 = 𝑥(0)کو حل کرو جبکہ دت ا ہے  10 = )اور 0

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

𝑡=0
= 0 

12. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 𝑒2𝑥 sin 𝑥۔ کو حل کرو 

13. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 𝑒𝑥

 ۔ کو حل کرو

14. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

− 4
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 4𝑦 = 𝑥3𝑒2𝑥

 ۔ کو حل کرو

15. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

+
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 2𝑦 = 𝑒𝑥

 ۔ کو حل کرو

16. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

− 𝑦 = 𝑒𝑥 sin 3𝑥۔ کو حل کرو 

17. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑥2𝑒3𝑥

 ۔ کو حل کرو
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18. 
𝑑3𝑦
𝑑𝑥3

+ 3
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

+ 3
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑥2𝑒−𝑥

 ۔ کو حل کرو 

19. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

− 𝑦 = 8𝑥𝑒𝑥
 ۔ کو حل کرو

20. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 4𝑦 = 𝑒𝑥 sin 2𝑥۔ کو حل کرو 

21. 
𝑑3𝑦
𝑑𝑥3 + 3

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 4𝑦 = 𝑥𝑒−2𝑥

 ۔ کو حل کرو 

22. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 4

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 3𝑦 = 𝑒𝑥 cos 2𝑥 + cos 3𝑥۔ کو حل کرو 

23. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 4𝑦 = 𝑒𝑥 cos 𝑥۔ کو حل کرو 

24. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 4𝑦 = 𝑥 sin 𝑥۔ کو حل کرو 

25. 
𝑑3𝑦
𝑑𝑥3

− 7
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 6𝑦 = 𝑒2𝑥(1 + 𝑥) ۔ کو حل کرو 

26. 
𝑑4𝑦
𝑑𝑥4 − 𝑦 = 𝑥2 sin 𝑥۔ کو حل کرو 

27. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 4

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 12𝑦 = 𝑒2𝑥(𝑥 −  ۔ کو حل کرو (1

28. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 𝑥 cos 2𝑥۔ کو حل کرو 

29. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 4𝑦 = 𝑒𝑥 sin 𝑥۔ کو حل کرو 

30. 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑥𝑒𝑥 sin 𝑥۔ کو حل کرو 

 جوات ات: 

  جوات ات  معروضی سوالاتکے10.5.1

1. D2 + 2D + 1 = 0 

2. 𝑦 = 𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥 

3. 𝑦 = 𝑐1𝑒𝑚1𝑥 + 𝑐2𝑒𝑚2𝑥 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑒𝑚𝑛𝑥
 

4. 𝑦 = (𝑐1 + 𝑐2𝑥 + 𝑐3𝑥2)𝑒𝑚𝑥
 

5. 𝑦 = 𝑒𝛼𝑥(𝑐1 cos 𝛽𝑥 + 𝑐2 sin 𝛽𝑥) 

   جوات ات مختصر جوات ات کے حامل سوالاتکے10.5.2

1. 𝑦 = 𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥 −
1

3
cos 2𝑥 

2. 𝑦 = 𝑐1 cos 𝑎𝑥 + 𝑐2 sin 𝑎𝑥 +
𝑥

𝑎
sin 𝑎𝑥 +

1

𝑎2
cos 𝑎𝑥 log(cos 𝑎𝑥) 

3. 𝑦 = 𝑐1 cos 2𝑥 + 𝑐2 sin 2𝑥 −
1

4
cos 2𝑥 log |tan (𝑥 +

𝜋

4
)| 

4. 𝑦 = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒−𝑥 +
1

2
𝑥𝑒𝑥

 

5. 𝑦 = 𝑐1 cos 3𝑥 + 𝑐2 sin 3𝑥 +
𝑥

3
sin 3𝑥 +

1

9
cos 3𝑥 log(cos 3𝑥) 
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6. 𝑦 = 𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥 + sin 𝑥 log |tan (
𝑥

2
+

𝜋

4
)| − 1 

7. 𝑦 = 𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥 −
1

3
sin 2𝑥 

8. 𝑦 = 𝑐1𝑒−𝑥 + 𝑐2𝑒4𝑥 − 𝑒𝑥
 

9. 𝑦 = (𝑐1 + 𝑐2𝑥 +
𝑥2

2
) 𝑒2𝑥

 

10. 𝑦 = (𝑐1 + 𝑐2𝑒−𝑥 + 𝑐3𝑥)𝑒2𝑥 + (𝑐4 + 𝑐5𝑥 + 𝑐6𝑥2)𝑒−𝑥 + 𝑥3𝑒𝑥
 

11. 𝑦 = 𝑐1𝑒−
7

3
𝑥 + 𝑐2𝑒2𝑥 +

1

13
𝑥𝑒2𝑥

 

12. 𝑦 = 𝑒−
1

2
𝑥 (𝑐1 cos

√3

2
𝑥 + 𝑐1 sin

√3

2
𝑥) + 𝑒−𝑥

 

13. 𝑦 = 𝑐1𝑒−4𝑥 + 𝑐2𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥
 

14. 𝑦 = 𝑐1𝑒2𝑥 + 𝑐2𝑒−2𝑥 − 𝑒𝑥
 

15. 𝑦 = 𝑐1𝑒3𝑥 + (𝑐2 + 𝑐3𝑥)𝑒−𝑥 − (2 sin 2𝑥 + cos 2𝑥) 

16. 𝑦 = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒2𝑥 +
1

8
cos 2𝑥 

17. 𝑦 = 𝑐1𝑒−𝑥 + 𝑐2𝑒𝑥 + 𝑐3 cos 𝑥 + 𝑐4 sin 𝑥 + sin 2𝑥 

18. 𝑦 = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒2𝑥 −
1

130
(7 cos 3𝑥 + 9 sin 3𝑥) 

19. 𝑦 = 𝑐1 cos 4𝑥 + 𝑐2 sin 4𝑥 − 3𝑥 cos 4𝑥 

 کے جوات ات  طویل جوات ات کے حامل سوالات10.5.3

1. 𝑦 =
3

2
𝑒3𝑥 + 2𝑒−𝑥 −

1

2
𝑒𝑥 + 2 sin 𝑥 − cos 𝑥 

2. 𝑦 =
1

29
[𝑒−2𝑥 (37 cos 3𝑥 −

2

3
sin 3𝑥) + (9 sin 2𝑥 − 8 cos 2𝑥)] 

3. 𝑦 = 𝑐1𝑒−2𝑥 + 𝑒𝑥(𝑐2 cos √3𝑥 + 𝑐3 sin √3𝑥) +
1

8
(𝑥4 − 𝑥 + 1) 

4. 𝑦 = 𝑐1𝑒2𝑥 + 𝑐2𝑒−3𝑥 − (𝑥 +
1

6
) 

5. 𝑦 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒−𝑥 + 𝑐3𝑒−2𝑥 +
𝑥3

3
−

3𝑥2

2
+

7𝑥

2
 

6. 𝑦 = 𝑐1𝑒2𝑥 + 𝑐2𝑒3𝑥 +
1

6
(𝑥 +

5

6
) 

7. 𝑦 = 𝑒−𝑥(𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥) + 𝑥 − 1 

8. 𝑦 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒3𝑥 + 𝑐3𝑒−2𝑥 −
1

6
(

𝑥3

3
−

𝑥2

6
+

25𝑥

18
) 

9. 𝑦 = 𝑐1 + (𝑐2 + 𝑐3𝑥)𝑒−𝑥 +
1

18
𝑒2𝑥 +

𝑥3

3
−

3𝑥2

2
+ 4𝑥 

10. 𝑦 = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒2𝑥 + 𝑥2 + 3𝑥 + 4 

11. 𝑥 = 1 + 2𝑡 − 3𝑡2 − 𝑒−3𝑡
 

12. 𝑦 = 𝑐1𝑒−2𝑥 + 𝑐2𝑒−𝑥 −
1

170
𝑒2𝑥(7 cos 𝑥 − 11 sin 𝑥) 
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13. 𝑦 = 𝑐1𝑒2𝑥 + 𝑐2𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑥
 

14. 𝑦 = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒2𝑥 +
1

20
𝑥5𝑒2𝑥

 

15. 𝑦 = 𝑐1𝑒−2𝑥 + 𝑐2𝑒𝑥 +
1

3
𝑥𝑒𝑥

 

16. 𝑦 = 𝑐1𝑒−𝑥 + 𝑐2𝑒𝑥 −
1

39
𝑒𝑥(2 cos 3𝑥 + 3 sin 3𝑥) 

17. 𝑦 = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒𝑥 +
1

8
𝑒3𝑥(2𝑥2 − 4𝑥 + 3) 

18. 𝑦 = (𝑐1 + 𝑐2𝑥 + 𝑐3𝑥2)𝑒−𝑥 +
1

8
𝑥5𝑒−𝑥

 

19. 𝑦 = 𝑐1𝑒−𝑥 + 𝑐2𝑒𝑥 + 2𝑒𝑥(𝑥2 − 𝑥) 

20. 𝑦 = 𝑒−𝑥(𝑐1 cos √3𝑥 + 𝑐2 sin √3𝑥) +
1

73
𝑒𝑥(3 sin 2𝑥 − 8 cos 2𝑥) 

21. 𝑦 = 𝑐1𝑒𝑥 + (𝑐2 + 𝑐3𝑥)𝑒−2𝑥 −
1

18
(𝑥3 + 𝑥2)𝑒−2𝑥

 

22. 𝑦 = 𝑐1𝑒3𝑥 + 𝑐2𝑒𝑥 −
1

8
𝑒𝑥(cos 2𝑥 + sin 2𝑥) −

1

30
(cos 3𝑥 + 2 sin 3𝑥) 

23. 𝑦 = 𝑒𝑥(𝑐1 cos √3𝑥 + 𝑐2 sin √3𝑥) +
1

2
𝑒𝑥 cos 𝑥 

24. 𝑦 = 𝑐1 cos 2𝑥 + 𝑐2 sin 2𝑥 +
1

9
(3𝑥 sin 2𝑥 − 2 cos 𝑥) 

25. 𝑦 = 𝑐1𝑒−2𝑥 + 𝑐2𝑒−𝑥 + 𝑐3𝑒3𝑥 − (
𝑥

12
+

17

144
) 𝑒2𝑥

 

26. 𝑦 = 𝑐1𝑒−𝑥 + 𝑐2𝑒𝑥 + 𝑐3 cos 𝑥 + 𝑐4 sin 𝑥 +
1

6
(

𝑥3

3
−

5𝑥

2
) cos 𝑥 −

3

8
𝑥2 sin 𝑥 

27. 𝑦 = 𝑐1𝑒−6𝑥 + 𝑐2𝑒2𝑥 +
𝑒2𝑥

32
(2𝑥2 − 3) 

28. 𝑦 = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒2𝑥 +
𝑥

20
(3 sin 2𝑥 − cos 𝑥) +

1

25
(3 cos 2𝑥 −

7

8
sin 2𝑥) 

29. 𝑦 = 𝑒𝑥(𝑐1 cos √3𝑥 + 𝑐2 sin √3𝑥) +
1

2
𝑒𝑥 sin 𝑥 

30. 𝑦 = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒2𝑥 − 𝑒𝑥(2 cos 𝑥 + 𝑥 sin 2𝑥) 
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  کی متجانس خطی تفرقی مساواتیں ۔ 11اکائی
 
 متغی ضرت

(Homogeneous Linear Differential Equations with Variable 

Coefficients) 

زا  اکائی

 

 
 کے اج

 تمہید    11.0

 مقاص    11.1

  کی   11.2
 
 متجانس خطی تفرقی مساواتیں  متغی ضرت

  کی 11.2.1 
 
 متجانس خطی تفرقی مساوات کے حل کےعملی قاعدے متغی ضرت

  کی 11.2.2 
 
ز مساواتیں  متغی ضرت زب 

 

 متجانس خطی تفرقی مساوات میں تحویل ب 

 ئجاکتسابی نتا   11.3

 کلیدی الفاظ   11.4

 نمونہ امتحانی سوالات    11.5

  معروضی جوات ات کے حامل سوالات 11.5.1 

 مختصر جوات ات کے حامل سوالات  11.5.2 

 طویل جوات ات کے حامل سوالات 11.5.3 
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 ( Introduction)تمہید  11.0

ابع متغی   

 

  کی متجانس تفرقی  مساوات کو حل کرنے کے  کچھ طریقوں کو سمجھیں گے۔ اس کے لیے ہم غیر ت
 
اس اکائی میں ہم متغی ضرت

𝑥دوسرے متغی   کوz   کی رکن   میں تبدیل کرتے ہیں۔ اس کےلیے مان لیتے ہیں کہ𝑥 = 𝑒𝑧
، اور 

𝑑

𝑑𝑧
   𝐷کی جگہ  

 

 رکھیں ، ت

𝑑𝑥

𝑑𝑧
= 𝑒𝑧 = 𝑥 

                                                           𝐷𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑧
=

𝑑𝑦

𝑑𝑥
×

𝑑𝑥

𝑑𝑧
= 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 اسی طرح 

𝐷2𝑦 =
𝑑2𝑦

𝑑𝑧2
=

𝑑

𝑑𝑧
(

𝑑𝑦

𝑑𝑧
) 

                                                                  =
𝑑

𝑑𝑥
(𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

𝑑𝑥

𝑑𝑧
 

                                                                  = {𝑥
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+

𝑑𝑦

𝑑𝑥
} 𝑥 

                                                                  = {𝑥2
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
} 

⇒ 𝑥2
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝐷2𝑦 − 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

                                                                  = 𝐷2𝑦 − 𝐷𝑦 

                                                                  = 𝐷(𝐷 − 1)𝑦 

 اور 

𝐷3𝑦 =
𝑑3𝑦

𝑑𝑧3
=

𝑑

𝑑𝑧
(

𝑑2𝑦

𝑑𝑧2
) 

                                                                  =
𝑑

𝑑𝑥
(𝑥2

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

𝑑𝑥

𝑑𝑧
 

                                                                  = {𝑥2
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
+ 2𝑥

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑥

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+

𝑑𝑦

𝑑𝑥
} 𝑥 

                                                                  = {𝑥3
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
+ 3𝑥2

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
} 

⇒ 𝑥3
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
= 𝐷3𝑦 − 3𝑥2

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

                                                                  = 𝐷3𝑦 − 3𝐷(𝐷 − 1)𝑦 − 𝐷𝑦 

                                                                  = 𝐷3𝑦 − 3𝐷2𝑦 + 2𝐷𝑦 

                                                                  = 𝐷(𝐷2 − 3𝐷 + 2)𝑦 

                                                                  = 𝐷(𝐷 − 1)(𝐷 − 2)𝑦 

زھتے ہوئے ، ہمیں

 

 مساوات حاصل ہو جاتی ہے  درج ذیل  اسی طرز پر آگے ب 

𝑥𝑛
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
= 𝐷(𝐷 − 1)(𝐷 − 2) ⋯ (𝐷 − 𝑛 + 1)𝑦 
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 (Objectives)مقاص 11.1

  

کہ

ے 
گ
ں

 

 ہو جای
 
 اس اکائی کے مکمل ہونے پر آپ اس قاب

 
کن

  
 
 رز ضرت

ٹ

 

غ

 

می

ح اانس خطی تفرقی مساوات 

 

من
کی معیاری شکل سے واقفیت کے    

 ساتھان کا حل  بھی  حاصل کر سکیں۔ 

  کی  11.2
 
 متجانس خطی تفرقی مساواتیں متغی ضرت

 (Homogeneous Linear Differential Equations with Variable Coefficients) 

 تفرقی مساوات کی درج ذیل شکل 

𝑥𝑛
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝐴1𝑥𝑛−1

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1
+ 𝐴2𝑥𝑛−2

𝑑𝑛−2𝑦

𝑑𝑥𝑛−2
+ ⋯ + 𝐴𝑛−1𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝐴𝑛𝑦 = 𝑄 

 
 
کن

  
 
ح اانس خطی تفرقی مساوات کہلاتی ہے، جہاں متغی ضرت

 

⋯،𝐴1، 𝐴2من ،𝐴𝑛 اور   ہیں  تمستقلا 𝑥      کا کوئی تفاعل𝑄  ہے۔اس  مساوات کا حل

𝑥حاصل کرنے کے لیے   = 𝑒𝑧
𝑥رکھتے ہیں اور  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐷𝑦, 𝑥2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝐷(𝐷 − 1)𝑦, 𝑥3 𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
= 𝐷(𝐷 − 1)(𝐷 − 2)𝑦  اور اسی

𝑥𝑛طرح 𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛 = 𝐷(𝐷 − 1)(𝐷 − 2) ⋯ (𝐷 − 𝑛 + 1)𝑦 مساواتکر پر  بدل    نے  میں  مساوات  تفرقی  کی خطی    
 
ضرت مستقل 

 ہیں۔ 

 

 جاتی ہے جس کا حل گزشتہ اکائی  میں بتایے گی  طریقوں سے حاصل کر سکت

  کی  11.2.1
 
 متجانس خطی تفرقی مساوات کے حل کےعملی قاعدےمتغی ضرت

(Working Rules to Solve Homogeneous Linear Differential Equations
with Variable Coefficients

)  

زض کرو  کہ: صورت پہل 

 

 ف

 (1)…..  𝑥𝑛 𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛 + 𝐴1𝑥𝑛−1 𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1 + 𝐴2𝑥𝑛−2 𝑑𝑛−2𝑦

𝑑𝑥𝑛−2 + ⋯ + 𝐴𝑛−1𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝐴𝑛𝑦 = 𝑄 

 
 
کن

  
 
ح اانس  خطی تفرقی مساوات متغی ضرت

 

من
 ہے۔ اس کا حل حاصل کرنے کے لیے درج ذیل اقدامات پر عمل کریں: 

I. 𝑥کی جگہ𝑒𝑧
logت ا       𝑥 = 𝑧    لیں اور

𝑑

𝑑𝑧
= 𝐷 

II. 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝐷𝑦،𝑥2کی جگہ  𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 کی جگہ𝐷(𝐷 − 1)𝑦 اور𝑥3 𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 = 𝐷(𝐷 − 1)(𝐷 − 2)𝑦    آگے اسی طرح  اور  کریں  درج 

زض کرو  کہ  اب مساوات درج ذیل شکل میں ہے

 

 کے ارکان میں بھی بدلاؤ کریں۔ ف

 (2)…..     𝑓(𝐷)𝑦 = 𝑅 

 کا  تفاعل ہے۔  𝑧کس متغی  𝑅جہاں 

III. زض کرو  کہ اس کا حل ہے

 

 گزشتہ اکائی کے طریقوں کی مدد سے اس مساوات کا حل حاصل کریں۔ ف

 (3)…..     𝑦 = 𝑓(𝑧) 

IV.  میں  (3)مساوات𝑧   کی جگہlog 𝑥 ۔ اب ہمیں حاصل ہوگا یںدرج کر 

𝑦 = 𝐹(log 𝑥) 
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 کہ دی گئی متجانس خطی تفرقی مساوات کا حل ہوگا۔  جو

 اب ہم کچھ مثالوں کی مدد سے اس طریقہ کو سمجھیں گے۔ 

𝑥2مساوات    ۔ 1مثال  𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = log 𝑥2

 ۔ کو حل کرو

 دی گئی تفرقی مساوات ہے  حل۔ 

 (1)…..    𝑥2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = log 𝑥2

 

  کے ساتھ خطی تفرقی مساوات میں تبدیل کرتے ہیں ۔ اس کے لیے دی گئی مساوات میں   ( 1)س   سے پہلے ہم مساوات 
 
کی 𝑥کو مستقل ضرت

𝑒𝑧جگہ
logت ا       𝑥 = 𝑧اور لیں 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑥2اور 𝐷𝑦کی جگہ 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2کی جگہ𝐷(𝐷 − 1)𝑦     اس لیے ۔  رکھتے ہیں 

𝐷(𝐷 − 1)𝑦 − 𝐷𝑦 + 𝑦 = 2𝑧 

 (2)…..    (𝐷2 − 2𝐷 + 1)𝑦 = 2𝑧 

 درج ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)اس مساوات کو حل کرتے ہیں۔ اس کے لیے معاون مساوات 

𝑚2 − 2𝑚 + 1 = 0 

⇒                        (𝑚 − 1)(𝑚 − 1) = 0 

⇒                                                   𝑚 = 1, 1 

 درج ذیل ہوگا (Complementary Function)اس لیے اتمامی تفاعل 

𝐶. 𝐹. = (𝑐1 + 𝑐2𝑧)𝑒𝑧
 

 ہوگا  (Particular Integral)اور خاص تکملہ

𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑅 

                                                                                   =
1

(𝐷2 − 2𝐷 + 1)
(2𝑧) 

                                                                                   = [1 + (𝐷2 − 2𝐷)]−1(2𝑧) 

                                                                                   = [1 − (𝐷2 − 2𝐷) + (𝐷2 − 2𝐷)2 − ⋯ ](2𝑧) 

                                                                                   = 2[𝑧 − (𝐷2 − 2𝐷)𝑧 + (𝐷2 − 2𝐷)2𝑧 − ⋯ ] 
                                                                                   = 2[𝑧 − (𝐷2𝑧 − 2𝐷𝑧) + 0 − ⋯ ] 
                                                                                   = 2[𝑧 − (0 − 2 × 1)] 
                                                                                   = 2(𝑧 + 2) 

 کا عام حل ہوگا (2)اس لیے مساوات 

                                                                               𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 
                                                                                   = (𝑐1 + 𝑐2𝑧)𝑒𝑧 + 2(𝑧 + 2) 

logکی جگہ  𝑧کا عام حل حاصل کرنے کے لیے   ( 1)اس طرح مساوا ت  𝑥   ضروری حل ہوگا  

 

 رکھتے ہیں، ت

                                                                               𝑦 = (𝑐1 + 𝑐2 log 𝑥)𝑒log 𝑥 + 2(log 𝑥 + 2) 

                                                                                   = (𝑐1 + 𝑐2 log 𝑥)𝑥 + 2(log 𝑥 + 2) 

𝑥4و:  حل کر  ۔ 2مثال  𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
+ 2𝑥3 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 𝑥2 𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑥𝑦 = 1 

 دی گئی تفرقی مساوات ہے  حل۔ 
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𝑥4
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
+ 2𝑥3

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 𝑥2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑥𝑦 = 1 

 (1)…..   𝑥3 𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 + 2𝑥2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 =

1

𝑥
 

مساوات   ہم  پہلے  سے  جگہ𝑥میں    (1)س    𝑒𝑧کی 
log)ت ا        𝑥 = 𝑧)اورلیں  𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
جگہ  𝐷𝑦  ،𝑥2کی  𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
جگہ  𝐷(𝐷کی  − 1)𝑦   

𝑥3اور  𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 = 𝐷(𝐷 − 1)(𝐷 − 2)𝑦 اس طرح ہمیں حاصل ہوگا  ۔  رکھیں 

𝐷(𝐷 − 1)(𝐷 − 2)𝑦 + 2𝐷(𝐷 − 1)𝑦 − 𝐷𝑦 + 𝑦 = 𝑒−𝑧
 

 (2)…..   (𝐷3 − 𝐷2 − 𝐷 + 1)𝑦 = 𝑒−𝑧
 

 درج ذیل ہوگی (Auxiliary Equation)اس مساوات کا حل حاصل کرتے ہیں۔ اس کے لیے معاون مساوات

𝑚3 − 𝑚2 − 𝑚 + 1 = 0 

⇒                          (𝑚 − 1)2(𝑚 + 1) = 0 

⇒                                                       𝑚 = 1, 1, −1 

 درج ذیل ہوگا (Complementary Function)اس لیے اتمامی تفاعل 

𝐶. 𝐹. = (𝑐1 + 𝑐2𝑧)𝑒𝑧 + 𝑐3𝑒−𝑧
 

 ہوگا  (Particular Integral)اور خاص تکملہ

𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑅 

                                                                                   =
1

(𝐷 − 1)2(𝐷 + 1)
(𝑒−𝑧) 

                                                                                   =
1

(−1 − 1)2(𝐷 + 1)
(𝑒−𝑧) 

                                                                                   =
1

4(𝐷 + 1)
(𝑒−𝑧) 

                                                                                   =
1

4
𝑒−𝑧 ∫ 𝑒𝑧𝑒−𝑧𝑑𝑧 

                                                                                   =
1

4
𝑒−𝑧 ∫(1)𝑑𝑧 

                                                                                   =
1

4
𝑧𝑒−𝑧

 

 کا عام حل ہوگا (2)اس لیے مساوات 

                                                                               𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                                                   = (𝑐1 + 𝑐2𝑧)𝑒𝑧 + 𝑐3𝑒−𝑧 +
1

4
𝑧𝑒−𝑧

 

                                                                                   = (𝑐1 + 𝑐2𝑧)𝑒𝑧 + (𝑐3 +
1

4
𝑧) 𝑒−𝑧

 

logکی جگہ  𝑧کا عام حل حاصل کرنے کے لیے   ( 1)اب مساوا ت  𝑥   درج کریں، اس طرح دی گئی مساوات کا حل ہوگا 

                                                                               𝑦 = (𝑐1 + 𝑐2 log 𝑥)𝑒log 𝑥 + (𝑐3 +
1

4
log 𝑥) 𝑒− log 𝑥

 

                                                                                   = (𝑐1 + 𝑐2 log 𝑥)𝑥 + (𝑐3 +
1

4
log 𝑥)

1

𝑥
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𝑥2مساوات   ۔ 3مثال  𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 2𝑦 = 𝑥2 +

1

𝑥
 ۔ وکر  معلوم حل کا

 دی گئی تفرقی مساوات ہے   حل۔ 

 (1)…..    𝑥2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 2𝑦 = 𝑥2 +

1

𝑥
 

  کے ساتھ  (1)مساوات  
 
𝑒𝑧کی جگہ𝑥دی گئی مساوات میں    کے لیے خطی تفرقی مساوات میں تبدیل کرنےکو مستقل ضرت

logت ا        𝑥 = 𝑧 

ھی ں

ک

𝑥ااور  ر
𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑥2اور 𝐷𝑦کی جگہ 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2کی جگہ𝐷(𝐷 − 1)𝑦     اس لیے ۔  رکھتے ہیں 

                                                     𝐷(𝐷 − 1)𝑦 − 2𝑦 = 𝑒2𝑧 + 𝑒−𝑧
 

 یا 

 (2)…..    (𝐷2 − 𝐷 − 2)𝑦 = 𝑒2𝑧 + 𝑒−𝑧
 

 درج ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)کو حل کرتے ہیں۔ اس کے لیے معاون مساوات (2)اب مساوات 

𝑚2 − 𝑚 − 2 = 0 

⇒                      (𝑚 − 2)(𝑚 + 1) = 0 

⇒                                                  𝑚 = 2, −1 

 درج ذیل ہوگا (Complementary Function)اس لیے اتمامی تفاعل 

𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑒2𝑧 + 𝑐2𝑒−𝑧
 

 ہوگا  (Particular Integral)اور خاص تکملہ

𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑅 

                                                                                   =
1

(𝐷 − 2)(𝐷 + 1)
(𝑒2𝑧 + 𝑒−𝑧) 

                                                                                   =
1

(𝐷 − 2)(2 + 1)
𝑒2𝑧 +

1

(−1 − 2)(𝐷 + 1)
𝑒−𝑧

 

                                                                                   =
1

3(𝐷 − 2)
𝑒2𝑧 −

1

3(𝐷 + 1)
𝑒−𝑧

 

                                                                                   =
1

3
[𝑒2𝑧 ∫ 𝑒−2𝑧𝑒2𝑧𝑑𝑧 − 𝑒−𝑧 ∫ 𝑒𝑧𝑒−𝑧𝑑𝑧] 

                                                                                   =
1

3
[𝑒2𝑧 ∫ 𝑑𝑧 − 𝑒−𝑧 ∫ 𝑑𝑧] 

                                                                                   =
1

3
[𝑒2𝑧𝑧 − 𝑒−𝑧𝑧] 

                                                                                   =
1

3
𝑧(𝑒2𝑧 − 𝑒−𝑧) 

 کا عام حل ہوگا (2)اس لیے مساوات 

                                                                               𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                                                   = 𝑐1𝑒2𝑧 + 𝑐2𝑒−𝑧 +
1

3
𝑧(𝑒2𝑧 − 𝑒−𝑧) 

logکی جگہ  𝑧کا عام حل حاصل کرنے کے لیے   ( 1)اب مساوا ت  𝑥   رکھتے ہیں، اس لیے ضروری حل ہوگا 
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                                                                               𝑦 = 𝑐1𝑥2 + 𝑐2 (
1

𝑥
) +

1

3
log 𝑥 (𝑥2 −

1

𝑥
) 

𝑥2مساوات   ۔ 4مثال  𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 3𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 5𝑦 = 𝑥2 sin(log 𝑥) ۔ وکو حل کر 

 دی گئی تفرقی مساوات ہے  حل۔ 

 (1)…..   𝑥2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 3𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 5𝑦 = 𝑥2 sin(log 𝑥) 

  کے ساتھ  (1)مساوات  
 
𝑒𝑧کی جگہ𝑥دی گئی مساوات میں    کے لیے خطی تفرقی مساوات میں تبدیل کرنےکو مستقل ضرت

log)ت ا        𝑥 = 𝑧) 

ھی ں

ک

𝑥2ااور ر 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 کی جگہ𝐷(𝐷 − 1)𝑦    اس لیے۔  رکھتے ہیں 

                                                     𝐷(𝐷 − 1)𝑦 − 3𝐷𝑦 + 5𝑦 = 𝑒2𝑧 sin 𝑧 

 ت ا

 (2)…..    (𝐷2 − 4𝐷 + 5)𝑦 = 𝑒2𝑧 sin 𝑧 

 درج ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)کو حل کرتے ہیں۔ اس کے لیے معاون مساوات (2)اب مساوات 

𝑚2 − 4𝑚 + 5 = 0 

⇒                        (𝑚 − 5)(𝑚 + 1) = 0 

⇒                                                   𝑚 = 5, −1 

 درج ذیل ہوگا (Complementary Function)اس لیے اتمامی تفاعل 

𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑒5𝑧 + 𝑐2𝑒−𝑧
 

 ہوگا  (Particular Integral)اور خاص تکملہ

𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝐷)
𝑅 

                                                                                   =
1

(𝐷 − 5)(𝐷 + 1)
(𝑒2𝑧 sin 𝑧) 

                                                                                   = 𝑒2𝑧
1

(𝐷 + 2 − 5)(𝐷 + 2 + 1)
(sin 𝑧) 

                                                                                   = 𝑒2𝑧
1

(𝐷 − 3)(𝐷 + 3)
(sin 𝑧) 

                                                                                   = 𝑒2𝑧
1

𝐷2 − 9
(sin 𝑧) 

                                                                                   = 𝑒2𝑧
1

−(1)2 − 9
(sin 𝑧) 

                                                                                   = −
1

10
𝑒2𝑧 sin 𝑧 

 کا عام حل ہوگا (2)اس لیے مساوات 

                                                                               𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                                                   = 𝑐1𝑒5𝑧 + 𝑐2𝑒−𝑧 −
1

10
𝑒2𝑧 sin 𝑧 

logکی جگہ  𝑧کا عام حل حاصل کرنے کے لیے   ( 1)اب مساوا ت  𝑥   رکھتے ہیں، اس لیے ضروری حل ہوگا 



189 
 

                                                                               𝑦 = 𝑐1𝑥5 + 𝑐2 (
1

𝑥
) −

1

10
𝑥2 sin(log 𝑥) 

 رت دوسر 
 
زض کرو  کہ متجانس  خطی تفرقی مساوات درج ذیل ہے :ی

 

 ف

 (1)…..  𝑥𝑛 𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛 + 𝐴1𝑥𝑛−1 𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1 + 𝐴2𝑥𝑛−2 𝑑𝑛−2𝑦

𝑑𝑥𝑛−2 + ⋯ + 𝐴𝑛−1𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝐴𝑛𝑦 = 𝑄 

,𝐴1جہاں   𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛−1, 𝐴𝑛 ہیں اور   تمستقلا𝑥 تفاعل  کا کوئی𝑄یہاں ہم عامل    ہے۔(Operator )𝑥
𝑑

𝑑𝑥
ز کرتے ہیں اور اس  𝓓کو

 
سے ظاہ

𝑥3لیے 𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
= 𝓓(𝓓 − 1)(𝓓 − 2)𝑦, 𝑥2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝓓(𝓓 − 1)𝑦, 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝓓𝑦  طرح اسی  𝑥𝑛اور  𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
=

𝓓(𝓓 − 1)(𝓓 − 2) ⋯ (𝓓 − 𝑛 + 1)𝑦 ز کرتے ہیں ۔اب
 
 ۔ درج ذیل شکل میں ہوگی (1) مساوات   سے ظاہ

 (2)…..     𝑓(𝓓)𝑦 = 𝑄 

𝑦مان لیتے ہیں کہ     اب  = 𝐴𝑥𝑚
𝑓(𝓓)𝑦مساوات    = ا ہے کہ0

 

ز ہو ت
 
 کا ای  حل ہے۔ اس سے یہ  ظاہ

𝐴𝑥𝑚𝑓(𝑚) = 0 

𝑦 اس لیے  = 𝐴𝑥𝑚
𝑓(𝓓)𝑦 مساوات      =   معاون مساوات     0

 
 کا حل تبھی ہوگا ج

 (3)…..     𝑓(𝑚) = 0 

 ہو۔𝑚کا ای  روٹ    

4.   
 

 مساوات کے سبھی روٹس الگ الگ ہوں:  معاون ج

,𝑚1کہ   اس صورت  میں مان لیجیے  𝑚2, ⋯ , 𝑚𝑛معاون    

 

 مساوات کے الگ الگ روٹس ہیں، ت

𝐶. 𝐹. = 𝐴1𝑥𝑚1 + 𝐴2𝑥𝑚2 + ⋯ + 𝐴𝑛𝑥𝑚𝑛
 

  معاون مساوات کے    .5
 

 ہوں:   (Repeated)تکراریروٹس  𝑘ج

𝑚ہیں مساوی روٹس  𝑘روٹس میں سے  𝑛مساوات کے  کہ معاون مان لیجیے  = 𝑚1 =  𝑚2 = ⋯ =  𝑚𝑘    

 

 ، ت

𝐶. 𝐹. = (𝑐1 + 𝑐2 log 𝑥 + 𝑐3(log 𝑥)2 + ⋯ + 𝑐𝑘(log 𝑥)𝑘−1)𝑥𝑚 + 𝑐𝑘+1𝑒𝑚𝑘+1𝑥 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑒𝑚𝑛𝑥
 

            = (𝑐1 + 𝑐2 + ⋯ + 𝑐𝑘)𝑒𝑚𝑥 + 𝑐𝑘+1𝑒𝑚𝑘+1𝑥 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑒𝑚𝑛𝑥
 

6.   
 

ف اعداد  مساوات کے روٹس   معاون ج

 

 ہوں:   ملی

𝑚1کہ   اس صورت  میں مان لیجیے  = 𝛼 + 𝑖𝛽  اور𝑚2 = 𝛼 − 𝑖𝛽  مساوات کے روٹس ہیں معاون حاصل کردہ    

 

 ، ت

𝐶. 𝐹. = 𝑥𝛼{𝑐1 cos(𝛽 log 𝑥) + 𝑐2 sin(𝛽 log 𝑥)} 

 : (Particular Integral)خاص تکملہ

 کے لیے خاص تکملہ ہے  (2)مساوات 

 (4)…..     𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝓓)
𝑄 

زض کرو  

 

 کہ ف

 (5)…..     

1

𝓓−𝑚
𝑄 = 𝑣 

⇒                         (𝓓 − 𝑚)𝑣 = 𝑄 
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⇒                         𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
− 𝑚𝑣 = 𝑄 

⇒                            
𝑑𝑣

𝑑𝑥
−

𝑚

𝑥
𝑣 =

𝑄

𝑥
 

 جس کاحل ہے  یہ پہلے رتبہ کی خطی تفرقی مساوات ہے

𝑣𝑥−𝑚 = ∫ (𝑥−𝑚 ∙
𝑄

𝑥
) 𝑑𝑥 

⇒ 𝑣 = 𝑥𝑚 ∫ (𝑥−𝑚 ∙
𝑄

𝑥
) 𝑑𝑥 

  سے  کی قیمت رکھنے پر  (5) مساوات 

1

𝓓−𝑚
𝑄 = 𝑥𝑚 ∫(𝑥−𝑚−1𝑄)𝑑𝑥 

𝑓(𝓓)اب اگر مان لیا جایے کہ = (𝓓 − 𝑚1)(𝓓 − 𝑚2) ⋯ (𝓓 − 𝑚𝑛)  

 

 ، ت

1

𝑓(𝓓)
𝑄 =

1

(𝓓 − 𝑚1)(𝓓 − 𝑚2) ⋯ (𝓓 − 𝑚𝑛)
𝑄 

⇒
1

𝑓(𝓓)
𝑄 = [

𝐶1

(𝓓 − 𝑚1)
+

𝐶2

(𝓓 − 𝑚2)
+ ⋯ +

𝐶𝑛

(𝓓 − 𝑚𝑛)
] 𝑄 

=
𝐶1

(𝓓 − 𝑚1)
𝑄 +

𝐶2

(𝓓 − 𝑚2)
𝑄 + ⋯

𝐶𝑛

(𝓓 − 𝑚𝑛)
𝑄 

= 𝐶1𝑥𝑚1 ∫(𝑥−𝑚1−1 ∙ 𝑄)𝑑𝑥 + 𝐶2𝑥𝑚2 ∫(𝑥−𝑚2−1 ∙ 𝑄)𝑑𝑥 + ⋯    

+𝐶𝑛𝑥𝑚𝑛 ∫(𝑥−𝑚𝑛−1 ∙ 𝑄)𝑑𝑥 

𝑄اگر :تبصرہ  = 𝑥𝑚
𝑓(𝑚)ہو اور   ≠ 0 ،  

 

 خاص تکملہ ہوگا ت

𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝓓)
𝑥𝑚 =

1

𝑓(𝑚)
𝑥𝑚

 

لہ میں اگر  

 

ت

 

می
𝑓(𝑚)اس  = 0  

 

 ، ت

𝑃. 𝐼. =
1

(𝓓 − 𝑚)𝑛
𝑥𝑚 =

(log 𝑥)𝑛

𝑛!
𝑥𝑚

 

 آیے اب  ہم کچھ مثالوں کو حل کریں۔

𝑥2مساوات    ۔ 1مثال  𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 3𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = (1 − 𝑥)2

 ۔ وکو حل کر 

 دی گئی تفرقی مساوات ہے  حل۔ 

 (1)…..    𝑥2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 3𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = (1 − 𝑥)2

 

𝑥میں   (1)مساوات 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
ھی ں  𝓓𝑦کی جگہ

ک

𝑥2ااور ر 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2کی جگہ𝓓(𝓓 − 1)𝑦    اس لیے ۔  رکھتے ہیں 

𝓓(𝓓 − 1)𝑦 + 3𝓓𝑦 + 𝑦 = 𝑥2 − 2𝑥 + 1 

 یا 

 (2)…..    (𝓓2 + 2𝓓 + 1)𝑦 = 𝑥2 − 2𝑥 + 1 

 درج ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)کو حل کرتے ہیں۔ اس کے لیے معاون مساوات (2)اب مساوات 
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𝑚2 + 2𝑚 + 1 = 0 

⇒                        (𝑚 + 1)(𝑚 + 1) = 0 

⇒                                                    𝑚 = −1, −1 

 درج ذیل ہوگا (Complementary Function)اس لیے اتمامی تفاعل 

𝐶. 𝐹. = (𝑐1 + 𝑐2 log 𝑥)𝑥−1
 

 ہوگا  (Particular Integral)اور خاص تکملہ

                                                      𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝓓)
𝑄 

                                                              =
1

𝓓2 + 2𝓓 + 1
(𝑥2 − 2𝑥 + 1) 

                                                              =
𝑥2

22 + 2 × 2 + 1
− 2

𝑥

12 + 2 × 1 + 1
+

𝑥0

02 + 2 × 0 + 1
 

                                                              =
𝑥2

9
−

2𝑥

4
+ 1 

                                                              =
1

9
𝑥2 −

1

2
𝑥 + 1 

 کا عام حل ہوگا (2)اس لیے مساوات 

                                                          𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                              = (𝑐1 + 𝑐2 log 𝑥)𝑥−1 +
1

9
𝑥2 −

1

2
𝑥 + 1 

𝑥2مساوات   ۔ 2مثال  𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 3𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 4𝑦 = 𝑥𝑚

 ۔کو حل کریں

 دی گئی تفرقی مساوات ہے  حل۔ 

 (1)…..    𝑥2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 3𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 4𝑦 = 𝑥𝑚

 

𝑥میں   (1)مساوات 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
ھی ں  𝓓𝑦کی جگہ

ک

𝑥2ااور ر 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2کی جگہ𝓓(𝓓 − 1)𝑦    اس لیے ۔  رکھتے ہیں 

𝓓(𝓓 − 1)𝑦 − 3𝓓𝑦 + 4𝑦 = 𝑥𝑚
 

 یا 

 (2)…..    (𝓓2 − 4𝓓 + 4)𝑦 = 𝑥𝑚
 

 درج ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)کو حل کرتے ہیں۔ اس کے لیے معاون مساوات (2)اب مساوات 

𝑚2 − 4𝑚 + 4 = 0 

⇒                        (𝑚 − 2)(𝑚 − 2) = 0 

⇒                                                   𝑚 = 2, 2 

 درج ذیل ہوگا (Complementary Function)اس لیے اتمامی تفاعل 

𝐶. 𝐹. = (𝑐1 + 𝑐2 log 𝑥)𝑥2
 

 ہوگا  (Particular Integral)اور خاص تکملہ

                                                      𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝓓)
𝑄 
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                                                              =
1

(𝓓 − 2)2
𝑥𝑚

 

                                                              =
1

(𝑚 − 2)2
𝑥𝑚 [∵  

1

𝑓(𝓓)
𝑥𝑚 =

1

𝑓(𝑚)
𝑥𝑚] 

 کا عام حل ہوگا (2)اس لیے مساوات 

                                                          𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                              = (𝑐1 + 𝑐2 log 𝑥)𝑥−1 +
1

(𝑚 − 2)2
𝑥𝑚

 

𝑥2مساوات   ۔ 3مثال  𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 4𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 𝑒𝑥

 ۔ معلوم کروحل کا 

 دی گئی تفرقی مساوات ہے   حل۔ 

 (1)…..    𝑥2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 4𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 𝑒𝑥

 

𝑥میں   (1)مساوات 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
ھی ں  𝓓𝑦کی جگہ

ک

𝑥2ااور ر 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2کی جگہ𝓓(𝓓 − 1)𝑦    اس لیے ۔  رکھتے ہیں 

𝓓(𝓓 − 1)𝑦 + 4𝓓𝑦 + 2𝑦 = 𝑒𝑥
 

 یا 

 (2)…..    (𝓓2 + 3𝓓 + 2)𝑦 = 𝑒𝑥
 

 درج ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)کو حل کرتے ہیں۔ اس کے لیے معاون مساوات (2)اب مساوات 

𝑚2 + 3𝑚 + 2 = 0 

⇒                        (𝑚 + 1)(𝑚 + 2) = 0 

⇒                                                   𝑚 = −1, −2 

 درج ذیل ہوگا (Complementary Function)اس لیے اتمامی تفاعل 

𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑥−1 + 𝑐2𝑥−2
 

 ہوگا  (Particular Integral)اور خاص تکملہ

                                                      𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝓓)
𝑄 

                                                              =
1

(𝓓 + 1)(𝓓 + 2)
𝑒𝑥

 

                                                              = (
1

𝓓 + 1
−

1

𝓓 + 2
) 𝑒𝑥

 

                                                              =
1

𝓓 + 1
𝑒𝑥 −

1

𝓓 + 2
𝑒𝑥

 

                                                              = 𝑥−1 ∫ 𝑥1−1𝑒𝑥 𝑑𝑥 − 𝑥−2 ∫ 𝑥2−1𝑒𝑥 𝑑𝑥 

                                                              = 𝑥−1 ∫ 𝑒𝑥 𝑑𝑥 − 𝑥−2 ∫ 𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥 

                                                              = 𝑥−1𝑒𝑥 − 𝑥−2(𝑥 − 1)𝑒𝑥
 

                                                              = (𝑥−1 − 𝑥−1 + 𝑥−2)𝑒𝑥
 

                                                              = 𝑥−2𝑒𝑥
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 کا عام حل ہوگا (2)اس لیے مساوات 

                                                          𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 
                                                              = 𝑐1𝑥−1 + 𝑐2𝑥−2 + 𝑥−2𝑒𝑥

 

𝑥2مساوات    ۔ 4مثال  𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 3𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = (1 − 𝑥)−2

 ۔ وکو حل کر 

 دی گئی تفرقی مساوات ہے   حل۔ 

 (1)…..    𝑥2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 3𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = (1 − 𝑥)−2

 

𝑥میں   (1)مساوات 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
ھی ں  𝓓𝑦کی جگہ

ک

𝑥2ااور ر 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2کی جگہ𝓓(𝓓 − 1)𝑦    اس لیے ۔  رکھتے ہیں 

𝓓(𝓓 − 1)𝑦 + 3𝓓𝑦 + 𝑦 = (1 − 𝑥)−2
 

 ت ا

 (2)…..    (𝓓2 + 2𝓓 + 1)𝑦 = (1 − 𝑥)−2
 

 درج ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)کو حل کرتے ہیں۔ اس کے لیے معاون مساوات (2)اب مساوات 

𝑚2 + 2𝑚 + 1 = 0 

⇒                        (𝑚 + 1)(𝑚 + 1) = 0 

⇒                                                    𝑚 = −1, −1 

 درج ذیل ہوگا (Complementary Function)اس لیے اتمامی تفاعل 

𝐶. 𝐹. = (𝑐1 + 𝑐2 log 𝑥)𝑥−1
 

 ہوگا  (Particular Integral)اور خاص تکملہ

                                                      𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝓓)
𝑄 

                                                              =
1

(𝓓 + 1)(𝓓 + 1)
(1 − 𝑥)−2

 

                                                              =
1

(𝓓 + 1)
𝑥−1 ∫ 𝑥1−1(1 − 𝑥)−2 𝑑𝑥 

                                                              =
1

(𝓓 + 1)
{𝑥−1(1 − 𝑥)−1} 

                                                              = 𝑥−1 ∫ 𝑥1−1{𝑥−1(1 − 𝑥)−1}𝑑𝑥 

                                                              = 𝑥−1 ∫{𝑥−1(1 − 𝑥)−1}𝑑𝑥 

                                                              = 𝑥−1 ∫
1

𝑥(1 − 𝑥)
𝑑𝑥 

                                                              = 𝑥−1 ∫ (
1

𝑥
+

1

1 − 𝑥
) 𝑑𝑥 

                                                              = 𝑥−1(log|𝑥| − log|1 − 𝑥|) 

                                                              = 𝑥−1 log |
𝑥

1 − 𝑥
| 

 کا عام حل ہوگا (2)اس لیے مساوات 
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                                                          𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 

                                                              = (𝑐1 + 𝑐2 log 𝑥)𝑥−1 + 𝑥−1 log |
𝑥

1 − 𝑥
| 

  کی  11.2.2
 
ز مساواتیں متغی ضرت زب 

 

 متجانس خطی تفرقی مساوات میں تحویل ب 

  (Equations Reducible to Homogeneous Linear Differential Equations 
with Variable Coefficients

) 

زض کرو  کہ کوئی مساوات درج ذیل شکل میں ہے

 

 ف

(1)….. (𝑎 + 𝑏𝑥)𝑛 𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛 + 𝐴1(𝑎 + 𝑏𝑥)𝑛−1 𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1 + 𝐴2(𝑎 + 𝑏𝑥)𝑛−2 𝑑𝑛−2𝑦

𝑑𝑥𝑛−2 + ⋯ + 𝐴𝑛−1(𝑎 + 𝑏𝑥)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝐴𝑛𝑦 = 𝑄 

,𝐴1جہاں   𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛−1, 𝐴𝑛 ہیں اور  تمستقلا𝑥کا کوئ تفاعل𝑄ہے۔ 

𝑎اس مساوات میں   + 𝑏𝑥  کی جگہ𝑧    رکھنے پر  اورا س سے

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑏اس لیے 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑧
 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) =

𝑑

𝑑𝑧
(𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑧
)

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝑑

𝑑𝑧
(𝑏2

𝑑𝑦

𝑑𝑧
) = 𝑏2

𝑑2𝑦

𝑑𝑧2
 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

 اور اسی طرح 

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
= 𝑏𝑛

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑧𝑛
 

 میں رکھنے پر    ( 1)سبھی قیمتیں مساوات یہ 

𝑧𝑛𝑏𝑛
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑧𝑛
+ 𝐴1𝑧𝑛−1𝑏𝑛−1

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑧𝑛−1
+ 𝐴2𝑧𝑛−2𝑏𝑛−2

𝑑𝑛−2𝑦

𝑑𝑧𝑛−2
+ ⋯ + 𝐴𝑛−1𝑧𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑧
+ 𝐴𝑛𝑦 = 𝜑(𝑧) 

⇒ 𝑧𝑛
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑧𝑛
+ 𝐴1𝑧𝑛−1

𝑏𝑛−1

𝑏𝑛

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑧𝑛−1
+ 𝐴2𝑧𝑛−2

𝑏𝑛−2

𝑏𝑛

𝑑𝑛−2𝑦

𝑑𝑧𝑛−2
+ ⋯ + 𝐴𝑛−1𝑧

𝑏

𝑏𝑛

𝑑𝑦

𝑑𝑧
+

𝐴𝑛

𝑏𝑛
𝑦 = 𝐹(𝑧) 

⇒                           𝑧𝑛
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑧𝑛
+

𝐴1

𝑏
𝑧𝑛−1

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑧𝑛−1
+

𝐴2

𝑏2
𝑧𝑛−2

𝑑𝑛−2𝑦

𝑑𝑧𝑛−2
+ ⋯ +

𝐴𝑛−1

𝑏𝑛−1
𝑧

𝑑𝑦

𝑑𝑧
+

𝐴𝑛

𝑏𝑛
𝑦 = 𝐹(𝑧) 

طہ طریقوں سے حاصل کیا جا سکتا ہے۔  اس

 

 مساوات کا حل گزش

3𝑥)مساوات   ۔ 1مثال  + 2)2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 3(3𝑥 + 2)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 36𝑦 = 3𝑥2 + 4𝑥 +  ۔کو حل کریں1

 دی گئی تفرقی مساوات ہے   حل۔ 

 (1)…..  (3𝑥 + 2)2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 3(3𝑥 + 2)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 36𝑦 = 3𝑥2 + 4𝑥 + 1 

2اس مساوات میں   + 3𝑥  کی جگہ𝑧    رکھنے پر  اورا س سے

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=  اس لیے3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 3

𝑑𝑦

𝑑𝑧
 

⇒                          
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) =

𝑑

𝑑𝑧
(𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑧
)

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 9

𝑑2𝑦

𝑑𝑧2
 

ا ہے  (1)مساوات 

 

 میں یہ قیمتیں رکھنے پر ہمیں حاصل ہوت
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     9𝑧2
𝑑2𝑦

𝑑𝑧2
+ 3𝑧 (3

𝑑𝑦

𝑑𝑧
) − 36𝑦 = 3 (

𝑧 − 2

3
)

2

+ 4 (
𝑧 − 2

3
) + 1 

⇒                𝑧2
𝑑2𝑦

𝑑𝑧2
+ 𝑧

𝑑𝑦

𝑑𝑧
− 4𝑦 =

1

9
[
3𝑧2 − 12𝑧 + 12 + 12𝑧 − 24 + 9

9
] 

⇒                𝑧2
𝑑2𝑦

𝑑𝑧2
+ 𝑧

𝑑𝑦

𝑑𝑧
− 4𝑦 =

1

9
[
3(𝑧2 − 1)

9
] 

⇒                𝑧2
𝑑2𝑦

𝑑𝑧2
+ 𝑧

𝑑𝑦

𝑑𝑧
− 4𝑦 =

1

27
(𝑧2 − 1) 

𝑧میں   (1)مساوات 
𝑑𝑦

𝑑𝑧
ھی ں  𝓓𝑦کی جگہ

ک

𝑧2ااور ر 𝑑2𝑦

𝑑𝑧2
𝓓(𝓓کی جگہ − 1)𝑦    اس لیے ۔  رکھتے ہیں 

𝓓(𝓓 − 1)𝑦 + 𝓓𝑦 − 4𝑦 =
1

27
(𝑧2 − 1) 

 یا 

 (2)…..    (𝓓2 − 4)𝑦 =
1

27
(𝑧2 − 1) 

 درج ذیل ہوگی  (Auxiliary Equation)کو حل کرتے ہیں۔ اس کے لیے معاون مساوات (2)اب مساوات 

𝑚2 − 4 = 0 

⇒                                             𝑚 = −2, 2 

 درج ذیل ہوگا (Complementary Function)اس لیے اتمامی تفاعل 

𝐶. 𝐹. = 𝑐1𝑧−2 + 𝑐2𝑧2
 

 ہوگا  (Particular Integral)اور خاص تکملہ

                                                      𝑃. 𝐼. =
1

𝑓(𝓓)
𝑄 

                                                              =
1

27
[

1

𝓓2 − 4
(𝑧2 − 1)] 

                                                              =
1

27
[(

1

𝓓2 − 4
𝑧2 −

1

𝓓2 − 4
𝑧0)] 

                                                              =
1

27
[(

1

(𝓓 − 2)(𝓓 + 2)
𝑧2 −

1

(0)2 − 4
𝑧0)] 

                                                              =
1

27
[(

1

(𝓓 − 2)
𝑧−2 ∫ 𝑧2−1𝑧2 𝑑𝑧 −

1

(0)2 − 4
𝑧0)] 

                                                              =
1

27
[(

1

(𝓓 − 2)

𝑧4

4
+

1

4
)] 

                                                              =
1

108
(𝑧2 ∫ 𝑧−2−1𝑧2 𝑑𝑧 + 1) 

                                                              =
1

108
(𝑧2 ∫ 𝑧−1 𝑑𝑧 + 1) 

                                                      𝑃. 𝐼. =
1

108
(𝑧2 log 𝑧 + 1) 

 کا عام حل ہوگا ( 2)اس لیے مساوات 

                                                          𝑦 = 𝐶. 𝐹. +𝑃. 𝐼. 
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                                                              = 𝑐1𝑧−2 + 𝑐2𝑧2 +
1

108
(𝑧2 log 𝑧 + 1) 

𝑧اس مساوات میں  = 3𝑥 +  رکھنے پر ہمیں حاصل ہوگا 2

𝑦 = 𝑐1(3𝑥 + 2)−2 + 𝑐2(3𝑥 + 2)2 +
1

108
((3𝑥 + 2)2 log|3𝑥 + 2| + 1) 

 (Learning Outcomes)ئجاکتسابی نتا 11.3

  کی متجانس خطی تفرقی مساوات کی بنیادی جانکاری حاصل کی اور اس کو حل کرنے کے مختلف  
 
اس اکائی کے مکمل ہونے پر ہم نے متغیضرت

  
 
ز مساواتوں  کو پہچان کر ان کو متغیضرت زب 

 

  کی متجانس خطی تفرقی مساوات میں تحویل ب 
 
کی   طریقوں کو  ت اریکی سےسیکھا۔ اس علاوہ متغیضرت

 متجانس خطی تفرقی مساوات میں تبدیل کر کے ان  کا حل  حاصل کرنے پر مہارت  حاصل کی ۔ 

 (Keywords)کلیدی الفاظ  11.4

، غیر متجانس تفرقی مساوات   
 
 متجانس تفرقی مساوات ،  اتمامی تفاعل،  معاون مساوات، مستقل ضرت

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  11.5

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جوات ات کے حامل سوالات11.5.1

 ے۔  .1
ھی
لک

  کی متجانس خطی تفرقی مساوات کی عام شکل 
 
 متغیضرت

مساوات   .2

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 +
2

𝑥

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 +
3

𝑥2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
−

3

𝑥3 𝑦 =  ۔کو متجانس خطی تفرقی مساوات میں تبدیل کریے0

𝑥2مساوات   .3 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 4𝑦 =   کی تفرقی مساوات میں تبدیل  کرو کو 0

 
 ۔ مستقل ضرت

𝑥3مساوات   .4 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 3𝑥2 𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑥𝑦 =  ے0

ھی
لک

 ۔  کے لیے معاون مساوات 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوات ات کے حامل سوالات11.5.2

𝑥2مساوات   .1 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 4𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 6𝑦 =  کو حل کریے۔ 0

𝑥2مساوات   .2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 4𝑦 =  کو حل کریے۔ 0

𝑥3مساوات   .3 𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 + 2𝑥2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 3𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 3𝑦 =  کو حل کریے۔ 0

𝑥2:  حل کریے  .4 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑦 = 0 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوات ات کے حامل سوالات11.5.3

𝑥3مساوات   .1 𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
− 𝑥2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 2𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 2𝑦 = 𝑥3 + 3𝑥 ۔ معلوم کروحل کا 

𝑥2مساوات   .2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 3𝑦 = 𝑥2 log 𝑥 ۔ وکو حل کر 
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𝑥3مساوات   .3 𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
+ 2𝑥2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 3𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 3𝑦 = 𝑥2 + 𝑥 ۔ وکو حل کر 

مساوات   .4

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
−

4

𝑥

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+

5

𝑥2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
−

2

𝑥3
𝑦 =  ۔کو حل کریں1

1)مساوات   .5 + 𝑥)2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + (1 + 𝑥)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 4 cos{log(1 + 𝑥)} ۔ وکو حل کر 

5)مساوات   .6 + 2𝑥)2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 6(5 + 2𝑥)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 8𝑦 =  ۔ معلوم  کریں حل کا0

2𝑥)مساوات   .7 − 1)3 𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 + (2𝑥 − 1)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 2𝑦 =  ۔ وکو حل کر 0

 جوات ات:

  معروضی سوالات کے جوات ات 11.5.1

1. 𝑥𝑛 𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝐴1𝑥𝑛−1 𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1
+ 𝐴2𝑥𝑛−2 𝑑𝑛−2𝑦

𝑑𝑥𝑛−2
+ ⋯ + 𝐴𝑛−1𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝐴𝑛𝑦 = 0 

2. 𝑥3 𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 + 2𝑥2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 3𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 3𝑦 = 0 

3. (𝓓𝟐 − 4)𝑦 = 0 

4. 𝑚𝟐 + 2𝑚 + 1 = 0 

  جوات ات مختصر جوات ات کے حامل سوالاتکے11.5.2

1. 𝑦 = 𝑐1𝑥2 + 𝑐2𝑥3
 

2. 𝑦 = 𝑐1𝑥2 + 𝑐2𝑥−2
 

3. 𝑦 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2 sin(√3 log 𝑥) + 𝑐3 cos(√3 log 𝑥) 

4. 𝑦 = √𝑥 {𝑐1 sin (
√3

2
log 𝑥) + 𝑐2 cos (

√3

2
log 𝑥)} 

 کے جوات ات  طویل جوات ات کے حامل سوالات11.5.3

1. 𝑦 = (𝑐1 + 𝑐2 log 𝑥) + 𝑐3𝑥2 +
1

4
𝑥3 −

3

2
𝑥(log 𝑥)2

 

2. 𝑦 = 𝑐1𝑥−1 + 𝑐2𝑥3 −
𝑥2

9
(3 log 𝑥 + 2) 

3. 𝑦 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2 cos(√3 log 𝑥) + 𝑐3 sin(√3 log 𝑥) +
𝑥2

7
+

𝑥 log 𝑥

4
 

4. 𝑦 = 𝑐1𝑥2 + 𝑥
5

2⁄ (𝑐2𝑥
√21

2
⁄ + 𝑐3𝑥−√21

2
⁄ ) −

𝑥3

5
(3 log 𝑥 + 2) 

5. 𝑦 = 𝑐1 cos{log(1 + 𝑥)} + 𝑐2 sin{log(1 + 𝑥)} + 2 log(1 + 𝑥) sin{log(1 + 𝑥)} 

6. 𝑦 = (5 + 2𝑥)2{𝑐1(5 + 2𝑥)√2 + 𝑐2(5 + 2𝑥)−√2} 

7.  𝑦 = (2𝑥 − 1) {𝑐1 + 𝑐2(2𝑥 − 1)
√3

2 + 𝑐3(2𝑥 − 1)−
√3

2 } 
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  کی اعلی رتبے کی خطی تفرقی مساواتیں 12اکائی 
 
 ۔ متغی ضرت

زس کے تغیر کا طریقہ( 

 

 
 )پیرام

(
Higher Order Linear Differential Equations with Variable

  Coefficients: Method of Variation of Parameters
) 

زا  ئیاکا

 

 
 کے اج

 تمہید   12.0

 مقاص    12.1

ز   12.2

 

 
 کا تغیر س پیرام

 اکتسابی نتائج   12.3

 الفاظکلیدی    12.4

 نمونہ امتحانی سوالات    12.5

  معروضی جوات ات کے حامل سوالات 12.5.1 

 مختصر جوات ات کے حامل سوالات  12.5.2 

 طویل جوات ات کے حامل سوالات 12.5.3 

  



199 
 

 (Introduction)تمہید 12.0

 اس اکائی میں ہم خطی تفرقی مساوات کی درج ذیل شکل پر غور کریں گے 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑃

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑄𝑦 = 𝑅 

  کہ اس مساوات کا     𝑅اور      𝑄 ،𝑃کے تفاعلات𝑥جہاں   
 

ہیں۔ کس خطی تفرقی مساوات کا مکمل حل حاصل کرنے کے طریقہ کو سمجھیں گے ج

ا سیکھیں گے ۔ 

 

ز س کے تغیر کے طریقہ سے  پہلے اور دوسرے رتبے کی خطی تفرقی مساوات کو حل کرت

 

 
 اتمامی تفاعل معلوم ہو۔ یہاں ہم پیرام

 (Objectives)مقاص 12.1

زس کے تغیر کے طریقے کی مدد سے حل  کر سکیں گے:  اس

 

 
دیل کی  مساواتوں کو پیرام

 

 اکائی کے عبور  پر آپ 

خطی تفرقی مساوات  .1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄    اور 

کی خطی تفرقی مساوات     دوسرے رتبے .2

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑃
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑄𝑦 = 𝑅 

ز 12.2

 

 
 (Variation of Parameters)کا تغیر س پیرام

  کہ اس  مساوات کا  
 

زس کے تغیر کے طریقے کو سیکھ یں گے ج

 

 
اب ہم کس خطی تفرقی مساوات کے مکمل حل حاصل کرنے کے پیرام

 اتمامی تفاعل معلوم ہے۔

خطی تفرقی مساوات  .1

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝑷𝒚 = 𝑸 :کا  حل 

 خطی تفرقی مساوات پہلے رتبے کی  مان لو کہ 

 (1)......    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄  

𝑦کے تفاعلات ہیں۔  مان لو کہ  𝑥مستقلات ہیں ت ا     Qاور  Pجہاں = 𝑎𝑢  مساوات 

 (2)......    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 0 

 ( سے 2کا۔ مساوات ) 𝑥تفاعل ہے  𝑢ای   اختیاری مستقل ہے اور 𝑎کا عام حل ہے، جہاں   

 (3)......    

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑢 = 0 

𝑦کا عام حل حاصل کرنے کے لیے مان لو کہ   (1)مساوات   = 𝑏𝑢  اس کا عام حل ہے، یہاں𝑏     مستقل نہیں بلکہ یہ𝑥  کا ای  تفاعل ہے جسے اس

ا ہے کہ مساوات   

 

ا جات

 

 مطمئن ہو جایے۔ اب   (1)طرح  مات

 (4)......     𝑦 = 𝑏𝑢 

ا 𝑥اس مساوات کو بہ لحاظ

 

و ت
صلہ
 ہےتفرق کرنے پرہمیں حا

 (5)......    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑏

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+

𝑑𝑏

𝑑𝑥
𝑢 
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 کی قدر درج کرنے پر حاصل ہوگا ( 5)میں مساوات (1)مساوات 

𝑏
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+

𝑑𝑏

𝑑𝑥
𝑢 + 𝑃𝑏𝑢 = 𝑄 

 (6)......    

𝑑𝑏

𝑑𝑥
𝑢 + 𝑏 (

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑢) = 𝑄 

 سے (6)اور    (3)مساوات 

𝑑𝑏

𝑑𝑥
𝑢 + 𝑏(0) = 𝑄 

𝑑𝑏 = (
𝑄

𝑢
) 𝑑𝑥 

𝑏 = ∫ (
𝑄

𝑢
) 𝑑𝑥 + 𝑐 

 میں یہ قیمت رکھنے پر ( 4)ای  اختیای مستقل ہے۔ مساوات   𝑐جہاں

𝑦 = (∫ (
𝑄

𝑢
) 𝑑𝑥 + 𝑐) 𝑢 

= 𝑢 ∫ (
𝑄

𝑢
) 𝑑𝑥 + 𝑐𝑢 

ا تھا کہ مساوات

 

𝑦کا عام حل ہے، اس لیے  ( 1)مساوات   ( 4)  جیسا کہ ہم نے مات = 𝑢 ∫ (
𝑄

𝑢
) 𝑑𝑥 + 𝑐𝑢 مساوات

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄  کے لیے

ز

 

 
 کو سمجھتے ہیں۔ کے تغیر کے طریقے سعام حل ہے۔ اب ہم کچھ مثالوں کی مدد سے پیرام

مساوات     ۔ 1مثال 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝑦

𝑥
= −

1

𝑥(1+𝑥2)
ز کو 

 

 
  سے حل کرو۔کے تغیر کے طریقےس پیرام

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

 (1)......    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝑦

𝑥
= −

1

𝑥(1+𝑥2)
 

Pیہاں   =
1

𝑥
Qاور    = −

1

𝑥(1+𝑥2)
 ہیں۔  س  سے پہلے ہم  مساوات  

 (2)......    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝑦

𝑥
= 0 

 سے  ( 2)کا عام حل حاصل کرتے ہیں ۔مساوات 

𝑑𝑦

𝑦
+

𝑑𝑥

𝑥
= 0 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا 
م
ک

 

ی

 

𝑙𝑜𝑔 𝑦 + 𝑙𝑜𝑔 𝑥 = 𝑙𝑜𝑔 𝑐 

𝑦 = 𝑐𝑥−1
 

 ای   اختیاری مستقل ہے ۔ اس لیے مان لو کہ𝑐جہاں   

𝑢 = 𝑥−1
 

 اب دی گئی  مساوات کا عام حل ہوگا 

𝑦 = 𝑢 ∫ (
𝑄

𝑢
) 𝑑𝑥 + 𝐵𝑢 
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= 𝑥−1 ∫ (
−

1

𝑥(1+𝑥2)

𝑥−1
) 𝑑𝑥 + 𝐵𝑥−1

 

= 𝑥−1 [𝐵 − ∫ (
1

1 + 𝑥2
) 𝑑𝑥] 

= 𝑥−1[𝐵 − tan−1 𝑥] 

𝑥𝑦ای   اختیاری مستقل ہے ۔ اس لیے دی گئی مساوات کا عام حل  𝐵جہاں    = 𝐵 − tan−1 𝑥ہے۔ 

مساوات     ۔ 2مثال 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

2𝑦

𝑥
= sin 𝑥 زکو

 

 
  سے حل کرو۔کے تغیر کے طریقے سپیرام

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

 (1)......    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

2𝑦

𝑥
= sin 𝑥 

Pیہاں   =
2

𝑥
Qاور    = sin 𝑥  ہیں۔  س  سے پہلے ہم  مساوات 

 (2)......     

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

2𝑦

𝑥
= 0 

ا ہے  ( 2)کا عام حل حاصل کرتے ہیں ۔مساوات 

 

ز کرت
 
 ظاہ

𝑑𝑦

𝑦
+ 2

𝑑𝑥

𝑥
= 0 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا 
م
ک

 

ی

 

𝑙𝑜𝑔 𝑦 + 2 𝑙𝑜𝑔 𝑥 = 𝑙𝑜𝑔 𝑐 

                                                                                           𝑦 = 𝑐𝑥−2
 

 ای   اختیاری مستقل ہے ۔ اس لیے مان لو کہ𝑐جہاں   

                                                                                           𝑢 = 𝑥−2
 

 اب دی گئی  مساوات کا عام حل ہوگا 

                                                                                          𝑦 = 𝑢 ∫ (
𝑄

𝑢
) 𝑑𝑥 + 𝐵𝑢 

                                                                                             = 𝑥−2 ∫ (
sin 𝑥

𝑥−2
) 𝑑𝑥 + 𝐵𝑥−2

 

                                                                                             = 𝑥−2 [𝐵 + ∫ 𝑥2 sin 𝑥 𝑑𝑥] 

⇒                                           𝑥2𝑦 = 𝐵 + 𝑥2(− cos 𝑥) − ∫ 2𝑥(− cos 𝑥)𝑑𝑥 

                                                                                             = 𝐵 − 𝑥2 cos 𝑥 + 2 ∫ 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 

                                                                                             = 𝐵 − 𝑥2 cos 𝑥 + 2 {𝑥 sin 𝑥 − ∫ sin 𝑥 𝑑𝑥} 

                                                                                             = 𝐵 − 𝑥2 cos 𝑥 + 2{𝑥 sin 𝑥 + cos 𝑥} 

𝑥2𝑦ای   اختیاری مستقل ہے ۔ اس لیے دی گئی مساوات کا عام حل 𝐵جہاں    = 𝐵 − 𝑥2 cos 𝑥 + 2{𝑥 sin 𝑥 + cos 𝑥} ہے۔ 

مساوات     ۔ 3مثال 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (

4𝑥

1+𝑥2
) 𝑦 =

1

(1+𝑥2)2
ز کو 

 

 
 س کے تغیر کے طریقے سے حل کرو۔پیرام
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 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

 (1)......    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (

4𝑥

1+𝑥2) 𝑦 =
1

(1+𝑥2)2 

Pیہاں   =
4𝑥

1+𝑥2
Qاور    =

1

(1+𝑥2)2
 ہیں۔  س  سے پہلے ہم  مساوات  

 (2)......    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (

4𝑥

1+𝑥2
) 𝑦 = 0 

 سے حاصل ہے  ( 2)کا عام حل حاصل کرتے ہیں ۔مساوات 

𝑑𝑦

𝑦
+ 2 (

2𝑥

1 + 𝑥2
) 𝑑𝑥 = 0 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا 
م
ک

 

ی

 

𝑙𝑜𝑔 𝑦 + 2 𝑙𝑜𝑔(1 + 𝑥2) = 𝑙𝑜𝑔 𝑐 

⇒                                                   𝑙𝑜𝑔 𝑦 = 𝑙𝑜𝑔 𝑐 − 𝑙𝑜𝑔(1 + 𝑥2)2
 

⇒                                                          𝑦 = 𝑐(1 + 𝑥2)−2
 

 ای   اختیاری مستقل ہے ۔ اس لیے مان لو کہ𝑐جہاں   

                                                                                                     𝑢 = (1 + 𝑥2)−2
 

 اب دی گئی  مساوات کا عام حل ہوگا 

                                                                                                     𝑦 = 𝑢 ∫ (
𝑄

𝑢
) 𝑑𝑥 + 𝐵𝑢 

                                                                                                         = (1 + 𝑥2)−2 ∫ (

1

(1+𝑥2)2

(1 + 𝑥2)−2
) 𝑑𝑥 

                                                                                                             +𝐵(1 + 𝑥2)−2
 

                                                                                                         = (1 + 𝑥2)−2 [𝐵 + ∫(1)𝑑𝑥] 

⇒                                         (1 + 𝑥2)2𝑦 = 𝐵 + 𝑥 

1)ای   اختیاری مستقل ہے ۔ اس لیے دی گئی مساوات کا عام حل 𝐵جہاں    + 𝑥2)2𝑦 = 𝐵 + 𝑥 ہے۔ 

 : کی خطی تفرقی مساوات کا حل  رتبے دوسرے   .2

 کی خطی تفرقی مساوات  دوسرےرتبے مان لو کہ 

 (1)......    

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑃

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑄𝑦 = 𝑅  

𝑦ہیں۔  مان لو کہ   تکے تفاعلا𝑅𝑥 ،اور 𝑃 ،𝑄جہاں = 𝑎𝑢 + 𝑏𝑣  مساوات 

 (2)......    

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑃
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑄𝑦 = 0 

 کا مکمل حل  ( 1)مساوات اس کے علاوہ ہم مان لیتے ہیں کہ   ۔ کے 𝑥تفاعلات ہیں𝑣 ،𝑢اور  اختیاری مستقلات ہیں  bور ا𝑎کا عام حل ہے، جہاں   

 (3)......    𝑦 = 𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 
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ا ہے کہ وہ مساوات  𝑥مستقلات نہیں ہیں بلکہ ان کو     bور  ا𝑎 اس طرح سے ہے کہ  اب 

 

 کے طور پر اس طرح سے منتخب کیا جات

 
 

کو   ( 1)کے تفاعلات

 مطمئن  کر سکیں۔ 

 تفرق کرنے پر  𝑥کو بہ لحاظ   ( 3)مساوات 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑎

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+

𝑑𝑎

𝑑𝑥
𝑢 + 𝑏

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+

𝑑𝑏

𝑑𝑥
𝑣 

 (4)......   ⇒                         
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑎

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑏

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+

𝑑𝑎

𝑑𝑥
𝑢 +

𝑑𝑏

𝑑𝑥
𝑣 

 کو  اس طرح سے منتخب کرتے ہیں کہ  bور ا𝑎 اب 

 (5)......    

𝑑𝑎

𝑑𝑥
𝑢 +

𝑑𝑏

𝑑𝑥
𝑣 = 0 

 ہوگی (  4)مساوات اب 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑎

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑏

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 

 تفرق کرنے پر  𝑥اس مساواتکو بہ لحاظ   

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑎

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+

𝑑𝑎

𝑑𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑏

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
+

𝑑𝑏

𝑑𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 

میں (1)اب مساوات 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 ،
𝑑𝑦

𝑑𝑥
،𝑦 نے پر  درج کر قیمتیںکی 

(𝑎
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+

𝑑𝑎

𝑑𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑏

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
+

𝑑𝑏

𝑑𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
) + 𝑃 (𝑎

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑏

𝑑𝑣

𝑑𝑥
) + 𝑄(𝑎𝑢 + 𝑏𝑣) = 𝑅 

⇒        𝑎 (
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝑃

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑄𝑢) + 𝑏 (

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
+ 𝑃

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑄𝑣) + (

𝑑𝑎

𝑑𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+

𝑑𝑏

𝑑𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
) = 𝑅 

 کے حل ہیں۔ اس لیے یہ اس کو مطمئن بھی کریں گے ( 1)مساوات 𝑣اور   𝑢 چوں کہ

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝑃

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑄𝑢 = 0 

     اور 

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2 + 𝑃
𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑄𝑣 = 0 

 اس لیے

 (6)......    

𝑑𝑎

𝑑𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+

𝑑𝑏

𝑑𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝑅 

 سے (6)اور    (5)مساوات 

𝑑𝑎

𝑑𝑥

−𝑣
=

𝑑𝑏

𝑑𝑥

𝑢
=

𝑅

𝑢
𝑑𝑣

𝑑𝑥
−

𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑣
 

 اب  

 (7)......    

𝑑𝑎

𝑑𝑥
=

−𝑣𝑅

𝑢
𝑑𝑣

𝑑𝑥
−

𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑣
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 (8)......    

𝑑𝑏

𝑑𝑥
=

𝑢𝑅

𝑢
𝑑𝑣

𝑑𝑥
−

𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑣

 

ل کرنے پر ہم       (8)اور    (7)مساوات 
م
ک

 

ی

𝑎کی قیمتیں حاصل کر لیتے ہیں۔ مان لو کہ    bور ا𝑎کو  = 𝑓(𝑥) + 𝐴ور  ا𝑏 = 𝑔(𝑥) + 𝐵 

 گا عام حل ہو  کا  (1) مساوات اب 

𝑦 = 𝑢𝑓(𝑥) + 𝐴𝑢 + 𝑣𝑔(𝑥) + 𝐵𝑣 

زس کے تغیر کے طریقےاب ہم کچھ مثالوں کی  

 

 
 کو سمجھتے ہیں۔ مدد سے پیرام

مساوات  ۔ 1مثال 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑦 = 𝑥  ز س کے تغیر کے طریقے سے حل کرو۔

 

 
 کو پیرام

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

 (1)......    

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑦 = 𝑥 

س  سے پہلے ہم 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑦 =  کا حل حاصل کرتے ہیں۔ اس کے لیے معاون مساوات ہوگی   0

𝑚2 + 1 = 0 

⇒ 𝑚 = ±𝑖 

اس لیے

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑦 =  کا حل ہے   0

𝐶. 𝐹. = 𝐶1 cos 𝑥 + 𝐶2 sin 𝑥 

𝑦مان لو کہ دی گئی مساوات کا مکمل  حل اب = 𝐹 cos 𝑥 + 𝐺 sin 𝑥 ہے۔، جہاں𝐹 اور𝐺     دو𝑥اس لیے   کے تفاعلات ہیں۔ 

𝑦 = 𝐹 cos 𝑥 + 𝐺 sin 𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝐹 sin 𝑥 +

𝑑𝐹

𝑑𝑥
cos 𝑥 + 𝐺 cos 𝑥 +

𝑑𝐺

𝑑𝑥
sin 𝑥 

𝐹 اور𝐺  ا ہے کہ

 

 کو اس طرح منتخب کیا جات

 (2)......    

𝑑𝐹

𝑑𝑥
cos 𝑥 +

𝑑𝐺

𝑑𝑥
sin 𝑥 = 0 

 اس لیے

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝐹 sin 𝑥 + 𝐺 cos 𝑥 

 تفرق کرنے پر  𝑥اس مساواتکو بہ لحاظ   

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −𝐹 cos 𝑥 −

𝑑𝐹

𝑑𝑥
sin 𝑥 − 𝐺 sin 𝑥 +

𝑑𝐺

𝑑𝑥
cos 𝑥 

 سے (1)مساوات 

             −𝐹 cos 𝑥 −
𝑑𝐹

𝑑𝑥
sin 𝑥 − 𝐺 sin 𝑥 +

𝑑𝐺

𝑑𝑥
cos 𝑥 + 𝐹 cos 𝑥 + 𝐺 sin 𝑥 = 𝑥 

 (3)......  ⇒ −
𝑑𝐹

𝑑𝑥
sin 𝑥 +

𝑑𝐺

𝑑𝑥
cos 𝑥 = 𝑥 

 سے (3)اور    (2) مساوات 

𝑑𝐹

𝑑𝑥
= −𝑥 sin 𝑥 ,

𝑑𝐺

𝑑𝑥
= 𝑥 cos 𝑥 
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ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا 
م
ک

 

ی

 

                                       𝐹 = − ∫ 𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶 اور 𝐺 = ∫ 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐷 

⇒        𝐹 = −[−𝑥 cos 𝑥 + sin 𝑥] + 𝐶 اور 𝐺 = [𝑥 sin 𝑥 + cos 𝑥] + 𝐷 

⇒        𝐹 = 𝑥 cos 𝑥 − sin 𝑥 + 𝐶 اور 𝐺 = 𝑥 sin 𝑥 + cos 𝑥 + 𝐷 

𝑦مساوات  اب = 𝐹 cos 𝑥 + 𝐺 sin 𝑥    میں𝐹 اور𝐺  کی قیمتیں درج کرنے پر 

                             𝑦 = (𝑥 cos 𝑥 − sin 𝑥 + 𝐶) cos 𝑥 + (𝑥 sin 𝑥 + cos 𝑥 + 𝐷) sin 𝑥 

 = (𝑥 cos2 𝑥 − sin 𝑥 cos 𝑥 + 𝐶 cos 𝑥) + (𝑥 sin2 𝑥 + sin 𝑥 cos 𝑥 + 𝐷 sin 𝑥) 

                                = 𝑥(cos2 𝑥 + sin2 𝑥) + 𝐶 cos 𝑥 + 𝐷 sin 𝑥 

                                = 𝑥 + 𝐶 cos 𝑥 + 𝐷 sin 𝑥 

𝑦اس لیے دی گئی مساوات کا مکمل حل   = 𝑥 + 𝐶 cos 𝑥 + 𝐷 sin 𝑥ہے۔ 

𝑥2مساوات  ۔ 2مثال  𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦 = 𝑥2𝑒𝑥

ز س کے تغیر کے طریقے سے حل کرو۔  

 

 
 کو پیرام

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

 (1)......   𝑥2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦 = 𝑥2𝑒𝑥

 

𝑥2س  سے پہلے ہم دی گئی مساوات میں سے متجانس تفرقی مساوات  𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦 =  کا حل حاصل کرتے ہیں۔   0

𝑥اس کے لیے   = 𝑒𝑧
𝐷اور    =

𝑑

𝑑𝑧
  

 

 رکھتے ہیں ، ت

log 𝑥 = 𝑧 

 تفرق کرنے پر 

1

𝑥
=

𝑑𝑧

𝑑𝑥
 

 اب 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑧
(

1

𝑥
) 

 ت ا

                                                                           𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑧
= 𝐷𝑦 

 طرح  اس

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) =

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑𝑦

𝑑𝑧
(

1

𝑥
)) 

                                                                                    = − (
1

𝑥2
)

𝑑𝑦

𝑑𝑧
+

1

𝑥

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑𝑦

𝑑𝑧
) 

                                                                                    = − (
1

𝑥2
)

𝑑𝑦

𝑑𝑧
+

1

𝑥

𝑑

𝑑𝑧
(

𝑑𝑦

𝑑𝑧
)

𝑑𝑧

𝑑𝑥
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                                                                                    = − (
1

𝑥2
)

𝑑𝑦

𝑑𝑧
+ (

1

𝑥

𝑑2𝑦

𝑑𝑧2
) (

1

𝑥
) 

                                                                                    =
1

𝑥2
[
𝑑2𝑦

𝑑𝑧2
−

𝑑𝑦

𝑑𝑧
] 

⇒                             𝑥2
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= [𝐷2𝑦 − 𝐷𝑦] 

                                                                                    = 𝐷(𝐷 − 1)𝑦 

𝑥میں  اب دی گئی مساوات  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐷𝑦   اور𝑥2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 = 𝐷(𝐷 − 1)𝑦  

 

 رکھتے ہیں۔ ت

                                          𝐷(𝐷 − 1)𝑦 + 𝐷𝑦 − 𝑦 = 0 

(𝐷2 − 1)𝑦 = 0 

 اس مساوات کے لیے معاون مساوات ہے 

𝑚2 − 1 = 0 

⇒ 𝑚 = ±1 

 ہے  تفاعل  اتمامی اس لیے

𝐶. 𝐹. = 𝐶1𝑥 + 𝐶2

1

𝑥
 

𝑦مان لو کہ دی گئی مساوات کا مکمل  حل اب = 𝐹𝑥 + 𝐺
1

𝑥
 اس لیے   کے تفاعلات ہیں۔𝑥دو،      𝐺اور 𝐹ہے، جہاں 

𝑦 = 𝐹𝑥 + 𝐺
1

𝑥
 

⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐹 + 𝑥

𝑑𝐹

𝑑𝑥
− 𝐺

1

𝑥2
+

1

𝑥

𝑑𝐺

𝑑𝑥
 

𝐹 اور𝐺  ا ہے کہ

 

 کو اس طرح منتخب کیا جات

 (2)......    𝑥
𝑑𝐹

𝑑𝑥
+

1

𝑥

𝑑𝐺

𝑑𝑥
= 0 

 اس لیے

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐹 − 𝐺

1

𝑥2
 

 تفرق کرنے پر  𝑥اس مساواتکو بہ لحاظ   

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑𝐹

𝑑𝑥
+ 2𝐺

1

𝑥3
−

1

𝑥2

𝑑𝐺

𝑑𝑥
 

 سے (1)مساوات 

(
𝑑𝐹

𝑑𝑥
+ 2𝐺

1

𝑥3
−

1

𝑥2

𝑑𝐺

𝑑𝑥
) +

1

𝑥
(𝐹 − 𝐺

1

𝑥2
) −

1

𝑥2
(𝐹𝑥 + 𝐺

1

𝑥
) = 𝑒𝑥

 

 (3)......    ⇒
𝑑𝐹

𝑑𝑥
−

1

𝑥2

𝑑𝐺

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥

 

 سے (3)اور    (2) مساوات 

𝑑𝐹

𝑑𝑥
=

1

2
𝑒𝑥 ,   

𝑑𝐺

𝑑𝑥
= −

1

2
𝑥2𝑒𝑥
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ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا 
م
ک

 

ی

 

                                        𝐹 =
1

2
𝑒𝑥 + 𝐶 اور 𝐺 = −

1

2
𝑒𝑥(𝑥2 − 2𝑥 + 2) + 𝐷 

𝑦مساوات  اب = 𝐹𝑥 + 𝐺
1

𝑥
 کی قیمتیں رکھنے پر حاصل ہے   𝐺اور 𝐹میں    

                                                                        𝑦 = (
1

2
𝑒𝑥 + 𝐶 ) 𝑥 + (−

1

2
𝑒𝑥(𝑥2 − 2𝑥 + 2) + 𝐷)

1

𝑥
 

                                                                           =
1

2
𝑥𝑒𝑥 + 𝐶𝑥 −

1

2
𝑒𝑥 (𝑥 − 2 +

2

𝑥
) +

𝐷

𝑥
 

                                                                           = 𝐶𝑥 +
𝐷

𝑥
+ 𝑒𝑥 −

𝑒𝑥

𝑥
 

𝑦اس لیے دی گئی مساوات کا مکمل حل   = 𝐶𝑥 +
𝐷

𝑥
+ 𝑒𝑥 −

𝑒𝑥

𝑥
 ہے۔

مساوات  ۔ 3مثال 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥 sin 𝑥  ز س کے تغیر کے طریقے سے حل کرو۔

 

 
 کو پیرام

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

 (1)......    

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥 sin 𝑥 

س  سے پہلے ہم دی گئی مساوات میں سے مساوات 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=  کا حل حاصل کرتے ہیں۔   0

 اس مساوات کے لیے معاون مساوات ہے 

𝑚2 − 2𝑚 = 0 

𝑚(𝑚 − 2) = 0 

⇒ 𝑚 = 0, 2 

 ہے  تفاعل  اتمامی اس لیے

𝐶. 𝐹. = 𝐶1 + 𝐶2𝑒2𝑥
 

𝑦مان لو کہ دی گئی مساوات کا مکمل  حل اب = 𝐹 + 𝐺𝑒2𝑥
 اس لیے   کے تفاعلات ہیں۔𝑥دو     𝐺اور 𝐹ہے۔، جہاں 

𝑦 = 𝐹 + 𝐺𝑒2𝑥
 

⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝐹

𝑑𝑥
+ 2𝐺𝑒2𝑥 + 𝑒2𝑥

𝑑𝐺

𝑑𝑥
 

𝐹 اور𝐺  ا ہے کہ

 

 کو اس طرح منتخب کیا جات

 (2)......    

𝑑𝐹

𝑑𝑥
+ 𝑒2𝑥 𝑑𝐺

𝑑𝑥
= 0 

 اس لیے

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝐺𝑒2𝑥

 

 تفرق کرنے پر  𝑥اس مساواتکو بہ لحاظ   

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 4𝐺𝑒2𝑥 + 2𝑒2𝑥

𝑑𝐺

𝑑𝑥
 

 سے (1)مساوات 
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(4𝐺𝑒2𝑥 + 2𝑒2𝑥
𝑑𝐺

𝑑𝑥
) − 2(2𝐺𝑒2𝑥) = 𝑒𝑥 sin 𝑥 

⇒ 2𝑒2𝑥
𝑑𝐺

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥 sin 𝑥 

⇒
𝑑𝐺

𝑑𝑥
=

1

2
𝑒−𝑥 sin 𝑥 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا 
م
ک

 

ی

 

                                                                           𝐺 =
1

2
∫ 𝑒−𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶 

∫ہم جانتے ہیں  𝑒𝑎𝑥 sin 𝑏𝑥 𝑑𝑥 =
𝑒𝑎𝑥(𝑎 sin 𝑏𝑥−𝑏 cos 𝑏𝑥)

(𝑎)2+(𝑏)2اس لیے 

                                                                            𝐺 =
1

2

𝑒−𝑥

(−1)2 + (1)2
(− sin 𝑥 − cos 𝑥) + 𝐶 

                                                                                = −
1

4
𝑒−𝑥(sin 𝑥 + cos 𝑥) + 𝐶 

𝑑𝐺

𝑑𝑥
مساوات    کی قیمت 

𝑑𝐹

𝑑𝑥
+ 𝑒2𝑥 𝑑𝐺

𝑑𝑥
=  رکھنے پرہمیں حاصل ہوگا  میں 0

𝑑𝐹

𝑑𝑥
+ 𝑒2𝑥 (

1

2
𝑒−𝑥 sin 𝑥) = 0 

⇒                                            
𝑑𝐹

𝑑𝑥
= −

1

2
𝑒𝑥 sin 𝑥 

ل کرنے پر  
م
ک

 

ی

 

                                                  𝐹 = − ∫
1

2
𝑒𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐷 

                                                      = −
1

2

𝑒𝑥

(1)2 + (1)2
(sin 𝑥 − cos 𝑥) + 𝐷 

⇒                                              𝐹 = −
1

4
𝑒𝑥(sin 𝑥 − cos 𝑥) + 𝐷 

𝑦مساوات  اب = 𝐹 + 𝐺𝑒2𝑥
 کیاوپر حاصل کی گئی قیمتیں رکھنے پر   𝐺اور 𝐹میں    

                                      𝑦 = −
1

4
𝑒𝑥(sin 𝑥 − cos 𝑥) + 𝐷 + (−

1

4
𝑒−𝑥(sin 𝑥 + cos 𝑥) + 𝐶) 𝑒2𝑥

 

                                          = −
1

4
𝑒𝑥(sin 𝑥 − cos 𝑥) + 𝐷 −

1

4
𝑒𝑥(sin 𝑥 + cos 𝑥) + 𝐶𝑒2𝑥

 

                                          = −
1

4
𝑒𝑥{2 sin 𝑥} + 𝐷 + 𝐶𝑒2𝑥

 

                                          = −
1

2
𝑒𝑥 sin 𝑥 + 𝐶𝑒2𝑥 + 𝐷 

𝑦اس لیے دی گئی مساوات کا مکمل حل   = −
1

2
𝑒𝑥 sin 𝑥 + 𝐶𝑒2𝑥 + 𝐷ہے۔ 

مساوات  ۔ 4مثال 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 3
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = زس کے تغیر کے طریقے سے حل کرو۔  1

 

 
 کو پیرام

 دی گئی مساوات ہے  حل۔ 

 (1)......    

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 3
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 1 
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س  سے پہلے ہم دی گئی مساوات میں سے مساوات 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 =  کا حل حاصل کرتے ہیں۔   0

 اس مساوات کے لیے معاون مساوات ہے 

𝑚2 − 3𝑚 + 2 = 0 

⇒ (𝑚 − 1)(𝑚 − 2) = 0 

⇒ 𝑚 = 1, 2 

 ہے  تفاعل  اتمامی اس لیے

𝐶. 𝐹. = 𝐶1𝑒𝑥 + 𝐶2𝑒2𝑥
 

𝑦مان لو کہ دی گئی مساوات کا مکمل  حل اب = 𝐹𝑒𝑥 + 𝐺𝑒2𝑥
 اس لیے   کے تفاعلات ہیں۔𝑥دو     𝐺اور 𝐹جہاں  ہے،

𝑦 = 𝐹𝑒𝑥 + 𝐺𝑒2𝑥
 

⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐹𝑒𝑥 + 𝑒𝑥

𝑑𝐹

𝑑𝑥
+ 2𝐺𝑒2𝑥 + 𝑒2𝑥

𝑑𝐺

𝑑𝑥
 

𝐹 اور𝐺  ا ہے کہ

 

 کو اس طرح منتخب کیا جات

 (2)......    𝑒𝑥 𝑑𝐹

𝑑𝑥
+ 𝑒2𝑥 𝑑𝐺

𝑑𝑥
= 0 

 اس لیے

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐹𝑒𝑥 + 2𝐺𝑒2𝑥

 

 تفرق کرنے پر  𝑥اس مساواتکو بہ لحاظ   

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝐹𝑒𝑥 + 𝑒𝑥

𝑑𝐹

𝑑𝑥
+ 4𝐺𝑒2𝑥 + 2𝑒2𝑥

𝑑𝐺

𝑑𝑥
 

 سے (1)مساوات 

(𝐹𝑒𝑥 + 𝑒𝑥
𝑑𝐹

𝑑𝑥
+ 4𝐺𝑒2𝑥 + 2𝑒2𝑥

𝑑𝐺

𝑑𝑥
) − 3(𝐹𝑒𝑥 + 2𝐺𝑒2𝑥) + 2(𝐹𝑒𝑥 + 𝐺𝑒2𝑥) = 1 

 (3)......    ⇒ 𝑒𝑥 𝑑𝐹

𝑑𝑥
+ 2𝑒2𝑥 𝑑𝐺

𝑑𝑥
= 1 

 سے (3)اور    (2) مساوات 

𝑑𝐹

𝑑𝑥
= −

1

𝑒𝑥
= −𝑒−𝑥 ,   

𝑑𝐺

𝑑𝑥
=

1

𝑒2𝑥
= 𝑒−2𝑥

 

ل کرنے پر ہمیں حاصل ہوگا 
م
ک

 

ی

 

                                                                   𝐹 = 𝑒−𝑥 + 𝐶 اور 𝐺 = −
1

2
𝑒−2𝑥 + 𝐷 

𝑦مساوات  اب = 𝐹𝑒𝑥 + 𝐺𝑒2𝑥
ددرج ت الا  حاصل کردہ قیمتیں درج کرنے پر   𝐺اور 𝐹میں    

 

ت
 م
کن

 

                                                                   𝑦 = 𝑒𝑥(𝑒−𝑥 + 𝐶) + (−
1

2
𝑒−2𝑥 + 𝐷) 𝑒2𝑥

 

                                                                       = (1 + 𝐶𝑒𝑥) + (−
1

2
+ 𝐷𝑒2𝑥) 

                                                                       =
1

2
+ 𝐶𝑒𝑥 + 𝐷𝑒2𝑥
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𝑦اس لیے دی گئی مساوات کا مکمل حل   =
1

2
+ 𝐶𝑒𝑥 + 𝐷𝑒2𝑥

 ہے۔

 ( Learning Outcomes) ئجاکتسابی نتا 12.3

ا سیکھا۔میں ہم نے اس اکائی 

 

ز س کے تغیر کے طریقے سے پہلے اور دوسرے رتبے کی خطی تفرقی مساوات کو حل کرت

 

 
 پیرام

 (Keywords)کلیدی الفاظ  12.4

زس کا تغیر، متجانس تفرقی مساوات، اتمامی تفاعل، معاون مساوات 

 

 
 پیرام

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  12.5

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جوات ات کے حامل سوالات   12.5.1

زس کے تغیر کا طریقہ کیا ہے؟ .1

 

 
 پیرام

  کہ .2
 

اتمامی تفاعل لکھو ج

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑦 = cosec 𝑥 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جوات ات کے حامل سوالات12.5.2

زس کے تغیر کے طریقے کی مدد سے حاصل کریے:

 

 
 درج ذیل مساوات کا حل پیرام

1. 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 𝑦 =
2

1+𝑒𝑥 

2. 𝑥2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 2𝑥(1 + 𝑥)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2(1 + 𝑥)𝑦 = 𝑥3

 

3. (1 − 𝑥)
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦 = (1 − 𝑥)2

 

4. 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 =

𝑒𝑥

𝑥2 

5. 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑦 = 𝑥 

6. 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑒𝑥

 

 (Long Answer Type Questions)طویل جوات ات کے حامل سوالات12.5.3

وات  مسا .1

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 3
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 =

𝑒𝑥

1+𝑒𝑥  لیے کو کے  اس  کہ    
 

ج کریے  حل  سے  مدد  طریقےکی  کے  تغیر  کے  زس 

 

 
پیرام

فااعل  

 

 ی
می
𝑦اتما = 𝐶1𝑒𝑥 + 𝐶2𝑒2𝑥

 ہے۔
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وات  مسا .2

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 4𝑦 = 4 tan 2𝑥 زس کے تغیر کے طریقے کی مدد سے حل کریں۔کو

 

 
 پیرام

 جوات ات: 

 معروضی سوالات کے  جوات ات 12.5.1

.2𝐶. 𝐹. = 𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥 

 کے جوات ات  مختصر جوات ات کے حامل سوالات12.5.2

1. 𝑦 = 𝐴𝑒𝑥 + 𝐵𝑒−𝑥 − 1 + 𝑒𝑥 log (
1+𝑒𝑥

𝑒𝑥 ) − 𝑒−𝑥 log(1 + 𝑒𝑥) 

2. 𝑦 = −
𝑥2

2
−

𝑥

4
+ 𝐴𝑥 + 𝐵𝑥𝑒2𝑥

 

3. 𝑦 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑒𝑥 + (1 + 𝑥 + 𝑥2) 

4. 𝑦 = 𝑒𝑥(𝐴 + 𝐵𝑥) − 𝑒𝑥(1 + log 𝑥) 

5. 𝑦 == 𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥 + 𝑥 

6. 𝑦 = 𝑒𝑥(𝐴 + 𝐵𝑥) +
𝑥2𝑒𝑥

2
 

 کے جوات ات  طویل جوات ات کے حامل سوالات   12.5.3

1. 𝑦 = 𝐶1𝑒𝑥 + 𝐶2𝑒2𝑥 + (𝑒𝑥 + 𝑒2𝑥) log(𝑒−𝑥 + 1) − 1 

2. 𝑦 = 𝐴 cos 2𝑥 + 𝐵 sin 2𝑥 − cos 2𝑥 log|sec 2𝑥 + tan 2𝑥| 

 

زکردہ اکتسابی مواد تجو

 

 ب 

(Suggested Learning Resources) 

1. Scope as in “Differential Equations and Their Applications”Zafar Ahsan, Prentice hall of 

India Private Limited, New Delhi 

2. Text Book of Differential Equations, Khalil Ahmad, Real World Education Publishers, 

New Delhi 

3. Ordinary and Partial Differential Equations-   Rai Singhania, S.Chand & Co.,  New Delhi 

4. A Text Book of B.Sc. (Mathematics), Volume –I , V. Venkateshwara Rao and others, S. 

Chand & Company New Delhi 
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 فاصلاتی تعلیم )بیچلر آف ساینس(

 

 Distance Mode, Bachelor of Scienceنظام

 ,Semester Examination 2025سمسٹر دوسرا 

nd

2  

Paper : BNMM201DCT,(Mathematics) Differential Equations 

ات:

 

ات

 
 

:Maximum Marks      Time 50جملہ ن

 
 

 گھنٹے3Hrs:وق

 

 ہدات ات: 

ز  
 
ً یہ پرچہ سوالات تین حصوں پر مشتمل ہے: حصہ اول، حصہ دوم اور حصہ سوم۔ ہ ا

 

ارت

 

ہے۔ تمام حصوں سے   جواب کے لیے لفظوں کی تعداداش

 سوالوں کا جواب دینا  لازمی ہے۔ 

ز سوال کا جواب    10حصہ اول میں   ۔ 1
 
ا/مختصر جواب والے سوالات ہیں۔ ہ

 

لازمی سوالات ہیں جو کہ معروضی سوالات/خالی جگہ پر کرت

ز سوال کے لیے 
 
𝟏𝟎)     نمبر مختص ہے۔ 1لازمی ہے۔ہ × 𝟏 = 𝟏𝟎 𝐌𝐚𝐫𝐤𝐬) 

ز سوال کے لیے    چار   سوالات ہیں۔ اس میں سے طال  علم کو کوئی    6حصہ دوم میں   ۔ 2
 
نمبرات مختص    5سوالات کے جواب دینے ہیں۔ہ

𝟒)         ہیں۔ × 𝟓 = 𝟐𝟎𝐌𝐚𝐫𝐤𝐬) 

ز سوال کے لیے  2سوالات ہیں۔ اس میں سے طال  علم کو کوئی    3حصہ سوم میں   ۔ 3
 
نمبرات مختص    10سوالات کے جواب دینے ہیں۔ ہ

𝟐)         ہیں۔ × 𝟏𝟎 = 𝟐𝟎 𝐌𝐚𝐫𝐤𝐬) 

 حصہ اول 

 .1سوال 

i)  مساوات𝑦 = 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ √1 + (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2
 ۔ہے...................کا رتبہ 

A.  2  .B 3  .C 1  .D 4 

ii)   تفرقی مساوات𝑙𝑜𝑔
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑎𝑥 + 𝑏  ہے۔........................حل  کا 

iii) ذیل میں سے کون ٹھیک مساوات ہے 

.A 2𝑥𝑦𝑑𝑥 + (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦 = 0  .B (𝑦 sin 2𝑥)𝑑𝑥 − (𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑦2)𝑑𝑦 = 0 

.C (𝑎2 − 2𝑥𝑦 − 𝑦2)𝑑𝑥 − (𝑥 − 𝑦)2𝑑𝑦 = 0 .D     ان میں سے کوئی نہیں 

iv)   مساوات

dy

dx
−

1

x
y =

1

x2
 ہے .I.Fکا  

.A x  .B 

1

x
  .C 

−1

x
 .D     ان میں سے کوئی نہیں 
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v)  مساوات𝑝2 − 5𝑝 + 6 = زوکو 0

 

 
 ۔ضربی میں تحویل کریے ج

vi)   مساوات𝑦 = sin 𝑝 − 𝑝 cos 𝑝غلط(/)صحیح    ای  کلیرو کی مساوات ہے۔ 

vii)   زض کرو کہ

 

𝑓(𝐷)𝑦ف =   کے ساتھ متجانس تفرقی مساوات ہے۔  0
 
𝑚1اگر مستقل ضرت ≠  𝑚2   حاصل کردہ معاون  مساوات

    مساوات کا عام حل ہوگا روٹس ہودو کے 

 

𝑦ں، ت = 𝑐1𝑒𝑚1𝑥 + 𝑐2𝑒𝑚2𝑥
 (غلط/صحیح)  

viii)   مساوات

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 𝑦 = cos 2𝑥۔کے لیے اتمامی تفاعل لکھو 

ix)  زوی تفرقی مساوات  لگرانج کی خطی

 

 
 کے لیے معاون مساوات  کی تعریف کرو۔   ج

x)  زوی تفرقی مساواتیں

 

ر
 ح 
طن

 

خ

,𝜙(𝑥 پہلے رتبے کی غیر  𝑦, 𝑧, 𝑝, 𝑞) = ,𝜓(𝑥اور    0 𝑦, 𝑧, 𝑝, 𝑞) = کے ہم آہنگ ہونے کی کیا  شرط  0

 ہے؟ 

 حصہ دوم

𝑦2حل کرو:  .2 log 𝑦 = 𝑥𝑦𝑝 + 𝑝2, 𝑦 > 0 

ز طریقہ سے مساوات  .3 زب 

 

دا ب  𝑦2متغیج  cos √𝑥 𝑑𝑥 − 2√𝑥𝑒
1

𝑦𝑑𝑦 =  کا حل معلوم کرو۔   0

𝑥2𝑝3مساوات  .4 + 𝑦𝑝2 + 𝑥2𝑦2𝑝2 + 𝑦3𝑝 =  ۔کو حل کریے0

3𝑥𝑦2)حل کرو:  .5 − 𝑦3)𝑑𝑥 − (2𝑥2𝑦 − 𝑥𝑦2)𝑑𝑦 = 0 

𝑥حل کرو:  .6 𝑙𝑜𝑔 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 2 𝑙𝑜𝑔 𝑥 

حل کرو:  .7

𝑑4𝑦
𝑑𝑥4 − 𝑦 = 15 sin 2𝑥 

 حصہ سوم

 کرو   .8

 

 
ات

 

𝐴𝑥2ت + 𝐵𝑦2 = ′′𝑥[𝑦𝑦اختیاری مستقلات ہیں، کی تفرقی مساوات 𝐵اور 𝐴جہاں، 1 + (𝑦′)2] = 𝑦𝑦′
 ہوگی۔

2𝑥𝑦4𝑒𝑦)مساوات   .9 + 2𝑥𝑦3 + 𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥2𝑦4𝑒𝑦 − 𝑥2𝑦2 − 3𝑥)𝑑𝑦 =  کو حل کرو۔ 0

𝑦اگر    .10 = 𝑦1, 𝑦 = 𝑦2, ⋯ , 𝑦 = 𝑦𝑛 مساوات𝑓(𝐷)𝑦 =    𝑛کے0

 

ابع حل ہیں ، ت

 

 کرو  کہ   غیر ت

 

 
ات

 

 ت

𝑦 = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛 

,𝑐1بھی اس کا ای  حل ہوگا، جہاں   𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛۔اختیاری  مستقل ہیں 
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BNMM201DCP 

 

 لیب مینول 

 تفرقی مساوات

(Differential Equations) 

 

 )آنرس (بی۔ایس سی۔  

 امپروگر چار سالہ

(ری اضیسمسٹر ) دوسرا  
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پہلے رتبے اور پہلے درجے کے تفرقی  مساواتوں    ۔ تفرقی مساواتوں کی تشکیل،1کائی ا

 کے مسائ 

 نمونہ تجری ائی  سوال 

  مساوات1.1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1+𝑦2

1+𝑥2   کا حل حاصل کرو۔ 

 (Aim)مقصد

ا  تفرقی مساوات  گئیدی 

 

 ۔کا حل معلوم  کری

 (Procedure)طرز عمل

Step I  

ا۔

 

چ اان کری
ح
پ 

دا  ات کو متغی مساوات  کے اس    دی گئی مساوات کی    ۔ہیںکر تے  ج 

Step II 

ل
م
ک

 

ت

 کریں۔ اس کے بعد حاصل کردہ مساوات کو 

Step III  

 ۔ گاکا حل حاصل ہو  مساوات  گئیاس  طرح دی 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 درجہ ذیل ہ   مساوات  دی گئی

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1+𝑦2

1+𝑥2
  

دا کر  مساوات  کےاس    ہمیں حاصل ہوگا   نے  پر    متغی ج 

𝑑𝑦

1 + 𝑦2
=

𝑑𝑥

1 + 𝑥2
 

ل کرنے پر حاصل ہ 
م
ک

 

ت

   

 

 دونوں  جان
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∫
𝑑𝑦

1 + 𝑦2
= ∫

𝑑𝑥

1 + 𝑥2
 

⇒                              tan−1 𝑦 = tan−1 𝑥 + C 

tan−1 کو  𝐶 مستقل 𝐶  لینے پر 

                                                   tan−1 𝑦 − tan−1 𝑥 = tan−1 𝐶 

⇒              tan−1 (
𝑦 − 𝑥

1 + 𝑦𝑥
) = tan−1 𝐶 

⇒                                𝑦 − 𝑥 = 𝐶(1 + 𝑦𝑥) 

𝑦اس طرح    − 𝑥 = 𝐶(1 + 𝑦𝑥) دی گئی مساوات کا حل ہوگا۔  

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

𝑦 حل حاصل کردہ   − 𝑥 = 𝐶(1 + 𝑦𝑥)  ۔ہ 

 ٭٭٭٭٭

 

𝑦مساوات  1.2 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥2

 
 ۔ کرو کو ساقط کر کے تفرقی مساوات کی تشکیل    𝑏اور𝑎سے اختیاری مستقلات  

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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𝑦مساوات 1.3 = 𝑎𝑒𝑥 + 𝑏𝑒2𝑥 + 𝑐𝑒3𝑥
جہاں     کرو،  حاصل  مساوات  تفرقی  سے  استعمال  کے  

𝑎, 𝑏, 𝑐 اختیاری مستقلات ہیں ۔ 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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  تفرقی مساوات1.4
x y a dy x y a

x y b dx x y b

 + − + +
= 

+ − + +  
 ۔ کرو کو حل  

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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)  تفرقی مساوات 5.1 )
2

2 0x y dx xy dy− + =
 

 ۔ کرو کا حل معلوم  

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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  تفرقی مساوات 6.1

2 2

2 2

3
0

3

dy x y

dx x y

+
+ =

+ 
 ۔ کرو کو حل  

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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)تفرقی مساوات   7.1 ) ( )2 3 2 3x y dy x y dx+ − = + −
 

 ۔ کروکو حل 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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)  تفرقی مساوات 8.1 ) ( )2 2 2 3x y dx x y dy− − = − −
 

 ۔ کرو کو حل  

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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)  مساوات 9.1 )1 1
dy

x xy x
dx

+ − = −
 

 ۔کرو کا حل  معلوم  

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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 ئ کے مسا  خطی تفرقی مساوات اور ان ٹھیک مساواتیں،۔ 2اکائی 

 

)  تفرقی مساوات 12. )1 1
dy

x xy x
dx

+ − = −
 

 ۔ کرو کا حل معلوم  

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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)  مساوات 22.  ) ( )2 11 tany dx y x dy−+ =  ۔ کرو کا حل معلوم  −

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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تفرقی مساوات   32.
22 log

dy
x y x x
dx

+ =
 

 ۔ کرو کو حل  

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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  تفرقی مساوات 42.

2 2

3 3

sin 3

1 1

dy x x
y

dx x x
= −

+ + 
 ۔ کرو کو حل  

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 



229 
 

  تفرقی مساوات 5.2
2 sin

dy y
y x

dx x
+ =

 
 ۔ کرو کو حل  

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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  تفرقی مساوات 6.2

23 xdy
xy y e

dx

−− =
 

 ۔ کرو کو حل  

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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  تفرقی مساوات 7.2

2 2 1

2

dy x y

dx xy

+ +
=

 
 ۔ کرو کو حل  

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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1  مساوات 8.2 1 0
x x
y y x

e dx e dy
y

  
+ + − =   

   
 ۔ کرو کا حل معلوم  

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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)  تفرقی مساوات 9.2 )x dx y dy m xdy y dx+ = −
 

 ۔ کرو کو حل  

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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)  مساوات    10.2 ) ( )2 2 2 22 0xy x y y dx xy x y xdy+ + −  ۔ کرو کا حل معلوم  =

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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  تفرقی مساوات  11.2

23 xdy
xy y e

dx

−− =
 

 ۔ کرو کو حل 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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 کے مسائ ں مساواتوتفرقی پہلے رتبے اور اعلی درجے کی  ۔3اکائی 

𝑥2𝑝2مساوات   3.1 − 2𝑥𝑦𝑝 + 2𝑦2 − 𝑥2 =  کا حل معلوم کرو۔  0

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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𝑝3(𝑥مساوات   3.2 + 2𝑦) + 3𝑝2(𝑥 + 𝑦) + 𝑝(2𝑥 + 𝑦) =  کرو۔ حل کو  0

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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𝑥𝑝2مساوات   3.3 − 2𝑦𝑝 + 𝑎𝑥 =  کرو۔ حلکو  0

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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𝑦مساوات   3.4 + 𝑝𝑥 = 𝑥4𝑝2
 کرو۔ حلکو  

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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𝑥2مساوات   3.5 = 𝑎2(1 + 𝑝2)  کا حل معلوم کرو۔ 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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𝑎𝑝2مساوات   3.6 + 𝑝 − 𝑥𝑦 =  کرو۔ حلکو  0

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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2𝑝𝑥مساوات   3.7 = 2 tan 𝑦 + 𝑝3𝑐𝑜𝑠2𝑦  کرو۔ حلکو 

 (Aim)مقصد

 

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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رزی کے ۔ 4اکائی

 

کٹ ج 
کلیرو کی مساوات، تفرقی مساوات کے اطلاقات اور عمودی ٹرا

 مسائ 

𝑥)مساوات   4.1 − 𝑎)𝑝2 + (𝑥 − 𝑦)𝑝 − 𝑦 =  کا حل حاصل  کرو۔   0

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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𝑝𝑦)مساوات   4.2 + 𝑥)(𝑝𝑦 − 𝑥) = 2𝑝 ۔ صل کروکا حل حا 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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𝑥2(𝑦مساوات   4.3 − 𝑝𝑥) = 𝑝2𝑦    ۔ کرو  حلکو 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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دوران حیات    اگر   4.4 دیم کی نصف 

 

 میں    1600ری 

 
 

تو کتنے وق ہو     90mgسے گھٹ کر    mg  100سال ہو 

 ۔ جائے گی 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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ی   4.5

 

چن

 

من

𝑥2کے خاندان    اات + 𝑦2 = 𝑐𝑥 رزی)عمودی    ، کی

 

کٹ
ج 
(  Orthogonal Trajectoryٹرا

ز ہ 𝑐جہاں    (حاصل کرو 

 

 
 ۔ ) ای  پیرام

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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زوں کے خاندان   4.6

 

𝑥2دای + y2 = 𝑟2
°30کو      

اوبل  والی  پر کاٹنے  کی  ٹرا   (Oblique)کے جھکاؤ  رزی 

 

کٹ
ج 

 ۔ ومساوات حاصل کر 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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ی   4.7

 

چن

 

من

خاندان    اات 𝑟کے  = 𝑎(sec 𝜃 + tan 𝜃)     ،ٹرا رزی حاصل کر کی عمودی 

 

کٹ
ج 

ای     𝑎جہاں  و)

ز ہ

 

 
 ۔ (پیرام

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭



250 
 

ی   4.8

 

چن

 

من

کے خاندان    اات

𝑥2

𝑎2+𝜆
+

𝑦2

𝑏2+𝜆
= ٹرا   کی ،     1 رزی حاصل کر عمودی 

 

کٹ
ج 

( ز    𝜆جہاں  و 

 

 
ای  پیرام

 ۔(ہ

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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ی   4.9

 

چن

 

من

خاندان    اات 𝑥کے 
2

3⁄ + 𝑦
2

3⁄ = 𝑐،    جہاں𝑐  ٹر عمودی  لیے  کے  ہ،  ز 

 

 
پیرام رزی  اای  

 

کٹ
ج 

 حاصل کریے۔ 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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 و ں کے خاندان       4.10
ی

 

چن

 

من

 کرو  کہ 

 

 
ان

 

𝑟ی = 𝑎(1 − cos 𝜃)    رزی معلوم کرو )جہاں

 

کٹ
ج 
ٹرا  𝑎کی عمودی 

ز ہ( ۔ 

 

 
 ای  پیرام

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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  کی متجانس خطی تفرقی مساواتوں  ۔  5اکائی
 

کے مسائ مستقل ضرن  

مساوات    5.1

𝑑4𝑦

𝑑𝑥4 − 2
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 + 2
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 =  ۔ کرو   حلکو  0

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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ا ہ؟  𝑟نس تفرقی مساوات کے  متجااگر  5.2

 

  اس کا حل کس طرح حاصل کیا جای

 

ز ہوں ، ن زای   روٹس ی 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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مساوات  5.3

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 − 3
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 9
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 13𝑦 =  ۔وکر  معلوم  حل کا  0

 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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مساوات  5.4

𝑑3𝑥

𝑑𝑡3 + 3
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 + 3
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑥 =  ۔ کا حل محسوب کرو  0

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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𝑦اگر    5.5 = 𝑦1, 𝑦 = 𝑦2, ⋯ , 𝑦 = 𝑦𝑛    مساوات𝑓(𝐷)𝑦 =       𝑛کے   0

 

ابع حل ہیں ، ن

 

  غیر ی

 

 
ان

 

ی

 کہ   کرو 

𝑦 = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛 

,𝑐1حل ہوگا، جہاں  مساوات کا بھی   𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛 ہیں۔  تاختیاری  مستقلا 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭



258 
 

مساوات   5.6

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑥𝑒𝑥 sin 𝑥 ۔ کرو  معلوم  حل کا 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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مساوات   5.7

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 + 2
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 +
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒2𝑥 + 𝑥2 + 𝑥    کو حل کرو ۔   

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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مساوات   5.8

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 + 4
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 5𝑥 = 10    

 
دی ا    کو حل کرو ج 𝑥(0)ہ  گیا    کہ  = )  اور   0

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

𝑡=0
=

0   

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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  کی متجانس خطی تفرقی مساوات اور ۔ 6اکائی
 

زس کے تغیرمتغی ضرن

 

 
کے  پیرام

 مسائ 

𝑥4  حل کرو: 6.1 𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 + 𝑥3 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 𝑥2 𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑥𝑦 = 1 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 

5)  مساوات 6.2 + 2𝑥)2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 6(5 + 2𝑥)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 8𝑦 =  کا حل معلوم  کرو۔   0

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

𝑥2مساوات   6.3 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 3𝑦 = 𝑥2 log 𝑥  ۔ کو حل کیجیے 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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1)مساوات  6.4 + 𝑥)2 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + (1 + 𝑥)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 4 cos{log(1 + 𝑥)} ۔کا حل معلوم  کرو 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

    مساوات 6.5

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝑦

𝑥
= −

1

𝑥(1+𝑥2)
ز   

 

 
 ۔حل کرو  سے  س کے تغیر کے طریقےکو پیرام

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭
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1)مساوات    6.6 − 𝑥)
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦 = (1 − 𝑥)2

ز 

 

 
سے حل    س کے تغیر کے طریقےکو پیرام

 کرو۔ 

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل

 

ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 
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 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 ٭٭٭٭٭

 مساوات   6.7

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 3
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 =

𝑒𝑥

1+𝑒𝑥    ز کو

 

 
    و،  سے حل کر  س کے تغیر کے طریقےپیرام

 
کہ    ج

𝑦تفاعل    اس کے لیےاتمامی = 𝐶1𝑒𝑥 + 𝐶2𝑒2𝑥
 ہے۔  

 (Aim)مقصد

 

 (Procedure)طرز عمل
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ز

 

 (Solution/Calculation)حل/تجوی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Conclusion/Result)نتیجہ/اختتام

 

 

 ٭٭٭٭٭
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 نمونہ امتحانی پرچہ

 )لیب مینول( ری اضیات

BNMM201DCP 

 سمسٹر(دوسرا ))آنرس(  -سی بی۔ایس

 :

 
 

 20کل نمبر:          Hrs 2وق

4)      سوالات کے جواب دیجی   چار درج ذیل میں سے کوئی  نوٹ:  × 5 = 20) 

𝑥) حل معلوم کیجیے : ۔ 1 − 𝑦 − 2)𝑑𝑥 + (𝑥 − 2𝑦 − 3)𝑑𝑦 = 0 

𝑥2)حل کرو:   ۔ 2 + 1)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 4𝑥𝑦 =

1

𝑥2+1
 

𝑥𝑦𝑝2  مساوات  ۔ 3 − (𝑥2 − 𝑦2)𝑝 − 𝑥𝑦 =  ۔ کو حل کریے0

ی اات ۔ 4

 

چن

 

من

𝑥2/3کے خاندان    + y2/3 = 𝑎2/3
رزی 𝑎جہاں    

 

کٹ
ج 
ز ہ، کے لیے عمودی ٹرا

 

 
 محسوب کریے۔ ای  پیرام

کسی مناس  طریقے سے مساوات   ۔ 5

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 1) (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 1)

3

𝑦 = 12𝑒𝑥
 کا حل معلوم کرو۔  

𝑥2مساوات   ۔ 6 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 3𝑦 = 𝑥2 log 𝑥   کو حل کرو۔ 
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ام 

 

 تصدیق ی

ا سمسٹر( تفرقی مساوات کے تجری اتی حصہ کے کام کا یہ اصلی دوسرتصدیق کی جاتی ہ کہ بی۔ایس سی۔)آنرس( )

نے   ________________________________________ریکارڈ ہ جسے  

ا آذاد نیشنل اردو یونیورسٹی کے اسٹڈی سینٹر  

 

   ___________________________مولای

 کے دوران تیار کیا۔  _________میں تعلیمی سال  

 دستخط کونسل 

 


