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 پیغام

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی

 

ری جامعہ ہے جس1998(  اMANUU)ا امولای

 

 ای اے اے انے امیں ی ارلیمنٹ کے ای  ایکٹ کے ذریعے قائم کی گئی۔ یہ ای  مرک

  سے اسی کی ا

 

ڈجان

 

روغ، )1)کے قیام کے مقاصد ہیں: اجامعہ ااس اہے۔ اکیا احاصل ا +A گری 

 

 ا2( اردو زی ان کا ف
 
( پیشہ ورانہ اور تکنیکی تعلی کو اردو میڈیم میں قاب

ا، )

 

ا، اور )3رسائی اور دستیاب بنای

 

راہم کری

 

ری اہیں جو انکات اوہ ا( خواتین کی تعلی پر خصوصی توجہ دینا۔ یہ ا4( روایتی اور فاصلاتی طریقۂ تعلی کے ذریعے تعلی ف

 

اس مرک

 بخشتے ہیں۔ قومی تعلیمی ی الیسی ا

 

 
ری جامعات سے ممتاز کرتے ہیں اور اسے ای  انفرادن

 

میں بھی مادری زی انوں اور علاقائی زی انوں میں ا ا2020جامعہ کو دیگر تمام مرک

 تعلی حاصل کرنے پر زور دی ا گیا ہے۔ا

 رسائی آسان بنائی جائے۔ ا

 

ووم اور مضامین ی
عل
روغ کا مقصد یہی ہےکہ اردو جاننے والے طبقے کےلیے عصری 

 

 اردو ای  ااردو کے ذریعے علم کے ف

 

طویل عرصے ی

ر سمسٹر کے ساتھ  350میں درسی مواد کی کمی رہی ہے۔ اردو یونیورسٹی کے ی اس اب اردو میں 
 
 اس تعداد میں اضافہ ہورہا ہے۔ اسے زی ادہ کتابوں کا ذخیرہ موجود ہے اور ہ

راہم کرنے کے قومی مشن کا حصہ بننے کو اپنے لیے ای  اعزاز سمجھتی ہے۔ ا ا2020اردو یونیورسٹی ای ای پی ا

 

کے وژن کے مطابق مادری/گھریلو زی ان میں تعلیمی مواد ف

ر معلومات کے موجودہ

 

ب ڈ  ڈی  ج  اور  اُبھرتے شعبوں    نئے 
عدم دستیابی کے س  کی  اردو میں مطالعہ کے مواد  والا طبقہ  اردو بولنے  کہ  یہ  ڈ  ری 

 

ری ا ام

 

ب ازہ 

 

ی میدانوں میں 

 حصولِ معلوماا

 

ت کا نیا شعور بیدار ہوا ہے جو یقیناً اردو داں معلومات و اطلاعات کے حصول سے محروم نہیں رہے گا۔ مذکورہ ی الا میدانوں میں مواد کی دستیابی کی بدول

ر انداز ہوگا۔ ا

 

رقی پر اب

 

 طبقے کی دانشورانہ ب

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن

 

ی

 

ٹ
س

اردو اور متعلقہ  ا(CDOE)فاصلاتی اور آن لائن طلبہ کے لیے تعلی و تدریس کے عمل کو سہل بنانے کے لیے یونیورسٹی کا سینٹر فار ڈ

ا ہے۔ اSLMخود اکتسابی مواد ) امیں  مضامین

 

ا( کی تیاری کو یقینی بنای

MANUUفاصلاتی اور آن لائن لرننگ کے طلبہ کے لیے SLM ا ہے۔ یہ

 

راہم کری

 

ردو کے ذریعے علم حاصل کرنے میں دلچسپی رکھنے والے ااُا مواد ابلا معاوضہ ف

ر ا
 
کےلیے اہ ام اشخص 

 

ی رائے  رسائی اب   

 

ی تعلی  ہے۔  دستیاب  پر  سےقیمت  مقصد  کے  پھیلانے  ڈ  ری 

 

م کو  رے 

 

داب ری/عربی اکے 

 

اردو/ہندی/انگرب   ،

 eSLMمیں

 
 

  سان
 
 ہے۔رکھا گیا امفت ڈاؤن لوڈ کے لیے دستیاب پر ایونیورسٹی کی ون

ا

 

 کے مکمل تعاون کی بدول

 

ن
 
فی

 

صن
م

 کا عمل ا FYUG مجھے بے حد خوشی ہے کہ متعلقہ فیکلٹی کی محنت اور 

 

اع

 

بی۔اے، بی۔ایس سی اور بی۔کام کی کتابوں کی اش

 کے لیے خود ا

 

رے پیمانے پر شروع ہو گیا ہے۔ فاصلاتی اور آن لائن لرننگ کے طلبہ کی سہول

 

 کا عمل یونیورسٹی کے ا (SLM) موادبی ااکتساب 

 

اع

 

کی تیاری اور اش

ا ہے۔ مجھے یقین ہے کہ ہم اپنے خود تعلیمی مواد کے ذریعے اردو جاننے ا

 

رے طبقے الیے اہمیت رکھ

 

 ہوں گے اور اس اوالے ای  ب 
 
کی ضروری ات کو پورا کرنے کے قاب

ر ٹھہرا سکیں گے۔اقیام یونیورسٹی کے مقصدِ

 
 

 کو پورا کریں گے اور اپنے ملک میں اپنی موجودگی کو جاب

 !نیک تمناؤں کے ساتھ

اپروفیسر سید عین الحسا

 شیخ الجامعہ، مانوا

  



 پیغام
ری تعداد میں

 

ا ہے اور ب 

 

ر اور مفید طریقۂ تعلی کے طور پر تسلیم کیا جای

 

 مؤب

 

 
 لوگ اس طریقۂ تعلی سے فائدہ اٹھا اموجودہ دور میں فاصلاتی تعلی کو دنیا بھر میں ای  نہان

ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی نے بھی اردو زی ان بولنے والے عوام کی تعلیمی ضروری ات کو

 

 سے ہی فاصلاتی تعلی کا ارہے ہیں۔ مولای

 
 

 مدنظر رکھتے ہوئے اپنے قیام کے وق

اردو یونیورسٹی نے ا آزاد نیشنل  ا 

 

س ایجوکیشن ا1998طریقہ متعارف کرای ا۔ مولای

 

ی

 

ٹ
س

ڈ  آف 

 
 
ریکٹورن

 

ڈاب ِ فاصلاتی تعلی( امیں 

 

کا اکے ساتھ ا ا)نظام اور اکام  آغاز کیا 

 شعبہ جات قائم کیے گئے۔اسے ی اقاعدہ پروگرام شروع ہوئے، اس کے بعد مختلف  2004

س لرننگ

 

ی

 

ٹ
س

ڈ اینڈ  اوپن  ادا کیا ہے۔  اہم کردار  ای   ر طور پر منظم کرنے میں 

 

کو مؤب والے مختلف ا(ODL)یو جی سی نے ملک میں نظام تعلی  موڈ کے تحت چلنے 

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن

 

ی

 

ٹ
س

اور ا-امنظور شدہ ہیں۔ یو جی سی اڈی ای بی کےا-امیں چل رہے ہیں، یو جی سی(CDOE)پروگرام، جو سینٹر فار ڈ ڈی ای بی نے فاصلاتی 

والے طلبہ ا اکہ فاصلاتی تعلی حاصل کرنے 

 

ی دی ا ہے  زور  پر  کو ہم آہنگ کرنے  اردو اکے معیار ای اقاعدہ تعلی کے نصاب  آزاد نیشنل  ا 

 

مولای بنای ا جاسکے۔ چونکہ  کو بہتر 

رے طرز )یونیورسٹی ای  ا
 
ہ
ُ
راہم کرتی ہے، اس لیے اپنے مقاصد کو یو جی سییونیورسٹی ہے جو فاصلاتی اور روایتی دونوں طریقۂ(کی ڈوئ موڈد

 

ڈمات ف

 

ڈی ای ا- تعلی کی ج

لیے ا کے  کرنے  حاصل  مطابق  کے  خطوط  رہنما  کے  نے ابی  سسٹماس  ڈٹ 

 

کری  بیسڈ  گیا ا(CBCS)چوائس  کرای ا  کامتعارف   Self)مواد ااکتسابیخود ا اجس 

Learning Materials) ریم کے مطابق ا

 

ڈٹ ف

 

 ۔اچکا ہےنئے سرے سے تیار کیے جایو جی سی کےقوانین  اور کری 

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن

 

ی

 

ٹ
س

امل ہیں۔ ا19کل انیس )(CDOE)سینٹر فار ڈ

 

ڈ، ڈپلوم اور سرٹیفکیٹ پروگرام ش

 

ا ہے جن میں یو جی، پی جی، بی ای 

 

( پروگرام پیش کری

او ای نے جولائی ا کے مطابق چار سالہ یو جی ا ا2020-ای ای پیسے ا ا2025اس کے ساتھ ساتھ تکنیکی مہارتوں پر مبنی پروگرام بھی شروع کیے جا رہے ہیں۔ سی ڈی 

رائن کیا گیا ہے اکے آنرز پروگراموں اپروگرام کا آغاز کیا ہے۔ بی اے، بی ایس سی اور بی کام ا

 

طلبہ کو آنرز ڈگری حاصل کرنے میں اجس سے اکو ای سی ایف کے مطابق ڈب 

 سے ایم بی اے پروگرام او ڈی ایل موڈ میں متعارف کرای ا گیا ہے۔ا 2026-2025سال ملے گی۔ مدد 

اور چھ س  ریجنلمانو نے ا اور سری نگر(  ا، ممبئی، پٹنہ، رانچی 

 

 کے لیے نو ریجنل سنٹرز )بنگلورو، بھوی ال، دربھنگہ، دہلی، کولکای

 

سنٹرز )حیدرآی اد، لکھنؤ، ا اطلبہ کی سہول

 ورک قائم کیا ہے۔ اس کے علاوہ وجے واڑا میں ای  ایکسٹینشن سنٹرا

 

 

 

 بھی قائم کیا گیا ہے۔ ان ریجنل اور س  ریجنل اجموں، نوح، وارانسی اور امراؤتی( کا ای  وسیع ی

اکہ طلبہ کو تعلیمی اور انتظامی سہولیات ا(LSCs)سے زی ادہ لرنر سپورٹ سنٹر اپچاسکے تحت ای  سو ا اوںسنٹر

 

 چلائے جا رہے ہیں ی

 
 

اور بیس پروگرام سنٹر بیک وق

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن اپنی

 

ی

 

ٹ
س

راہم کی جا سکیں۔ سینٹر فار ڈ

 

اور اپنے تمام پروگرامو اف ا ہے 

 

اور انتظامی سرگرمیوں میں آئی سی ٹی کا بھرپور استعمال کری میں  اںتعلیمی 

ا ہے۔ا

 

راہم کری

 

 صرف آن لائن موڈ کے ذریعے ہی داخلے ف

 رریل
ی

 

 ٹ
می

ڈیو ا(SLM)طلبہ کے لیے سیلف لرننگ 

 

وی  و  آڈیو  اور  پر دستیاب کرائی جاتی ہیں   

 
 

  سان
 
آن لائن ایجوکیشن کی ون اینڈ  س 

 

ی

 

ٹ
س

ڈ فار  کی سوفٹ کاپی سینٹر 

راہم کی جا رہیا

 

ف  بھی 

 

  گروپ کی سہول
 
واٹس ان اور  راہم کیے جاتے ہیں۔ اس کے علاوہ طلبہ کو ای۔میل 

 

ف پر   

 
 

  سان
 
 کے لنک بھی ون

 

ہے جن کے ا اریکارڈن

گ کے اذریعے انہیں پروگر

 

ٹ
سل

 

ن
ا ہے۔ ی اقاعدہ کاؤ

 

ات وغیرہ کے ی ارے میں مطلع کیا جای

 

گ، امتحای

 

ٹ
سل

 

ن
علاوہ اام کے مختلف پہلوؤں جیسے کورس رجسٹریشن، اسائنمنٹ، کاؤ

رسوں سے طلبہ کے تعلیمی معیار کو بہتر بنانے کے لیے  راہم کی جا رہی ہے۔ا آن لائن( Remedialزائد تدارکی )گزشتہ دو ب 

 

گ بھی ف

 

ٹ
سل

 

ن
 کاؤ

املا

 

س اینڈ آن لائن ایجوکیشن تعلیمی اور معاشی طور پر پسماندہ آی ادی کو عصری تعلی کے دھارے میں ش

 

ی

 

ٹ
س

 کرنے میں ای  اہم کردار ادا اامید کی جاتی ہے کہ سینٹر فار ڈ

ر میں تبدیلیاں کی گئی ہیں اور توقع ہے کہ اس سے ا(NEP-2020)کرے گا۔ تعلیمی ضروری ات کو مدنظر رکھتے ہوئے نئی تعلیمی ی الیسی

 

کے مطابق مختلف پروگرام

ر اور کارآمد بنانے میں مدد ملے گی۔ا

 

ڈ مؤب ری 

 

س لرننگ کے نظام کو م

 

ی

 

ٹ
س

 اوپن اینڈ ڈ

اپروفیسر محمد رضا اللہ خانا

رکٹر، سی ڈی او ای،مانوا

 

 ڈاب

 



 کورس کا تعارف 

ر نظر کتاب رداری علم احص  ا، ازب  ا آزاد نیشنل اردو یونیورسٹی کے بی ایس سی ا(Vector Calculus)ب 

 

کے موضوعات سے متعلق ہے اور یہ مولای

رداری علم احصاے سمسٹر کے نصاب پر مشتمل ہے۔ ادوسرکورس کے ا ل  اتین سمتی ا امیں اری اضی کا ای  ایسا حصہ ہے جس ا ب 
م
ک

 

ت

رداری تفرق اور  ب 

ا جاکو بیان کیاکے بنیادی اصولوں ا

 

 کے شعبوں کی ماڈلنگ کے لیے اہم ہے۔۔ہے ا ای

  

رقی مقناطیسیت اور کشش ث اس کتاب کی ا ایہ سیال کے بہاؤب 

اکہ طلبا اپنے مضمون کو ازخود سہلنمای اں خصوصیت یہ ہے کہ اس میں مواد کو ا

 

 طریقے سے آسان زی ان میں مثالوں کے ذریعہ سمجھای ا گیا ہے، ی

اسمجھ سکیں۔

ل )تجربوں( پر منحصر اا
ک

 

ت کن

کتاب کو دو حصوں میں تقسیم کیا گیا ہے۔ جس میں پہلا حصہ نظری ات )تھیوری( پر مبنی ہے اور دوسرا حصہ پر

اکائی ا4) اچارہے۔ پہلا حصہ ا پر مشتمل ہے۔  اکائیوں  رداری تفرقمیں ا  ا1(  اکائی ا اب  گئی ہے۔  دی  جانکاری  ی ارے میں  عامل میں ا ا2کے  تفرقی 

ڈ

 

اگری 

 
 

 
ورجینسا ااور ا ا(Curlمیں کرل) ا3سے متعلق معلومات درج ہے۔ اکائی ا ای

 

 اپراکی تعریفات، ان کے اطلاق ا(Divergence) اڈائ

 کی گئی ہے ااکائی میں ا اچوتھی ا۔ اتفصیلی جانکاری دی گئی ہے

 

ل    کی تفصیل کے ساتھ وضاح
م
ک

 

ت

رداری  ا احل ا اکوکی مدد سے مسئلوں ا ا اںمثالواچند ا ا ااور اب 

 

کری

ا۔ ی ا گیا ہےسمجھا

طلبا سے توقع کی جاتی ہے کہ وہ عملی کلاسوں میں شرکت کریں اور کونسلر کی رہنمائی میں تجری اتی مینول میں دیے گئے مسائ کو حل اا

اکرنے کی مہارت حاصل کریں۔ا

 کو بہتر بنانے کے لیے اس مینول میں احلاطلباکی مسئلہ ا

 

تجری اتی حصہ دی ا گیا ہے۔ طلباکی طرف سے کیے گئے کام کا ا اں کا ااکائیوادو ا صلاح 

 جمع کریں۔

 
 

اریکارڈ وہ عملی امتحان کے وق

 عمل و فہم  ااس کتاب کی تدوی میں مصن
 
اور قاب ا ہوں۔کتاب کو معیاری  

 

ادا کری ، تدریسی و غیرہ   تدریسی و انتظامی  عملے کے تعاون کا شکریہ 

ری  طلبا کی آرا
 
رہ  اکرام ، ماہ

 
 

اہم کوئی بھی کوشش اپنے اپٓ میں مکمل نہیں ہوتی۔ اس ضمن میں اساب

 

و مشوروں کا خیر مقدم ابنانے کی ممکن کوشش کی گئی ہے، ی

ا جائے گا۔کیاا

 

 

اڈاکٹر خواجہ معین الدیا

 کورس کو آرڈی نیٹرا
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رداری تفاعل کا مشتق۔ 1اکائی    ب 

(Derivative of Vector Function ) 

را 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید 1.0

 مقاص  1.1

 بنیادی تعریفات  1.2

رداری تفاعل کا مشتق   1.3  ب 

 مشتقات کا  الجبرا  1.4

 اکتسابی نتائج 1.5

 کلیدی الفاظ  1.6

 نمونہ امتحانی سوالات  1.7

 معروضی جواب ات کے حامل سوالات 1.7.1

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات  1.7.2

 طویل جواب ات کے حامل سوالات 1.7.3
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 (Introductionتمہید) 1.0

رداری علم احصا اخ ہے جس کی تشکیل    (Vector Calculus)ب 

 

رداراور    علم احصاربکاضی کی ایک ش وہ تفاعل  تےہیں۔ک  ک   مل  ب 

ر  
ک

 

رداری  ہودار  جس کی قدر کوئ    ب 
عل
ا ہےتفا

 

ب ہلا
ک

 عد ی فضااوردو  ۔ان تفاعلات کی مدد سے ہم  
لب
 Two and Three Dimensional)سہ ا

Space)  ہیں اور کسی ذرسمجھتفاعل کو آسانی سے    بکائی  میں پیرامتر 

 

معلوم کیا جا سکتا  بھی    کو  گردش  پر( Curved Path)کا کسی منحنی راست   ہ   سکت

رداری تفاعل۔ ہم اس اکائی میں  ہے رداری اور میزانی تفاعلات کے مشتقات اور مشتق کے    اور تسلسل کی تعریف کیں گے۔  اس کی انتہا  ،  ب  نیز ب 

 کیں گے۔

 

 
اب

 

 الجبرا پر روشنی ڈالیں گے۔  ساتھ ہی چند قضیوں کو ب

 ( Objectives)مقاص 1.1

کہ    ہو جائیں گے 
 
اس قاب آپ  پر  اکائی کے اختتام  انتہااس  اس کی  رداری تفاعل  کے ساتھ  اور کسی تفاعل کے تسلسل کی تعریف    ب 

 کیں گے

 

 
اب

 

رداری اور میزانی تفاعلات کے مشتقات اور مشتق کے الجبرا پر روشنی ڈالیں گے۔  ساتھ ہی چند قضیوں کو ب  ۔ب 

 (Basic Definitions)بنیادی تعریفات 1.2

رداری تفاعل  رض:( Vector Function of Scalar Variable)میزانی متغیر کا ب 

 

    کیجیے کہ    ف

ٹ

    حقیقی نمبرات کے س

ٹ

کا تحت س

𝑡اورہے ∈ 𝑆( ایک میزانیہScalarہے )   

 

ر ایک   ، ب
 
𝑡ہ ∈ 𝑆   ردار  یکتا    کے لیے ایک       ،  ہوگا    𝑟ب 

 

رداری تفاعل کہتے    𝑟ب ب  کا  کو میزانی متغیر 

رداری تفاعل  ہیں ب  𝑟اور اس کو    ہے  𝑆کا دامنہ𝑟،یہاں  𝑓(𝑡) ر کتے ہیں ۔
 
,𝑓1اگر  سے ظاہ 𝑓2, 𝑓3حقیقی قدری تفاعل𝑟  را

 

 
اج ، ہو کے  ں 

ℝ2ت 
ℝ3اور  

 ہیں ذیل شکل میں لکھ   درجہ  کو 𝑟میں  

 

 سکت

𝑟(𝑡) = 𝑓1(𝑡)𝑖̂ +  𝑓2(𝑡)𝑗̂ … (1) 

𝑟(𝑡) = 𝑓1(𝑡)𝑖̂ +  𝑓2(𝑡)𝑗̂ + 𝑓3(𝑡)𝑘̂ … (2) 

 مثال: 

a) 𝑟(𝑡) = 𝑖̂ −  𝑗̂ +  sin 𝑡 𝑘̂ 

b) 𝑟(𝑡) = 𝑖̂ +
1

𝑡
𝑗̂ +  𝑘̂ 

c) 𝑟(𝑡) = (𝑡2 − 1)𝑖̂ − 𝑗̂ 

 ہیں ۔ 

 

رداری تفاعل  پر تمام عاملات  کو لاگو ک سکت  عام تفاعل کی طرح ہی ہم ب 

رض کیجیے

 

رداری  کے  𝑡کسی حقیقی متغیر    G⃗⃗⃗اور  F⃗⃗ کہ  ف    میزانی  کوئی  𝜆(𝑡)تفاعل ہیں اور    ب 

 

F⃗⃗تفاعل ہے، ب + G⃗⃗⃗  ،F⃗⃗ − G⃗⃗⃗  ،F⃗⃗ × G⃗⃗⃗  اور𝜆F⃗⃗  سبھی  

رداری    کہ    ت تفاعلا ب 
 

F⃗⃗ہیں ج G⃗⃗⃗   ہیں: عاملاتتفاعل ہے۔ اوپر بیان کدہ میزانی ایک 

 

 کو ہم کچھ اس طرح سے لکھ سکت

(i) (F⃗⃗ + G⃗⃗⃗)(𝑡) = F⃗⃗(𝑡) + G⃗⃗⃗(𝑡) 

(ii) (F⃗⃗ − G⃗⃗⃗)(𝑡) = F⃗⃗(𝑡) − G⃗⃗⃗(𝑡) 

(iii) (F⃗⃗ × G⃗⃗⃗)(𝑡) = F⃗⃗(𝑡) × G⃗⃗⃗(𝑡) 

(iv) (𝜆F⃗⃗)(𝑡) = 𝜆(𝑡)F⃗⃗(𝑡) 
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(v) (F⃗⃗ G⃗⃗⃗)(𝑡) = F⃗⃗(𝑡) G⃗⃗⃗(𝑡) 

 کہتے ہیں، کی پہچان کے لیے دو مختلف طرح کی قوسوں    ℝ: ہم مختلف قسم کے وقفوں، جنہیں  علامتی اظہار

ٹ

کا استعمال  (  Brackets)کا تحت س

رض کو کہ  

 

,𝑎کیں گے۔ ف 𝑏 ∈ ℝ,جہاں،ہے  𝑎 < 𝑏 

,𝑎)     :(𝑜𝑝𝑒𝑛 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙)کھلا وقف  .1 𝑏) = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑎 < 𝑥 < 𝑏} 

,𝑎]     :(𝐶𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙)بند وقف  .2 𝑏] = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} 

,𝑎]  : (𝑅𝑖𝑔ℎ𝑡 𝐻𝑎𝑙𝑓 𝑂𝑝𝑒𝑛 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙)دابکاں کھلا وقف نصف   .3 𝑏) = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏} 

,𝑎)   : (𝐿𝑒𝑓𝑡 𝐻𝑎𝑙𝑓 𝑂𝑝𝑒𝑛 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙)ب ابکاں کھلا وقف نصف  .4 𝑏] = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏} 

اہی کھلا وقف .5

 
 

,𝑎] :(Right Half Infinite Open Interval) دابکاں نصف لام ∞) = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑥 ≥ 𝑎} 

اہی کھلا وقف  .6

 
 

,∞):(𝐿𝑒𝑓𝑡 𝐻𝑎𝑙𝑓 𝐼𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒 𝑂𝑝𝑒𝑛 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙)بیابکاں نصف لام 𝑏] = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑥 ≤ 𝑏} 

اہی   .7

 
 

,𝑎)  :(𝑅𝑖𝑔ℎ𝑡 𝐼𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒 𝑜𝑝𝑒𝑛 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙)کھلا وقف دابکاں لام ∞) = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑎 < 𝑥} 

اہی کھلا وقف  .8

 
 

,∞)  :(𝐿𝑒𝑓𝑡 𝐼𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒 𝑜𝑝𝑒𝑛 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙)دابکاں لام 𝑏) = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑥 < 𝑏} 

رداری تفاعل کی انتہا  رداری کوئی  𝑟مان لیجیے کہ   : ( Limit of a Vector Function) ب  ررف ہے𝑡تفاعل ہے جو ان تمام    ب 
ع

 

مب
  جس کا  کے لئے 

اور    دامنہ   ردار  ہے  ب    اگر ایک 

 

  کہ 𝑟کو    ہے، ب
 

ر ایک مثبت عدد  کی انتہا کہتے ہیں ،ج
 
ہ کے لیے اس طرح    ،  اگر 

ا ہے کہ  

 

 وجود رکھ

0 < |𝑡 − 𝑎| < 𝛿   کہ ج|𝑟(𝑡) − 𝑙⃗|  

 ہیں 

 

 بکا اس کو اس طرح بھی لکھ سکت

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑎

𝑟(𝑡) = 𝑙 

 

 1.1شکل 

 

⃗( ) − 𝑙 
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ا ہے

 

ر ہوب
 
رداری  کہ    اس سے ظاہ    𝑟(𝑡)تفاعل    ب 

یک
س
ک

 رردار 
ب

رن ہوگا  کی

 

گام     طرف 
 

رن ہو 𝑎کسی عدد  𝑡کہ  ج

 

اور    کی طرف گام ایسا صرف  اور 

  کہ   ممکن ہے تبھیصرف 
 

را   𝑟(𝑡)ج

 

 
اظر   کے  اج

 
 

را   (Corresponding)کے  م

 

 
رن ہوںاج

 

 مان لیجیے کہکوسمجھنے کے لیے  ۔ اس کی طرف گام

𝑟(𝑡) = 〈𝑓1(𝑡), 𝑓2(𝑡)〉 = 𝑓1(𝑡)𝑖̂ +  𝑓2(𝑡)𝑗̂ 

  

 

lim  ب
𝑡→𝑎

𝑟(𝑡) = 〈lim
𝑡→𝑎

𝑓1(𝑡), lim
𝑡→𝑎

𝑓2(𝑡)〉 = {lim
𝑡→𝑎

𝑓1(𝑡)} 𝑖̂ +  {lim
𝑡→𝑎

𝑓2(𝑡)} 𝑗̂ 

اگرچہ   را تفاعلات کی  تمام  کہ  وجود رکھتی ہے 

 

 
کی    انتہا  اج را تفاعلات  

 

 
اج رعکس  ب  اس کے  اگر  انتہا  وجود  رکھتی ہوں۔   ئی  انتہا𝑟(𝑡)وجود رکھتی ہیں 

ردار رن ہوکی  (Limiting Vector)ب 

 

     طرف گام
 

𝑡ج → 𝑎۔ہو 

 عد ی فضا کے لیےکو ہم   اس 
لب
راسی طرح سے  سہ ا

 
 ہیں۔ مان لیجیے کہ  ظاہ

 

ردارکسکت را تفاعلات   𝑟(𝑡)تفاعل یب 

 

 
,𝑓1کے اج 𝑓2, 𝑓3    

 

 ب

𝑟(𝑡) = 〈𝑓1(𝑡), 𝑓2(𝑡), 𝑓3(𝑡)〉 

  کہانتہاکی 
 

𝑡 ج → 𝑏درجہ ذیل ہوگ ہو ، 

lim
𝑡→𝑎

𝑟⃗(𝑡) = {lim
𝑡→𝑎

𝑓1(𝑡)} 𝑖̂ +  {lim
𝑡→𝑎

𝑓2(𝑡)} 𝑗̂ +  {lim
𝑡→𝑎

𝑓3(𝑡)} 𝑘̂ 

 ( Algebra of Limitانتہا کی الجبرا) 

ور    𝑟1(𝑡)مان لیجیے کہ         میزانیکوئی  𝜆(𝑡)اور    ت ہیں  کے تفاعلا𝑡کسی حقیقی متغیر     𝑟2(𝑡)ا
 

۔ ج 𝑡تفاعل ہے  → 𝑎    

 

ور 𝑟1(𝑡)    ،𝑟2(𝑡)ب ا

𝜆(𝑡) ا انتہا   کی

 
 

  ہو (Finite)ہی م

 

 ، ب

lim
𝑡→𝑎

[𝑟1(𝑡) ± 𝑟2(𝑡)] = lim
𝑡→𝑎

𝑟1(𝑡) ± lim
𝑡→𝑎

𝑟2(𝑡) 

lim
𝑡→𝑎

[𝜆(𝑡)𝑟1(𝑡)] = (lim
𝑡→𝑎

𝜆(𝑡)) (lim
𝑡→𝑎

𝑟1(𝑡)) 

lim
𝑡→𝑎

[𝑟1(𝑡) ∙ 𝑟2(𝑡)] = (lim
𝑡→𝑎

𝑟1(𝑡)) ∙ (lim
𝑡→𝑎

𝑟2(𝑡)) 

lim
𝑡→𝑎

[𝑟1(𝑡) × 𝑟2(𝑡)] = (lim
𝑡→𝑎

𝑟1(𝑡)) × (lim
𝑡→𝑎

𝑟2(𝑡)) 

𝑡تمام ضابطے → 𝑡بکا   ∞ →   کے لیے بھی ∞−

 

  کہ تمام   درس
 

ا  انتہا ( میں Expressions)  عبارتں ہیں ج

 
 

 ہو۔  ہیم

 اب ہم کچھ مثالوں کی مدد سے زہن نشیں کتے ہیں۔ 

𝑟(𝑡)مان لیے کہ   1- مثال  = 𝑡2𝑖̂ + 5𝑒𝑡𝑗̂ + 7 sin(𝜋𝑡) 𝑘̂  

 

lim، ب
𝑡→0

𝑟(𝑡)  ۔کی قدر معلوم کیں 

 حل۔ 

 

 

 دوسرا طریقہ
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     = 〈0,5,0〉 

lim ۔ 2مثال 
𝑡→3

𝑟(𝑡)  کہ  یںکی قدر معلوم ک  
 

𝑟(𝑡) ج = (𝑡5 − 6)𝑖̂ + 𝑒2𝑡𝑗̂ +  cos(𝜋𝑡) 𝑘̂ 

lim - حل 
𝑡→3

𝑟(𝑡) = [lim
𝑡→3

(𝑡5 − 6)] 𝑖̂ + [lim
𝑡→3

(𝑒2𝑡)] 𝑗̂ + [lim
𝑡→3

(cos(𝜋𝑡))] 𝑘̂ 

                                                                 = (243 − 6)𝑖̂ + (𝑒6)𝑗̂ +  (cos(3𝜋))𝑘̂ 

                                                                 = 237𝑖̂ + 𝑒6𝑗̂ + 𝑘̂ 

lim - 3مثال 
𝑡→0

𝑟(𝑡)  کہ  
 

𝑟(𝑡)کی قدر معلوم کیں ج = 𝑡3𝑖̂ + 𝑒2𝑡𝑗̂ + (1 + 3 sin(3𝜋𝑡))𝑘̂ 

𝑟(𝑡)    - حل  = 𝑡3𝑖̂ + 𝑒2𝑡𝑗̂ + (1 + 3 sin(3𝜋𝑡))𝑘̂ 

lim
𝑡→0

𝑟(𝑡) = [lim
𝑡→0

(𝑡3)] 𝑖̂ + [lim
𝑡→0

(𝑒2𝑡)] 𝑗̂ + [lim
𝑡→0

(1 + 3 sin(3𝜋𝑡))] 𝑘̂ 

     = (0)𝑖̂ + (𝑒0)𝑗̂ + (1 + 3 ∙ 0)𝑘̂ 

  = 𝑗̂ + 𝑘̂ 

𝑔⃗(𝑡)مان لیجیے کہ   - 4مثال  = 2𝑡𝑖̂ + 3𝑡2𝑘̂   اور𝑓(𝑡) = 𝑒𝑡𝑖̂ + (1 − 𝑡)𝑗̂ − (5 + 𝑒𝑡)𝑘̂   دکھایے کہ   

 

 ب

i. lim
𝑡→1

[𝑓⃗⃗⃗(𝑡) × 𝑔⃗⃗⃗(𝑡)] = (lim
𝑡→1

𝑓⃗⃗⃗(𝑡)) × (lim
𝑡→1

𝑔⃗⃗⃗(𝑡)) 

ii. lim
𝑡→1

[𝑓(𝑡) ∙ 𝑔⃗(𝑡)] = (lim
𝑡→1

𝑓(𝑡)) ∙ (lim
𝑡→1

𝑔⃗(𝑡)) 

iii. lim
𝑡→1

[𝑓(𝑡) + 𝑔⃗(𝑡)] = (lim
𝑡→1

𝑓(𝑡)) + (lim
𝑡→1

𝑔⃗(𝑡)) 

  - حل 

i. ہمیں دبکا گیا ہے 

𝑓(𝑡) = 2𝑡𝑖̂ + 3𝑡2𝑘̂ 

𝑔⃗(𝑡)   اور  = 𝑒𝑡𝑖̂ + (1 − 𝑡)𝑗̂ − (5 + 𝑒𝑡)𝑘̂ 

𝑓(𝑡) × 𝑔⃗(𝑡) = |
𝑖̂ 𝑗̂ 𝑘̂

2𝑡 0 3𝑡2

𝑒𝑡 (1 − 𝑡) −(5 + 𝑒𝑡)

| 

= (0 − 3𝑡2(1 − 𝑡))𝑖̂ − (−2𝑡(5 + 𝑒𝑡) − 3𝑡2𝑒𝑡)𝑗̂ + (2𝑡 − 2𝑡2)𝑘̂ 

= (3𝑡3 − 3𝑡2)𝑖̂ + (10𝑡 + 2𝑡𝑒𝑡 + 3𝑡2𝑒𝑡)𝑗̂ + (2𝑡 − 2𝑡2)𝑘̂ 

 ہیں۔ 

 

 ہم کچھ اس طرح سے حاصل ک سکت

ٹ

مٹ
ل
 اس لیے اس کی 

    lim
𝑡→1

[𝑓(𝑡) × 𝑔⃗(𝑡)] = lim
𝑡→1

(3𝑡3 − 3𝑡2)𝑖̂ + lim
𝑡→1

(10𝑡 + 2𝑡𝑒𝑡 + 3𝑡2𝑒𝑡)𝑗̂ + lim
𝑡→1

(2𝑡 − 2𝑡2)𝑘̂ 

                                            = (−3 + 3)𝑖̂ + (10 + 2𝑒 + 3𝑒)𝑗̂ + (2 − 2)𝑘̂ 

                                            = (10 + 5𝑒)𝑗̂                                                                                     ⋯ (1) 

س کا کاس پروڈکٹ

ٹ

مٹ
ل

 نکالتے ہیں۔ (Cross Product)اب  ہم 

lim
𝑡→1

𝑓(𝑡) = lim
𝑡→1

(2𝑡𝑖̂ + 3𝑡2𝑘̂) 

                                             = lim
𝑡→1

(2𝑡)𝑖̂ + lim
𝑡→1

(3𝑡2)𝑘̂ 

= 2𝑖̂ + 3𝑘̂ 
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ور   ا

lim
𝑡→1

𝑔⃗(𝑡) = lim
𝑡→1

[𝑒𝑡𝑖̂ + (1 − 𝑡)𝑗̂ − (5 + 𝑒𝑡)𝑘̂] 

= lim
𝑡→1

(𝑒𝑡)𝑖̂ + lim
𝑡→1

(1 − 𝑡)𝑗̂ − lim
𝑡→1

(5 + 𝑒𝑡)𝑘̂ 

 = 𝑒𝑖̂ − (5 + 𝑒)𝑘̂ 

⇒ (lim
𝑡→1

𝑓(𝑡)) × (lim
𝑡→1

𝑔⃗(𝑡)) = |
𝑖̂ 𝑗̂ 𝑘̂
2 0 3
𝑒 0 −(5 + 𝑒)

| 

= (0 − 0)𝑖̂ − (−2(5 + 𝑒) − 3𝑒)𝑗̂ + (0 − 0)𝑘̂ 

                                                     = −(−10 − 2𝑒 − 3𝑒)𝑗 ̂

                                                     = (10 + 5𝑒)𝑗̂                                                                        ⋯ (2) 

 سے ہمیں ملتا ہے کہ ( 2)اور  (1)اس لیے 

lim
𝑡→1

[𝑓(𝑡) × 𝑔⃗(𝑡)] = (lim
𝑡→1

𝑓(𝑡)) × (lim
𝑡→1

𝑔⃗(𝑡)) 

 

ii.   ہم نے اوپر دیکھا کہ 

lim
𝑡→1

𝑓(𝑡) = 2𝑖̂ + 3𝑘̂ 

ور   ا

lim
𝑡→1

𝑔⃗(𝑡) = 𝑒𝑖̂ − (5 + 𝑒)𝑘̂ 

 اس لیے 

(lim
𝑡→1

𝑓(𝑡)) ∙ (lim
𝑡→1

𝑔⃗(𝑡)) = (2𝑖̂ + 3𝑘̂) ∙ (𝑒𝑖̂ − (5 + 𝑒)𝑘̂) 

                                                                                  = 2𝑒 − 3(5 + 𝑒) 

 = −15 − 𝑒                                              ⋯ (3) 

 اسی طرح  سے 

𝑓(𝑡) ∙ 𝑔⃗(𝑡) = (2𝑡𝑖̂ + 3𝑡2𝑘̂) ∙ (𝑒𝑡𝑖̂ + (1 − 𝑡)𝑗̂ − (5 + 𝑒𝑡)𝑘̂) 

= 2𝑡𝑒𝑡 − 3𝑡2(5 + 𝑒𝑡) 

= 2𝑡𝑒𝑡 − 15𝑡2 − 3𝑡2𝑒𝑡
 

⇒ lim
𝑡→1

[𝑓(𝑡) ∙ 𝑔⃗(𝑡)] = lim
𝑡→1

(2𝑡𝑒𝑡 − 15𝑡2 − 3𝑡2𝑒𝑡) 

                                                                  = 2𝑒 − 15 − 3𝑒 

 = −15 − 𝑒                         9ہ                                     ⋯ (4) 

 سے ہمیں ملتا ہے ( 4) اور(3)

lim
𝑡→1

[𝑓(𝑡) ∙ 𝑔⃗(𝑡)] = (lim
𝑡→1

𝑓(𝑡)) ∙ (lim
𝑡→1

𝑔⃗(𝑡)) 

iii. ارے ب اس دبکا گیا ہے کہ
 
 ہ

𝑓(𝑡) = 2𝑡𝑖̂ + 3𝑡2𝑘̂ 
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𝑔⃗(𝑡)   اور  = 𝑒𝑡𝑖̂ + (1 − 𝑡)𝑗̂ − (5 + 𝑒𝑡)𝑘̂ 

⇒ 𝑓(𝑡) + 𝑔⃗(𝑡) = (2𝑡 + 𝑒𝑡)𝑖̂ + (1 − 𝑡)𝑗̂ + (3𝑡2 − (5 + 𝑒𝑡))𝑘̂ 

⇒ lim
𝑡→1

[𝑓(𝑡) + 𝑔⃗(𝑡)] = [lim
𝑡→1

(2𝑡 + 𝑒𝑡)] 𝑖̂ + [lim
𝑡→1

(1 − 𝑡)] 𝑗̂ 

                                                                                    + [lim
𝑡→1

(3𝑡2 − (5 + 𝑒𝑡))] 𝑘̂ 

                                                                                  = (2 + 𝑒)𝑖̂ + (1 − 1)𝑗̂ + (3 − (5 + 𝑒))𝑘̂ 

                                                                                  = (2 + 𝑒)𝑖̂ − (2 + 𝑒)𝑘̂ 

 اسی طرح سے 

(lim
𝑡→1

𝑓(𝑡)) + (lim
𝑡→1

𝑔⃗(𝑡)) = (2𝑖̂ + 3𝑘̂) + {𝑒𝑖̂ − (5 + 𝑒)𝑘̂} 

                                                                                  = (2 + 𝑒)𝑖̂ + {3 − (5 + 𝑒)}𝑘̂ 

                                                                                 = (2 + 𝑒)𝑖̂ − (2 + 𝑒)𝑘̂ 

ردار  (Continuity of Vector Function)تفاعل کا تسلسل ی ب 

رض کیجیے کہ  

 

ردارپر ایک وقف 𝑟(𝑡)ف 𝑎ہے اور  تفاعل  یب  ∈ 𝐼  

 

ا ہے اگر   𝑟(𝑡)پر تفاعل   𝑎ہے۔ ب

 

 مسلسل کہلاب

lim
𝑡→𝑎

𝑟(𝑡) = 𝑟(𝑎) 

ر ایک نقطے پر وقف    𝑟(𝑡)تفاعل   اور اگر 
 
 پر مسلسل کہلائےگا۔ وقف𝑟(𝑡)تفاعل   ت مسلسل ہو  کے ہ

  𝑔⃗اور  𝑓اگر

 

.𝑓مسلسل تفاعلا  ت ہیں، ب 𝑔⃗ ،𝑓 ± 𝑔⃗   اور𝑓 𝑔⃗ بھی مسلسل ہوں گے۔ 

رداری تفاعل کا مشتق   1.3  (Derivative of Vector Function)ب 

رض کیجیے کہ  

 

ردارپر ایک وقف 𝑟(𝑡)ف 𝑎ہے اور  تفاعل  یب  ∈ 𝐼  

 

 انتہا اگر ہے۔ ب

lim
𝑡→𝑎

𝑟(𝑡) − 𝑟(𝑎)

𝑡 − 𝑎
 

رداری تفاعل   ہیں اورکہتےپر مشتق    𝑎کا نقطہ  𝑟(𝑡)تفاعل  وجود رکھتی ہو ت اس انتہا کو   ا ہے کہ ب 

 

𝑡نقطہ    𝑟(𝑡)یہ کہا جاب = 𝑎    ر ہے۔  بک

 

اس   پر تفرق پ 

بکا 𝑟′(𝑡)کو   

𝑑𝑟 𝑡

𝑑𝑡ر کتے ہیں
 
 ۔ سے ظاہ

𝑡کس نقطہ     ( 1نوٹ:  = 𝑎    ردارپر کوئی ر  𝑟(𝑡)تفاعل    ب  ربک

 

ر عکس اگر کوئی تفاعل ہےکو تفرق ب  ت یہ مسلسل بھی ہوگا لیکن اس کے ب 

ر بھی ہو  بک

 

 ۔ مسلسل ہے ت ضروری نہیں کہ وہ تفرق پ 

ردارایک     𝑟′(𝑡)کہ    چوں   (2 وجود بھی    (Magnitude)کا  میزانیہ𝑟′(𝑡)کی تمام قیمتوں کے لیے    𝑡کہ    ا  تفاعل ہے اس کا مطلب یہ ہو  ب 

گا   𝑟′(𝑡)بھی سوائے  (  Direction)سم اور    رکھے  = پر  0 کا  𝑟′(𝑡)کے لیے جہاں  اس  اور  نہیں    بھی    سمکا میزانیہ صفر ہوگا 

 ہوگ۔
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 ( Algebra of Derivatives)مشتقات کا الجبرا  1.4

وقف  𝑟2(𝑡)اور    𝑟1(𝑡)اگر   ر  میں  کسی   بک

 

پ  رداردوتفرق  اور     یب  ہوں   ر𝑓تفاعل   بک

 

پ  تفرق  ک ایک 
ٹ

 

ن
اورمیزا ہو  فااعل 

 

کہ  ب لیجیے  اور  مان 

b  مستقلات(Constants)ہیں  

 

 ہیں ب

 

 : درجہ ذیل درس

a) 
𝑑

𝑑𝑡
[𝑎] = 0 

b) 
𝑑

𝑑𝑡
[𝑎𝑟1(𝑡)] = 𝑎

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] 

c) 
𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡) ± 𝑟2(𝑡)] =

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] ±

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟2(𝑡)] 

d) 
𝑑

𝑑𝑡
[𝑎𝑟1(𝑡) + 𝑏𝑟2(𝑡)] = 𝑎

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] + 𝑏

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟2(𝑡)] 

e) 
𝑑

𝑑𝑡
[𝑓(𝑡)𝑟1(𝑡)] = 𝑓(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] +

𝑑

𝑑𝑡
[𝑓(𝑡)]𝑟1(𝑡) 

f) 
𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡). 𝑟2(𝑡)] =

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)]. 𝑟2(𝑡) + 𝑟1(𝑡).

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟2(𝑡)] 

g) 
𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡) × 𝑟2(𝑡)] =

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] × 𝑟2(𝑡) + 𝑟1(𝑡) ×

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟2(𝑡)] 

 

رض  کیجیے کہ   ( a)ثبوت:  

 

 میں کسی وقف  ف
قل

 

سٹ
م

فااعل ایک 

 

  ، اور   ہے  ب

 

 ب

𝑑

𝑑𝑡
[⃗⃗ ( )] = lim

𝑡→𝑐

⃗⃗ ( ) − 𝑟1(𝑐)

𝑡 − 𝑐
= lim

𝑡→𝑐

𝑎 − 𝑎

𝑡 − 𝑐
= 0 

 اس لیے

𝑑

𝑑𝑡
[𝑎] = 0 

رض  کیجیے کہ   ( b) ثبوت:  

 

رداری تفاعل میں ایک کسی وقف  ف   ، ہے  اور   ب 

 

 ب

𝑑

𝑑𝑡
[𝑎⃗⃗ ( )] = lim

𝑡→𝑐

𝑎⃗⃗ ( ) − 𝑎𝑟1(𝑐)

𝑡 − 𝑐
= 𝑎lim

𝑡→𝑐

𝑟1(𝑡) − 𝑟1(𝑐)

𝑡 − 𝑐
= 𝑎

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] 

 اس لیے

𝑑

𝑑𝑡
[𝑎𝑟1(𝑡)] = 𝑎

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] 

رض  کیجیے کہ   ( c)ثبوت:  

 

ر 𝑟2(𝑡)اور  ف  بک

 

ردار دوتفرق پ    ، اور    تفاعل ہیں یب 

 

 ب

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡) ± 𝑟2(𝑡)] = lim

𝑡→𝑐

{𝑟1(𝑡) ± 𝑟2(𝑡)} − {𝑟1(𝑐) ± 𝑟2(𝑐)}

𝑡 − 𝑐
 

= lim
𝑡→𝑐

⃗⃗ ( ) − 𝑟1(𝑐)

𝑡 − 𝑐
± lim

𝑡→𝑐

⃗⃗ ( ) − 𝑟2(𝑐)

𝑡 − 𝑐
 

=
𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] ±

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟2(𝑡)] 

 اس لیے

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡) ± 𝑟2(𝑡)] =

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] ±

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟2(𝑡)] 
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رض  کیجیے کہ   ( d) ثبوت:  

 

ر  𝑟2(𝑡)اور  ف  بک

 

ردار دوتفرق پ  ہ    یب     ہیں(Constants)مستقلات  bاور  مان لیجیے کہ  ںااوریکتفاعل 

  ، اور  

 

 ب

𝑑

𝑑𝑡
[𝑎𝑟1(𝑡) + 𝑏𝑟2(𝑡)] = lim

𝑡→𝑐

{𝑎⃗⃗ ( ) + 𝑏⃗⃗ ( )} − {𝑎𝑟1(𝑐) + 𝑏𝑟2(𝑐)}

𝑡 − 𝑐
 

= lim
𝑡→𝑐

𝑎⃗⃗ ( ) − 𝑎𝑟1(𝑐)

𝑡 − 𝑐
+ lim

𝑡→𝑐

𝑏⃗⃗ ( ) − 𝑏𝑟2(𝑐)

𝑡 − 𝑐
 

= 𝑎lim
𝑡→𝑐

𝑟1(𝑡) − 𝑟1(𝑐)

𝑡 − 𝑐
+ 𝑏lim

𝑡→𝑐

⃗⃗ ( ) − 𝑟2(𝑐)

𝑡 − 𝑐
 

= 𝑎
𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] + 𝑏

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟2(𝑡)] 

 اس لیے

𝑑

𝑑𝑡
[𝑎𝑟1(𝑡) + 𝑏𝑟2(𝑡)] = 𝑎

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] + 𝑏

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟2(𝑡)] 

رض کیجیے کہ   ( eثبوت: ) 

 

ر  𝑟1(𝑡)ف  بک

 

ردارایک تفرق پ  ر  کوئی𝑓اور       تفاعل ہے یب   بک

 

ک تفرق پ 
ٹ

 

ن
فااعل ہےمیزا

 

  اور  ب

 

 ، ب

𝑑

𝑑𝑡
[𝑓(𝑡)𝑟1(𝑡)] = lim

𝑡→𝑐

𝑓(𝑡)⃗⃗ ( ) − 𝑓(𝑐)𝑟1(𝑐)

𝑡 − 𝑐
 

= lim
𝑡→𝑐

𝑓(𝑡)⃗⃗ ( ) − 𝑓(𝑡)𝑟1(𝑐) + 𝑓(𝑡)𝑟1(𝑐) − 𝑓(𝑐)𝑟1(𝑐)

𝑡 − 𝑐
 

= lim
𝑡→𝑐

𝑓(𝑡)
⃗⃗ ( ) − 𝑟1(𝑐)

𝑡 − 𝑐
+ lim

𝑡→𝑐

𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑐)

𝑡 − 𝑐
𝑟1(𝑐) 

= 𝑓(𝑡) (lim
𝑡→𝑐

⃗⃗ ( ) − 𝑟1(𝑐)

𝑡 − 𝑐
) + (lim

𝑡→𝑐

𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑐)

𝑡 − 𝑐
) 𝑟1(𝑐) 

= 𝑓(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] +

𝑑

𝑑𝑡
[𝑓(𝑡)]𝑟1(𝑡) 

 اس لیے

𝑑

𝑑𝑡
[𝑓(𝑡)𝑟1(𝑡)] = 𝑓(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] +

𝑑

𝑑𝑡
[𝑓(𝑡)]𝑟1(𝑡) 

رض  کیجیے کہ   ( f)ثبوت:  

 

ر 𝑟2(𝑡)اور  ف  بک

 

ردار دوتفرق پ   ب ہے۔ ااور   تفاعل ہیں یب 

𝑑

𝑑𝑡
[⃗⃗ ( )] = lim

𝑡→𝑐

⃗⃗ ( ) − 𝑟1(𝑐)

𝑡 − 𝑐
 

 اور

𝑑

𝑑𝑡
[⃗⃗ ( )] = lim

𝑡→𝑐

⃗⃗ ( ) − 𝑟2(𝑐)

𝑡 − 𝑐
 

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡). 𝑟2(𝑡)] = lim

𝑡→𝑐

𝑟1(𝑡). 𝑟2(𝑡) − 𝑟1(𝑐). 𝑟2(𝑐)

𝑡 − 𝑐
 

= lim
𝑡→𝑐

𝑟1(𝑡). 𝑟2(𝑡) − 𝑟1(𝑡). 𝑟2(𝑐) + 𝑟1(𝑡). 𝑟2(𝑐) − 𝑟1(𝑐). 𝑟2(𝑐)

𝑡 − 𝑐
 

= lim
𝑡→𝑐

𝑟1(𝑡).
𝑟2(𝑡) − 𝑟2(𝑐)

𝑡 − 𝑐
+ lim

𝑡→𝑐

𝑟1(𝑡) − 𝑟1(𝑐)

𝑡 − 𝑐
. 𝑟2(𝑐) 
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= 𝑟1(𝑡). (lim
𝑡→𝑐

𝑟2(𝑡) − 𝑟2(𝑐)

𝑡 − 𝑐
) + (lim

𝑡→𝑐

𝑟1(𝑡) − 𝑟1(𝑐)

𝑡 − 𝑐
) . 𝑟2(𝑐) 

= 𝑟1(𝑡).
𝑑

𝑑𝑡
[𝑟2(𝑡)] +

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)]. 𝑟2(𝑡) 

 اس لیے

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡). 𝑟2(𝑡)] =

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)]. 𝑟2(𝑡) + 𝑟1(𝑡).

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟2(𝑡)] 

رض  کیجیے کہ   ( g) ثبوت:  

 

ر 𝑟2(𝑡)اور  ف  بک

 

ردار دوتفرق پ   ہے۔ اب  اور   تفاعل ہیں یب 

𝑑

𝑑𝑡
[⃗⃗ ( )] = lim

𝑡→𝑐

⃗⃗ ( ) − 𝑟1(𝑐)

𝑡 − 𝑐
 

 اور

𝑑

𝑑𝑡
[⃗⃗ ( )] = lim

𝑡→𝑐

⃗⃗ ( ) − 𝑟2(𝑐)

𝑡 − 𝑐
 

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡) × 𝑟2(𝑡)] = lim

𝑡→𝑐

𝑟1(𝑡) × 𝑟2(𝑡) − 𝑟1(𝑐) × 𝑟2(𝑐)

𝑡 − 𝑐
 

= lim
𝑡→𝑐

𝑟1(𝑡) × 𝑟2(𝑡) − 𝑟1(𝑡) × 𝑟2(𝑐) + 𝑟1(𝑡) × 𝑟2(𝑐) − 𝑟1(𝑐) × 𝑟2(𝑐)

𝑡 − 𝑐
 

= lim
𝑡→𝑐

𝑟1(𝑡) ×
𝑟2(𝑡) − 𝑟2(𝑐)

𝑡 − 𝑐
+ lim

𝑡→𝑐

𝑟1(𝑡) − 𝑟1(𝑐)

𝑡 − 𝑐
× 𝑟2(𝑐) 

= 𝑟1(𝑡) × (lim
𝑡→𝑐

𝑟2(𝑡) − 𝑟2(𝑐)

𝑡 − 𝑐
) + (lim

𝑡→𝑐

𝑟1(𝑡) − 𝑟1(𝑐)

𝑡 − 𝑐
) × 𝑟2(𝑐) 

= 𝑟1(𝑡) ×
𝑑

𝑑𝑡
[𝑟2(𝑡)] +

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] × 𝑟2(𝑡) 

 اس لیے

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡) × 𝑟2(𝑡)] =

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] × 𝑟2(𝑡) + 𝑟1(𝑡) ×

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟2(𝑡)] 

رداری تفاعل کی مستقل سم ہونے کے ضروری اور کافی شرط نوٹ:  𝑟1(𝑡)کسی  ب  × 𝑑
𝑑𝑡

𝑟1(𝑡) =  ہے۔0

ردار  کا 𝑃 نقطہ  کسی  اگر کسی فضا  میں  :( Acceleration)اور اسراع  ( Velocity) کسی ذرہ کی رفتار  𝑟(𝑡)  اگر   اور ہے𝑟مقام  ب  = 𝑥(𝑡)𝑖̂ +

𝑦(𝑡) 𝑗̂ + 𝑧(𝑡) 𝑘̂   

 

رداری تفاعل ہو، ب   Pنقطہ  ایک ب 

 
 

میں رفتار   tپر وق

𝑑𝑟

𝑑𝑡
ر کتے ہیں۔   𝑣⃗ہوگ اور اس کو ہم    

 
اسی طرح ایک    سے ظاہ

 پراسراع  Pذرہ کا کسی نقطہ 

𝑑𝑣⃗

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
(

𝑑𝑟

𝑑𝑡
)  

ر کتے ہیں۔ 𝑎⃗  اسراع کو
 
          سے ظاہ

𝑟1(𝑡)اگر     ۔ 1مثال  = 5𝑡2𝑖̂ + 𝑡𝑗̂ − 𝑡3𝑘̂ اور𝑟2(𝑡) = sin 𝑡 𝑖̂ − cos 𝑡 𝑗̂ ،حاصل کیجیے  

 

 ب

a) 
𝑑(𝑟1(𝑡)×𝑟2(𝑡))

dt
   b) 

𝑑(𝑟1(𝑡).𝑟2(𝑡))

dt
 

𝑟1(𝑡)دبکا ہے     ۔ حل  = 5𝑡2𝑖̂ + 𝑡𝑗̂ − 𝑡3𝑘̂ اور𝑟2(𝑡) = sin 𝑡 𝑖̂ − cos 𝑡 𝑗̂،   

 

 ب
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a)   س  سے پہلے ہم𝑟1(𝑡) × 𝑟2(𝑡) حاصل کتے ہیں 

𝑟1(𝑡) × 𝑟2(𝑡) = |
𝑖̂ 𝑗̂ 𝑘̂

5𝑡2 𝑡 −𝑡3

sin 𝑡 − cos 𝑡 0

| 

                                                                 = (−𝑡3 cos 𝑡)𝑖̂ − (𝑡3 sin 𝑡)𝑗̂ − (5𝑡2 cos 𝑡 + 𝑡 sin 𝑡)𝑘̂ 

 اس لیے

𝑑(𝑟1(𝑡) × 𝑟2(𝑡))

dt
=

𝑑

𝑑𝑡
{(−𝑡3 cos 𝑡)𝑖̂ − (𝑡3 sin 𝑡)𝑗̂ − (5𝑡2 cos 𝑡 + 𝑡 sin 𝑡)𝑘̂} 

 = (𝑡3 sin 𝑡 − 3𝑡2 cos 𝑡)𝑖̂ − (𝑡3 cos 𝑡 + 3𝑡2 sin 𝑡)𝑗̂ 
−(−5𝑡2 sin 𝑡 + 10𝑡 cos 𝑡 + 𝑡 cos 𝑡

+ sin 𝑡)𝑘̂ 

= (𝑡3 sin 𝑡 − 3𝑡2 cos 𝑡)𝑖̂ − (𝑡3 cos 𝑡 + 3𝑡2 sin 𝑡)𝑗 ̂

+(5𝑡2 sin 𝑡 − 11𝑡 cos 𝑡

− sin 𝑡)𝑘̂ 

b)   س  سے پہلے ہم𝑟1(𝑡). 𝑟2(𝑡) حاصل کتے ہیں 

𝑟1(𝑡). 𝑟2(𝑡) = 5𝑡2 sin 𝑡 − 𝑡 cos 𝑡 

 اب 

𝑑(𝑟1(𝑡). 𝑟2(𝑡))

dt
=

𝑑

𝑑𝑡
(5𝑡2 sin 𝑡 − 𝑡 cos 𝑡) 

= 5
𝑑

𝑑𝑡
(𝑡2 sin 𝑡) −

𝑑

𝑑𝑡
(𝑡 cos 𝑡) 

= (5𝑡2 cos 𝑡 + 10𝑡 sin 𝑡) − (−𝑡 sin 𝑡 + cos 𝑡) 

= 5𝑡2 cos 𝑡 + 11𝑡 sin 𝑡 − cos 𝑡 

= (5𝑡2 − 1) cos 𝑡 + 11𝑡 sin 𝑡 

رداری تفاعل   - 2مثال  𝑟(𝑡)ب  = 𝑡3𝑖̂ + 𝑒𝑡𝑗̂ − 7 cos(𝜋𝑡) 𝑘̂لیے پہلا مشتق حاصل کیجیے۔ کے 

رداری تفاعل ہے گیا دبکا  - حل   ب 

𝑟(𝑡) = 𝑡3𝑖̂ + 𝑒𝑡𝑗̂ − 7 cos(𝜋𝑡) 𝑘̂ 

 تفرق کنے پر ہمیں حاصل ہوگاب الحاظ 

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟(𝑡)] = 𝑟′(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑡3)𝑖̂ +

𝑑

𝑑𝑡
(𝑒𝑡)𝑗̂ −

𝑑

𝑑𝑡
{7 cos(𝜋𝑡)}𝑘̂ 

                                                                                    = 3𝑡2𝑖̂ + 𝑒𝑡𝑗̂ + 7𝜋 sin(𝜋𝑡) 𝑘̂ 

𝑟(𝑡)اگر   ۔ 3مثال  = 3𝑡𝑖̂ − 15 sin(𝜋𝑡) 𝑗̂ + 3𝑘̂    

 

 ۔ کی قیمت معلوم کیجیے𝑟′′(1)ہو  ب

 گیا ہے دبکا  - حل 

𝑟(𝑡) = 3𝑡𝑖̂ − 15 sin(𝜋𝑡) 𝑗̂ + 3𝑘̂ 

⇒                                                            𝑟⃗⃗
′
(𝑡) = 3𝑖̂ − 15𝜋 𝑐𝑜𝑠(𝜋𝑡) 𝑗̂ 

⇒                                                            𝑟⃗⃗
′′

(𝑡) = 15𝜋2 sin(𝜋𝑡) 𝑗̂ 

⇒                                                           𝑟⃗⃗
′′

(1) = 15𝜋2(0)𝑗̂ = 0 
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𝑟(𝑡)اگر  -4مثال  = 2|𝑡|𝑖̂ + sin(𝑡) 𝑗̂ + (3 − 𝑡)𝑘̂  ہے ت بتائیے کہ𝑡  کی کن قیمتوں کے لیے𝑟(𝑡) ر ہے؟ ربک

 

 تفرق ب 

رداری تفاعل -حل  را تفاعل بھی    کسی نقطہ پر    ہم جانتے ہیں کہ کوئی ب 

 

 
ا ہے اگر اس کے اج

 

ر ہوب  بک

 

ر ہوں۔اب   تفرق پ   بک

 

دیے  اسی نقطہ پر تفرق پ 

رداری تفاعل   𝑟(𝑡)گئے ب  = 2|𝑡|𝑖̂ + sin(𝑡) 𝑗̂ + (3 − 𝑡)𝑘̂  ر ہے
 
ک 𝑡یہ  کہ    سے ظاہ ماام   کٹ

 

ت
ر     ربک

 

ا ، لیکن اس    قیمتوں کے لیے تفرق ب 

 

ہوب

رو   

 

 
𝑡نقطہ |𝑡|کا ایک ج = ر ہے    𝑡تمام   علاوہ    کے0 ربک

 

ب  ر ہے   𝑡تمام     𝑟(𝑡)اس لیے    ۔کی قیمتوں کے لیے تفرق  ربک

 

ب    کی قیمتوں کے لیے تفرق 

𝑡سوائے    =  کے ۔0

رداری تفاعل   ۔ 5مثال   𝑟(𝑡)ب  = 𝑡2𝑖̂ + 𝑒𝑡𝑗̂ + (𝑡3 + 2)𝑘̂   کے لیے𝑟′(1) کی قیمت بتائیے۔ 

 دبکا ہے -حل 

𝑟(𝑡) = 𝑡2𝑖̂ + 𝑒𝑡𝑗̂ + (𝑡3 + 2)𝑘̂ 

⇒                                            𝑟′(𝑡) = 2𝑡𝑖̂ + 𝑒𝑡𝑗̂ + (3𝑡2 + 0)𝑘̂ 

⇒                                            𝑟′(𝑡) = 2𝑡𝑖̂ + 𝑒𝑡𝑗̂ + 3𝑡2𝑘̂ 

 اب 

𝑟′(1) = 2𝑖̂ + 𝑒𝑗̂ + 3𝑘̂ 

𝑟(𝑡) اگر۔6مثال   =  𝑎⃗𝑒𝑘𝑡𝑖̂ + 𝑏⃗⃗𝑒−𝑘𝑡𝑗̂ رداری تفاعل ہے، جہاں ردار ہیں۔𝑏⃗⃗اور    𝑎⃗ ایک ب   دکھائیے کہ مستقل ب 

𝑟′′ = 𝑘2𝑟 

 دبکا ہے ۔حل 

𝑟(𝑡) =  𝑎⃗𝑒𝑘𝑡𝑖̂ + 𝑏⃗⃗𝑒−𝑘𝑡𝑗̂ 

 ق کنے پر تفر t  ب الحاظ 

⇒                                            
𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑟′(𝑡) = 𝑎⃗𝑘𝑒𝑘𝑡𝑖̂ − 𝑏⃗⃗𝑘𝑒−𝑘𝑡𝑗̂                                           … (1) 

 ق کنے پر تفر t  دوب ارہ ب الحاظ 

⇒                                            
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
= 𝑟′′(𝑡) = 𝑎⃗𝑘2𝑒𝑘𝑡𝑖̂ + 𝑏⃗⃗𝑘2𝑒−𝑘𝑡𝑗̂                                    … (2) 

ا ہے

 

رہوب
 
 اس سےظاہ

𝑟′′ = 𝑘2𝑟 

 ہوا۔ 

 

 
اب

 

 ب

 ( Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 1.5

ردار اس اکائی کو مکمل کنے کے بعد طال  علم نے   اور وہ اس    گئے ہوں گے    قدری تفاعل کی تعریف اور اس کی مختلف  مثال سیکھ  ب 

 ہو  
 
رداری    کہ  کسی دیے گک   گئے ہوں گےقاب رداری  ۔  کسکیں  اور تسلسل معلوم    انتہا  تفاعل کی    ب  ا سیکھ   تفاعل کینیز ب 

 

ری کی جانچ کب  بک

 

تفرق پ 

 ۔ گئے ہوں گے
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 ( Keywords)کلیدی  الفاظ 1.6

رداری تفاعل   ، رفتار، اسراع تفرق، انتہا،مشتق، تسلسل،ب 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  1.7

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات1. 1.7

𝑟(𝑡)اگر   .1 =  𝑎⃗𝑒𝑘𝑡𝑖̂ + 𝑏⃗⃗𝑒−𝑘𝑡𝑗̂   رداری تفاعل ہے، جہاں ردار ہیں𝑏⃗⃗اور     𝑎⃗ ایک ب    مستقل ب 

 

  درجہ ذیل میں سے کون درس

 

،ب

  ہے

.A 𝑟′′ = 𝑘2𝑟 .B 𝑟′′ − 𝑟 = 0 .C 𝑟′ = 𝑘2𝑟 .D 𝑟′′ = 𝑘𝑟 

رداری تفاعل   .2 𝑟(𝑡)ب  = 𝑡2𝑖̂ + 𝑒𝑡𝑗̂ + (𝑡3 + 2)𝑘̂    کے لیے𝑟′
 کی قیمت بتائیے 

A. 2𝑡𝑖̂ − 𝑒𝑡𝑗̂ + 3𝑡2𝑘̂   .B 2𝑡𝑖̂ + 𝑒𝑡𝑗̂ + 3𝑡2𝑘̂ 

.C 2𝑡𝑖̂ + 𝑒𝑡𝑗̂ − 3𝑡2𝑘̂   .D 𝑡𝑖̂ + 𝑒𝑡𝑗̂ + 3𝑡2𝑘̂ 

𝑟(𝑡)اگر   .3 = 3𝑡𝑖̂ − 15 sin(𝜋𝑡) 𝑗̂ + 3𝑘̂    

 

 ہے۔ ----کی قیمت 𝑟′′(1)ہو  ب

A. 2𝑖̂ − 3 𝑗̂ + 𝑘̂ .B −3 𝑗̂ + 𝑘̂ .C 0 .D 2𝑖̂ + 3 𝑗̂ − 𝑘̂ 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات  1.7.2

𝑟(𝑡)اگر  .1 = cos 𝜔𝑡 𝑖̂ + sin 𝜔𝑡 𝑗̂ رداری تفاعل ہے   ایک ب 

 

 کیجیے کہ    ،ب

 

 
اب

 

′′𝑟ب = −𝜔2𝑟 

ردار     ایک ذرہ   .2 ا ہے کہ اس کا مقام ب 

 

𝑟(𝑡)اس طرح گردش کب = cos 𝜔𝑡 𝑖̂ + sin 𝜔𝑡 𝑗̂  کیجیے کہ   ہو 

 

 
اب

 

  ب

 

.𝑟۔ ب 𝑣⃗ = 0 ،

 اس ذرہ کی رفتار ہے۔  𝑣⃗جہاں

ردار     ایک ذرہ   .3 ا ہے کہ اس کا مقام ب 

 

𝑟(𝑡)اس طرح گردش کب = (𝑡 − sin 𝑡)𝑖̂ + (1 − cos 𝑡)𝑗̂ + 4 sin (
𝑡

2
) 𝑘̂  ۔  ہو  

  

 

  ب

 
 

 ۔اسراع اور رفتار محسوب کیجیےکا پر اس ذرہ  𝑡وق

 (Long Answer Type Questions)طویل جواب ات کے حامل سوالات 1.7.3

𝑟1(𝑡)اگر  .1 = 3𝑖̂ − 𝑡𝑗̂ + 5𝑡2𝑘̂  اور 𝑟2(𝑡) = 3𝑖̂ + 5𝑡 𝑗̂ − 3𝑡2𝑘̂  

 

 کیجیے۔  حاصل دیے گک ہیں، ب

(i) 𝑟1 × 𝑟2 

(ii) 𝑟1. 𝑟2 

𝑟1(𝑡)اگر  .2 = 𝑖̂ sin 𝑡 + 3𝑒−𝑡𝑗̂ − 3 cos 𝑡 𝑘̂  اور 𝑟2(𝑡) = 3𝑡2𝑖̂ − (𝑡 + 4)𝑡 𝑗̂ + (𝑡2 − 2𝑡)𝑘̂   

 

 ب

 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑟1 × 𝑟2) حاصل کیجیے۔ 
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 تفرقی عامل،  ۔ 2اکائی 

ٹ
 

ک
 ی

ٹ

 گرپک

(Differential Operator, Gradient) 

را 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   2.0

 مقاص    2.1

 بنیادی تعریفات    2.2

 تفرقی عامل   2.3

 سمتی مشتقات   2.3.1 

2.3.2   

ٹ
 

ک
 ی

ٹ

 گرپک

 اکتسابی نتائج   2.4

 کلیدی الفاظ   2.5 

 نمونہ امتحانی سوالات    2.6 

 معروضی جواب ات کے حامل سوالات  2.6.1  

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات   2.6.2  

 طویل جواب ات کے حامل سوالات  2.6.3  
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 ( Introduction)تمہید 2.0

رداری تفاعل  پچھلی اکائی میں ہم    س اورتفرق کے    کی تفصیلی جانکاری حاصل ک چکے ہیں۔  ب 

سل
سل

 

ت

رداری تفاعل کی انتہا،   جہاں ہم نے ب 

اور تفرق کے الجبرا کے ب ارے میں پڑھا۔ اس اکائی میں ہم تفرقی عامل کے    کی   ب ارے میں پڑھا۔ نیز اعلی رتبوں کے مشتقات کی جانکاری حاصل  

 ساتھ ہی    ب ارے میں پڑھیں گے۔  

ٹ
 

ک
 ی

ٹ

ا    گرپک

 

  کب

 

 
اب

 

کی تعریف اور اس مختلف اطلاقات پر بحث  کیں گے اور اس کے متعلق چند قضیوں کو ب

 سیکھیں گے اور مثالات کو ان کی مدد سے حل کیں گے۔  

 ( Objectives)مقاص 2.1

 ہو جائیں گے کہ  اس اکائی کے اختتام پر طلب 
 
 تفرقی عامل کے ب ارے میں سمجھ سکیں۔  ساتھ ہی  اس قاب

ٹ
 

ک
 ی

ٹ

کی تعریف اور اس    گرپک

ا سیکھ سکیں  اور مثالات کو ان کی مدد سے حل 

 

  کب

 

 
اب

 

 ک سکیں۔  کے متعلق چند قضیوں کو ب

 (Basic Definitions)بنیادی تعریفات 2.2

رض کیجیے کہ    :( Scalar Point Function) نقطہ میزانی تفاعل 

 

ر  ہے،   فضا میں ایک دامنہ    کسیف
 
سے ایک میزان    نقطہ    ایک    اگر  ہ

ا ہو ت   

 

 جیسے: ۔  پر میزانی  نقطہ تفاعل کہتے ہیں  کو دامنہ  مطابقت رکھ

a)  کسی کمرہ میں کسی نقطہ پر درجہ حرارت(Temperature )ایک میزانی نقطہ تفاعل ہے۔ 

b) کسی دھات کی کثافت(Density)کسی خاص نقطہ پر ایک میزانی نقطہ تفاعل ہے۔ ، 

c) کی قوت 

  

 ایک میزانی نقطہ تفاعل ہے۔  (Gravitational Potential) کسی فضا میں ایک نقطہ پر کشش ث

d) کسی سیال(Liquid ) ومیں ایک نقطہ پر دب ا(Pressure) ایک میزانی نقطہ تفاعل ہے۔ 

رداری تفاعل   ( Vector Point Functions)نقطہ ب 

رض کیجیے کہ  

 

ر  ایک  نقطہ   کسیف
 
رداری  تفاعل  سے ایک  فضا میں ایک دامنہ   ہے،اگر  ہ ا ہو ت   ب 

 

رادری پر   کو دامنہ  مطابقت رکھ نقطہ    ب 

 تفاعل کہتے ہیں ۔  جیسے:

a)   رض کیجیے  کہ

 

   کے کسی نقطہ   کسی ذرہ کی خطہ  ف

 

ردارمیں ایک کو    پر رفتار ہے، ب  ۔ ہیں کہتے ی نقطہ تفاعل ب 

b)  کا   میزانی نقطہ تفاعل کسی 

ٹ
 

ک
 ی

ٹ

ردارایک  گرپک  ی نقطہ تفاعل ہے۔ ب 

c) ر کیا جا سکتا ہے فضا میں
 
رداری نقطہ تفاعل کے طور پر ظاہ  ۔گردش ک رہے  کسی شئے کے مختلف نقاط پر اسراع کو ب 
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d)  مقناتیسکسی(Magnate )ار

 

مقناتیسی   سے جاری ہونے والا(Current Carrying Wire)بکا کسی بجلی لے جانے والے ب

ر ( Magnetic Field)میدان
ک 
 نقطہ تفاعل ہے۔  داری ای

ا : نوٹ 

ٹ

رداری نقطہ تفاعل کو ان پر چھوب ارمل حروف اور ب 

 

ر کیں گے۔ (بکا ب ار )  خ میزانی نقطہ تفاعل کو ب
 
 لگا ک ظاہ

ردار  (Origin)کا ب الحاظ مبدا  اگر کسی نقطہ   ت   ہو(Position Vector)مقام ب 

𝑟̅ = 𝑥𝑖̂ + 𝑦𝑗̂ + 𝑧𝑘̂ 

 اور 

 

 

 

رض کیجیے کہ نقطہ  :( Delta Neighbourhood)ڈیلٹا ہم سائ

 

  ان سبھی نقاط کا   کسی فضا میں ہے اور   Pف

 

ایک مثبت عدد ہے۔ ب

 جن کے لیے فاصلہ  

ٹ

  کہتے ہیں۔-کی ڈیلٹا   Pہو ، نقطہ  س

 

   میں سےساخ ک دبکا جائے ت اس کو  -کی ڈیلٹا  Pاگر  نقطہ   ہمسائ

 

ہمسائ

  کہتے ہیں۔-کی ڈیلٹا  Pخارج  نقطہ 

 

 ہمسائ

رض کیجیے کہ :( Limit) انتہا 

 

ررف ایک میزانی نقطہ تفاعل ہے اور فضا میں ہے اور Pکسی نقطہ  ف
ع

 

مب
 پر 

 

رض کیجیے کہ ایک عدد   کی خارج ہم سائ

 

ف

ر ایک   
 
ا ہو کہ کے لیے  ایک مثبت عدد    ہے۔ اگر ہ

 

 اس طرح وجود رکھ

 

 ہیں 

 

 اس کو ہم اس طرح بھی لکھ سکت

lim
𝑄→𝑃

𝑓 = 𝑙 

ررف ایک  Pکسی نقطہ  اسی طرح اگر  
ع

 

مب
 پر 

 

ردارکی خارج ہم سائ ردار ہے۔ ی نقطہ تفاعل ہے اور ب  ر ایک  ایک ب 
 
کے لیے  ایک  اگر ہ

ا ہو کہ مثبت عدد    

 

 اس طرح وجود رکھ

 

 ہیں 

 

 اس کو ہم اس طرح بھی لکھ سکت

lim
𝑄→𝑃

̅ = ̅  

 ( Continuityتسلسل) 

رض کیجیے کہ :(Continuous Scalar Point Function)مسلسل  میزانی نقطہ تفاعل  

 

ررف ایک میزانی    Pکسی نقطہ  ف
ع

 

مب
 پر 

 

کی ہم سائ

ر ایک  نقطہ تفاعل ہے 
 
ا ہو کہ کے لیے  ایک مثبت عدد    ۔ اگر ہ

 

 اس طرح وجود رکھ

0 < 𝑄𝑃 < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑄) − 𝑓(𝑃)| < 𝜖 
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ر ایک   
 
ا ہو کہ کے لیے  ایک مثبت عدد    اگر ہ

 

 اس طرح وجود رکھ

0 < 𝑄𝑃 < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑄) − 𝑙| < 𝜖 

  ہم کہتے ہیں کہ  

 

 مسلسل تفاعل ہے۔ ب

رداری  نقطہ تفاعل  رض کیجیے کہ:(Continuous Vector Point Function)مسلسل  ب 

 

ررف ایک   Pکسی نقطہ  𝑔̅ف
ع

 

مب
 پر 

 

کی ہم سائ

ر ایک  میزانی نقطہ تفاعل ہے 
 
ا ہو کہ کے لیے  ایک مثبت عدد    ۔ اگر ہ

 

 اس طرح وجود رکھ

0 < 𝑄𝑃 < 𝛿 ⇒ |𝑔̅(𝑄) − 𝑔̅(𝑃)| < 𝜖 

  ہم کہتے ہیں کہ  

 

رداری  تفاعل ہے۔ مسلسل 𝑔̅ب  ب 

 ( Differential Operators) تفرقی عامل  2.3

 (Directional Derivatives)سمتی مشتقات 2.3.1

رض کیجیے کہ  نقطہ     :( Directional Derivative of Scalar Point Function) میزانی نقطہ تفاعل کا سمتی مشتق

 

کسی فضا میں ہے   𝑃ف

رادر   𝐴اور   رض کیجیے کہ    (Ray)ہوک گزرنے والی ایک شع   سے    𝑃نقطہ  کی سم میں  اکائی ب 

 

   𝑃ہے۔ف

 

میں ایک میزانی نقطہ     𝐷کی ہم سائ

 ہے۔ سے مختلف ہے اور  𝑃نقطہ  ہے۔ مان لیجیے کہ نقطہ   تفاعل  

 اگر انتہا  

lim
𝑄→𝑃

𝑓(𝑄) − 𝑓(𝑃)

𝑄𝑃
 

رادر   پر   Pکی نقطہ  𝑓یہ انتہا     وجود رکھتی ہو ت  کی سم میں سمتی مشتق کہلاتی ہے۔ اس کو  اکائی ب 

𝜕𝑓

𝜕𝑆
ر کتے ہیں،  جہاں

 
𝑆سے ظاہ = 𝑃𝑄 ہے۔ 

رداری  نقطہ تفاعل کا سمتی مشتق  رض کیجیے کہ  نقطہ     :( Directional Derivative of Vector Point Function) ب 

 

کسی فضا میں   𝑃ف

رادر    𝐷ہے اور   رض کیجیے کہ   (Ray)سے  ہوک گزرنے والی ایک شع   𝑃کی سم میں نقطہ  اکائی ب 

 

   𝑃ہے۔ف

 

ردارمیں ایک    𝐷کی ہم سائ ی  ب 

𝐴سے مختلف ہے اور  𝑃نقطہ   ہے۔ مان لیجیے کہ نقطہ   نقطہ تفاعل   𝐷 ہے۔ 

 اگر انتہا  

lim
𝑄→𝑃

𝑓(̅𝑄) − 𝑓(̅𝑃)

𝑄𝑃
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رادر   پر   Pکی نقطہ  𝑓وجود رکھتی ہو ت  یہ انتہا     کی سم میں سمتی مشتق کہلاتی ہے۔ اس کو  اکائی ب 

𝜕𝑓̅

𝜕𝑆
بکا  

𝜕𝑓̅

𝜕𝑒̅
ر کتے ہیں،  جہاں

 
𝑆سے ظاہ = 𝑃𝑄  

 ہے۔

 :نوٹ 

(1)   −𝑥 ردار  محور کی سم میں ردار  محور کی سم میں  𝑖̂ ،−𝑦اکائی ب  ردار  محور کی سم میں 𝑧−اور   𝑗̂اکائی ب   ہیں۔ 𝑘̂اکائی ب 

ر    میںکسی وقف  𝑟2(𝑡)اور    𝑟1(𝑡)اگر   (  2)  بک

 

رداردوتفرق پ  ردار  تفاعل ہوں   یب      پر سمتی مشتقات ہیں۔   𝑃کی سم میں نقطہ    جن کے اکائی ب 

ر𝑓اور     بک

 

  ہیں(Constants)مستقلات  bاور  مان لیجیے کہ  تفاعل ہو اور میزانیایک تفرق پ 

 

 ہیں: ب

 

 درجہ ذیل درس

a) 
𝜕

𝜕𝑡
[𝑎𝑟1(𝑡)] = 𝑎

𝜕

𝜕𝑡
[𝑟1(𝑡)] 

b) 
𝜕

𝜕𝑡
[𝑟1(𝑡) ± 𝑟2(𝑡)] =

𝜕

𝜕𝑡
[𝑟1(𝑡)] ±

𝜕

𝜕𝑡
[𝑟2(𝑡)] 

c) 
𝜕

𝜕𝑡
[𝑎𝑟1(𝑡) + 𝑏𝑟2(𝑡)] = 𝑎

𝜕

𝜕𝑡
[𝑟1(𝑡)] + 𝑏

𝜕

𝜕𝑡
[𝑟2(𝑡)] 

d) 
𝜕

𝜕𝑡
[𝑓(𝑡)𝑟1(𝑡)] = 𝑓(𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
[𝑟1(𝑡)] +

𝜕

𝜕𝑡
[𝑓(𝑡)]𝑟1(𝑡) 

e) 
𝜕

𝜕𝑡
[𝑟1(𝑡). 𝑟2(𝑡)] =

𝜕

𝜕𝑡
[𝑟1(𝑡)]. 𝑟2(𝑡) + 𝑟1(𝑡).

𝜕

𝜕𝑡
[𝑟2(𝑡)] 

f) 
𝜕

𝜕𝑡
[𝑟1(𝑡) × 𝑟2(𝑡)] =

𝜕

𝜕𝑡
[𝑟1(𝑡)] × 𝑟2(𝑡) + 𝑟1(𝑡) ×

𝜕

𝜕𝑡
[𝑟2(𝑡)] 

2.3.2  

ٹ
 

ک
 ی

ٹ

 (Gradient)گرپک

 (

ٹ
 

ک
 ی

ٹ

 ( Gradient of a Scalar Point Functionکسی میزانی نقطہ تفاعل کا گرپک

رض کیجیے کہ

 

رداروں ایک میزانی نقطہ تفاعل ہے  ف کی سم میں ب الترتی 𝑘̂،𝑗̂،𝑖̂جس کے سمتی مشتقات اکائی ب 

𝜕𝑓

𝜕𝑧
،

𝜕𝑓

𝜕𝑦
,

𝜕𝑓

𝜕𝑥
رداری ۔ہیں    ب 

 

ب

 کو    تفاعل کے

ٹ
 

ک
 ی

ٹ

  ∇بکا   گرپک
ع

 

مب
ر کتے ہیں جو درجہ ذیل طریقہ سے 

 
 ررف ہےسے ظاہ

∇
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+

𝜕𝑓

𝜕𝑧
 

اگر  اب 

𝑟̅ = 𝑥𝑖̂ + 𝑦𝑗̂ + 𝑧𝑘̂ 

⇒ 𝑑𝑟̅ = (𝑑𝑥)𝑖̂ + (𝑑𝑦)𝑗̂ + (𝑑𝑧)𝑘̂ 

 ایک میزانی نقطہ تفاعل ہو ت   اگر

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑧
 

= (𝑖̂
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕𝑓

𝜕𝑧
) ⋅  (𝑖̂𝑑𝑥 + 𝑗̂𝑑𝑦 + 𝑘̂𝑑𝑧) 
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∇  

 کا الجبرا

ٹ
 

ک
 ی

ٹ

   کوئی مستقل ہے،  اور    دو  میزانی نقطہ تفاعل ہیںاور   اگر     :(Algebra of Gradient)گرپک

 

 ب

a) ∇( ) 

b) ∇( ) ( ) ( ) 

c) ∇( ) 

 ۔ ثبوت 

a) ∇( ) ̂ 𝜕( )

𝜕𝑥
+ ̂ 𝜕( )

𝜕𝑦
+ ̂ 𝜕( )

𝜕𝑧
 

= (𝑖̂
𝜕𝑓1

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕𝑓1

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕𝑓1

𝜕𝑧
) ± (𝑖̂

𝜕𝑓2

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕𝑓2

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕𝑓2

𝜕𝑧
) 

 

b) ∇( ) ̂ 𝜕( )

𝜕𝑥
+ ̂ 𝜕( )

𝜕𝑦
+ ̂ 𝜕( )

𝜕𝑧
 

= 𝑖̂ {𝑓1

𝜕(𝑓2)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑓1)

𝜕𝑥
𝑓2} + 𝑗̂ {𝑓1

𝜕(𝑓2)

𝜕𝑦
+

𝜕(𝑓1)

𝜕𝑦
𝑓2} + 𝑘̂ {𝑓1

𝜕(𝑓2)

𝜕𝑧
+

𝜕(𝑓1)

𝜕𝑧
𝑓2} 

= {𝑖̂𝑓1

𝜕(𝑓2)

𝜕𝑥
+ 𝑗̂𝑓1

𝜕(𝑓2)

𝜕𝑦
+ 𝑘̂𝑓1

𝜕(𝑓2)

𝜕𝑧
} + {+𝑖̂

𝜕(𝑓1)

𝜕𝑥
𝑓2 + 𝑗̂

𝜕(𝑓1)

𝜕𝑦
𝑓2 + 𝑘̂

𝜕(𝑓1)

𝜕𝑧
𝑓2} 

= 𝑓1 {𝑖̂
𝜕𝑓2

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕𝑓2

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕𝑓2

𝜕𝑧
} + {+𝑖̂

𝜕𝑓1

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕𝑓1

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕𝑓1

𝜕𝑧
} 𝑓2 

= 𝑓1(∇𝑓2) + (∇𝑓1)𝑓2 

c) ∇( ) ̂ 𝜕( )

𝜕𝑥
+ ̂ 𝜕( )

𝜕𝑦
+ ̂ 𝜕( )

𝜕𝑧
 

= 𝑎 {𝑖̂
𝜕(𝑓1)

𝜕𝑥
} + 𝑎 {𝑗̂

𝜕(𝑓1)

𝜕𝑦
} + 𝑎 {𝑘̂

𝜕(𝑓1)

𝜕𝑧
} 

= 𝑎 {𝑖̂
𝜕(𝑓1)

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕(𝑓1)

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕(𝑓1)

𝜕𝑧
} 

 

سطہ سط 
م

 (Level Surface ):  رض کیجیے کہ

 

𝑃اگر ایک نقطہ   کوئی حقیقی عدد ہے۔  cاور   ایک میزانی نقطہ تفاعل ہے  ف ∈ 𝑆   اس طرح سے

ا ہے کہ  

 

𝑓(𝑃)وجود رکھ = 𝑐   

 

سطہ سط کہتے ہیں۔ 𝑆ہو، ب
م
 عد ی فضا  𝑓 ،مختلف اقدار کے لیے کی  c  کو 

لب
  میں سہ ا

م
خاندان   یک سط کا ا  ہسط
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   𝑄اور     ایک میزانی نقطہ تفاعل ہو کہاگر   ہے۔ یت د تشکیل

 

𝑃اگر ایک نقطہ   کوئی دبکا گیا نقطہ  ہے،  ب ∈ 𝑆   ا ہے کہ

 

اس طرح سے وجود رکھ

𝑓(𝑃) = 𝑐 = 𝑓(𝑄)   

 

سطہ سط کہتے ہیں۔   میں  𝑄کو نقطہ   Sہو، ب
م

 

ردار ارمل ب 

 

 ( Unit normal vector to the surface) کسی سط پر اکائی ب

رض کیجیے کہ 

 

,𝑓(𝑥 ف 𝑦, 𝑧)  

 

,𝑓(𝑥 ایک میزانی تفاعل ہے، ب 𝑦, 𝑧) = 𝑐   ردار ارمل ب 

 

ا ہے  اور اس سط پر اکائی ب

 

ر کب
 
اس   ایک سط کو ظاہ

 طرح سے حاصل ہوگا 

 

,𝑃(𝑥  نقطہ کا  𝑓  کسی میزان ۔ 1 قضی  𝑦, 𝑧)   ردار پر ا ہے۔     کی سم میں سمتی مشتق  𝑒̅  اکائی ب 

 

 ہوب

 ہم جانتے ہیں کہ   ثبوت: 

𝑑𝑓

𝑑𝑠
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑠
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑠
+

𝜕𝑓

𝜕𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑠
 

= (𝑖̂
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕𝑓

𝜕𝑧
) ∙ (𝑖̂

𝑑𝑥

𝑑𝑠
+ 𝑗̂

𝑑𝑦

𝑑𝑠
+ 𝑘̂

𝑑𝑧

𝑑𝑠
) 

= ∇𝑓 ⋅ 𝑒̅ 

ردارکا   𝑓  میزان جو کہ    ہے۔   کی سم میں سمتی مشتق  𝑒̅  اکائی ب 

,𝑓(𝑥مان لیجیے کہ   ۔ 2 قضی  𝑦, 𝑧) = 𝑐   سطہ سط
م

   کوئی مستقل ہے،  c جہاں  ،ہے

 

ردار  ب سطہ سط    ب 
م

ارمل 

 

ا  (Normal)   پر ب

 

ہوب

 ہے۔

رض کیجیے کہ   ثبوت: 

 

,𝑃(𝑥ف 𝑦, 𝑧) کسی سط پر ایک نقطہ ہے اوراس   پر𝑡̅  ردار ہے۔ ,𝑃(𝑥 ہم جانتے ہیں کہ ایک اکائی مماسی ب  𝑦, 𝑧)  کا مقام

ردار  ہے  ب 

𝑟 = 𝑥𝑖̂ + 𝑦𝑗̂ + 𝑧𝑘̂ 

𝜕𝑟

𝜕𝑠
= 𝑖̂

𝜕𝑥

𝜕𝑠
+ 𝑗̂

𝜕𝑦

𝜕𝑠
+ 𝑘̂

𝜕𝑧

𝜕𝑠
= 𝑡̅ 

 اب  

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑐 

 

 لیکن  
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∴ (𝑖̂
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕𝑓

𝜕𝑧
) ∙ (𝑖̂

𝜕𝑥

𝜕𝑠
+ 𝑗̂

𝜕𝑦

𝜕𝑠
+ 𝑘̂

𝜕𝑧

𝜕𝑠
) = 0 

𝛻
⃗

ر کہ 
 
سطہ سط  ، یعنی  ہے  مماسی مستوی پر عمودی ∇جس سے ظاہ

م
ارمل   ہے۔ 

 

 پر ب

ردار   اگر  ۔ 3قضی  سطہ سط  𝑛̅اکائی  ب 
م

  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑐   کے نقطہ𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)پر 𝑓  رھتی ہوئی سم میں

ٹ

ارمل   ہے کی ب 

 

کوئی   c، جہاں  ب

   ۔مستقل ہے

 

 ب

∇
𝜕

𝜕̅
̅ 

سطہ سط  کہ چوں  ثبوت: 
م

ارمل   ہے اور  

 

 کہ   کوئی میزانیہ ہے اس طرح سے  پر ب

∇ ̅ 

  

 

 کی سم میں سمتی مشتق  کا    ب

𝜕𝑓

𝜕𝑛̅
= 𝛻𝑓. 𝑛̅ 

= 𝑙𝑛̅. 𝑛̅ 

= 𝑙(𝑛̅. 𝑛̅) = 𝑙       [ردار ہے  [چوں کہ 𝑛̅ ایک  اکائی  ب 

 اس لیے 

 

𝛻 کی مطلق قدر  ∇ : 1نوٹ 

ا ہے  جس میں  اس سم میں      ۔ 4 قضی 

 

ردار ہوب رین قدر وجود رکھتی ہے   ایک ب 

 

 ۔ کی اعظم ب

,𝑃(𝑥  کا  نقطہ 𝑓  کسی تفاعل  ثبوت:  𝑦, 𝑧) ردار .𝑓∇کی سم میں سمتی مشتق     𝑒̅ پر  اکائی ب  𝑒̅ ا ہے

 

 ، یعنی ہوب

𝜕𝑓

𝜕𝑠
= 𝛻𝑓. 𝑒̅ = (

𝜕𝑓

𝜕𝑛̅
𝑛̅) . 𝑒̅ 

=
𝜕𝑓

𝜕𝑛̅
(𝑛̅. 𝑒̅) 

ردار ہے 𝑃 کسی سط کے نقطہ جہاں   ارمل ب 

 

 اس لیے ۔پر اکائی ب
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𝜕𝑓

𝜕𝑠
=

𝜕𝑓

𝜕𝑛̅
𝑐𝑜𝑠(𝑒̅, 𝑛̅) 

,𝑃(𝑥  کا  نقطہ 𝑓  تفاعل  𝑦, 𝑧) ردار رین ہوگا اگر     کی سم میں سمتی مشتق   𝑒̅  پر  اکائی ب 

 

ر اور  اعظم ب
 
کے درمیان  ذاویہ صفر ہو۔ اس سے ظاہ

ا ہے کہ  

 

ردار   ہوب  کے متوازی ہے۔  ب 

ارمل  کے ساتھاس لیے 

 

رین ہوگا۔   سمتی مشتق سط پر ب

 

 اعظم ب

ارمل )

 

ح کے کسی نقطہ پر مماسی مستوی اور ب

صط

 ( Tangent plane and Normal to the surfaceکسی 

رض کیجیے کہ 

 

,𝑓(𝑥 ف 𝑦, 𝑧)اور    ایک میزانی تفاعل ہے𝑟 ̂ ̂ ̂
  ہے

 

,𝑓(𝑥 ، ب 𝑦, 𝑧) = 𝑐    ایک سط  ہے  اور اس سط کے

ارمل خ کی   پر مماس مستوی نقطہ

 

 گ ں طرح سے حاصل ہوب الترتی درجہ ذیل  مساوات اور ب

𝑟)  مماس مستوی − ̅) ∙ 

ارمل خ

 

𝑟)  ب − ̅) × 

 کو کہ اور   ، اگر ۔1مثال 

 

 
اب

 

  ب

 

 ب

 

 دبکا ہےحل۔

𝑓 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 

⇒
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 1,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 1,

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 1 

∴ 𝛻𝑓 = 𝑖̂
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 𝑖̂ + 𝑗̂ + 𝑘̂

 اسی  طرح 

𝑔 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
 

⇒
𝜕𝑔

𝜕𝑥
= 2𝑥,

𝜕𝑔

𝜕𝑦
= 2𝑦,

𝜕𝑔

𝜕𝑧
= 2𝑧 

∴ 𝛻𝑔 = 𝑖̂
𝜕𝑔

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕𝑔

𝜕𝑧
= 2𝑥𝑖̂ + 2𝑦𝑗̂ + 2𝑧𝑘̂ 

 اور 
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∴ 𝛻ℎ = 𝑖̂
𝜕ℎ

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕ℎ

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕ℎ

𝜕𝑧
= (𝑦 + 𝑧)𝑖̂ + (𝑧 + 𝑥)𝑗̂ + (𝑥 + 𝑦)𝑘̂ 

 اس لیے

[𝛻𝑓, 𝛻𝑔, 𝛻ℎ] = (𝑖̂ + 𝑗̂ + 𝑘̂) ⋅ {(2𝑥𝑖̂ + 2𝑦𝑗̂ + 2𝑧𝑘̂) × ((𝑦 + 𝑧)𝑖̂ + (𝑧 + 𝑥)𝑗̂ + (𝑥 + 𝑦)𝑘̂)} 

= |
1 1 1

2𝑥 2𝑦 2𝑧
𝑦 + 𝑧 𝑧 + 𝑥 𝑥 + 𝑦

| = 0 

𝑟 اگر ۔2مثال  = 𝑥𝑖̂ + 𝑦𝑗̂ + 𝑧𝑘̂  دکھائیے کہ  

 

  ( b)    (a) ہو ب

 دبکا ہے ( a) حل۔

𝑟 = 𝑥𝑖̂ + 𝑦𝑗̂ + 𝑧𝑘̂ 

⇒ 𝑟 = |𝑟| = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

⇒ 𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
 

⇒ 2𝑟
𝜕𝑟

𝜕𝑥
= 2𝑥, 2𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑦
= 2𝑦, 2𝑟 

𝜕𝑟

𝜕𝑧
= 2𝑧 

⇒
𝜕𝑟

𝜕𝑥
=

𝑥

𝑟
,
𝜕𝑟

𝜕𝑦
=

𝑦

𝑟
,
𝜕𝑟

𝜕𝑧
=

𝑧

𝑟
 

∴ 𝛻𝑟 = 𝑖̂
𝜕𝑟

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕𝑟

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕𝑟

𝜕𝑧
 

= (
𝑥

𝑟
) 𝑖̂ + (

𝑦

𝑟
) 𝑗̂ + (

𝑧

𝑟
) 𝑘̂ 

=
1

𝑟
(𝑥𝑖̂ + 𝑦𝑗̂ + 𝑧𝑘̂)

=
⃗

𝑟
 

(b )  اسی  طرح 

𝛻(𝑟𝑛) = (𝑛𝑟𝑛−1
𝜕𝑟

𝜕𝑥
) 𝑖̂ + (𝑛𝑟𝑛−1

𝜕𝑟

𝜕𝑦
) 𝑗̂ + (𝑛𝑟𝑛−1

𝜕𝑟

𝜕𝑧
) 𝑘̂ 
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= 𝑛𝑟𝑛−1 {(
𝑥

𝑟
) 𝑖̂ + (

𝑦

𝑟
) 𝑗̂ + (

𝑧

𝑟
) 𝑘̂} 

= 𝑛𝑟𝑛−1 (
1

𝑟
) (𝑥𝑖̂ + 𝑦𝑗̂ + 𝑧𝑘̂) 

= 𝑛𝑟𝑛−1
𝑟

𝑟
 

∴ 𝛻(𝑟𝑛) = 𝑛𝑟𝑛−2𝑟 

𝑛 = ا ہے 1−

 

 درج کنے پر ہمیں حاصل ہوب

 

   اگر ۔3مثال 

 

,1)کا نقطہ   ہو ،ب −2,  کی سم میں سمتی مشتق  حاصل  کیجیے۔پر    (1−

 دبکا ہے حل۔ 

𝑓 = 4𝑥𝑧2 + 𝑥2𝑦𝑧 

⇒                   
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 2𝑥𝑦𝑧 + 4𝑧2,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑥2𝑧,

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 𝑥2𝑦 + 8𝑥𝑧 

∴ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑓 = 𝛻𝑓 = 𝑖̂
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕𝑓

𝜕𝑧
 

= (2𝑥𝑦𝑧 + 4𝑧2)𝑖̂ + (𝑥2𝑧)𝑗̂ + (𝑥2𝑦 + 8𝑥𝑧)𝑘̂ 

,1)نقطہ    −2, پر    (1−

𝑓 = 4 + 4 𝑖 + −1 𝑗 + −2 − 8 𝑘 

= 8𝑖̂ − 𝑗̂ − 10𝑘̂ 

𝑎⃗   دبکا ہے = 2𝑖̂ − 𝑗̂ − 2𝑘̂   

 

  ب

 

,1)کا نقطہ     اب −2,  کی سم میں سمتی مشتق𝑎⃗پر    (1−
𝛻𝑓∙𝑎⃗⃗

|𝑎⃗⃗|
= 
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(8𝑖̂ − 𝑗̂ − 10𝑘̂) ∙ (2𝑖̂ − 𝑗̂ − 2𝑘̂)

3
= 

1

3
(16 + 1 + 20) = 

37

3
= 

رین ہوگا؟  سے کس سم میں   (1,1,2−)نقطہ  ۔ 4مثال 

 

 کا سمتی مشتق  اعظم ب

 دبکا ہے ( a) حل۔

= 𝑥𝑦2𝑧3 

⇒
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝑦2𝑧3,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 2𝑥𝑦𝑧3,

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 3𝑥𝑦2𝑧2 

∴ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑓 = 𝛻𝑓 = 𝑖̂
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕𝑓

𝜕𝑧
 

= (𝑦2𝑧3)𝑖̂ + (2𝑥𝑦𝑧3)𝑗̂ + (3𝑥𝑦2𝑧2)𝑘̂ 

پر    (1,1,2−)نقطہ   

𝛻𝑓 = (8)𝑖̂ + (−16)𝑗̂ + (−12)𝑘̂ 

= 8𝑖̂ − 16𝑗̂ − 12𝑘̂ 

ا ہے۔   کی سم میں  کا سمتی مشتق  

 

رین ہوب

 

 اس لیے  اعظم ب

𝑖̂کے نقطہ  سط  ۔ 5مثال  + 2𝑗̂ + 2𝑘̂ ارمل خ حاصل کیجیے

 

 ۔  پر مماس مستوی اور ب

 دبکا ہے حل۔ 

= 𝑥𝑦𝑧 − 4 

⇒
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝑦𝑧,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑥𝑧,

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 𝑥𝑦 

∴ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑓 = 𝛻𝑓 = 𝑖̂
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑗̂

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+ 𝑘̂

𝜕𝑓

𝜕𝑧
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= (𝑦𝑧)𝑖̂ + (𝑥𝑧)𝑗̂ + (𝑥𝑦)𝑘̂ 

پر    (1,2,2)نقطہ   

𝑓 = 4 𝑖 + 2 𝑗 + 2 𝑘 

= 4𝑖̂ + 2𝑗̂ + 2𝑘̂ 

𝑖̂نقطہ + 2𝑗̂ + 2𝑘̂  پر مماس مستوی 

(𝑟 − 𝑎̅) ∙ 𝛻𝑓 = 0 

𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘 − 𝑖 + 2𝑗 + 2𝑘 ∙ 4𝑖 + 2𝑗 + 2𝑘 = 0 

𝑥 − 1)𝑖 + 𝑦 − 2 𝑗 + 𝑧 − 2 𝑘 ∙ 4𝑖 + 2𝑗 + 2𝑘 = 0 

4 𝑥 − 1 + 2 𝑦 − 2 + 2 𝑧 − 2 = 0 

4𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 − 12 = 0 

2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 6 

 جو کہ ضروری مماس مستوی  کی مساوات ہے۔

ارمل خپر  نقطہ

 

 ب

(𝑟 − ̅) ×  

× = 0 

× = 0 

                                                 𝑦 − 2 𝑧 − 2
4 2 2

= 0 

⇒ [2(𝑦 − 2) − 2(𝑧 − 2)]𝑖̂ − [2(𝑥 − 1) − 4(𝑧 − 2)]𝑗̂ + [2(𝑥 − 1) − 4(𝑦 − 2)]𝑘̂ = 0𝑖̂ + 0𝑗̂ + 0𝑘̂ 

= 0

= 0 
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وں مساوات مدد سے 

 

ک

 

 اس لیے  ت

 

ارمل خ جو کہ ضروری 

 

 کی مساوات ہے۔ ب

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 2.4

 ہو گئے ہوں  گے کہ  اس اکائی کے  
 
ابٓ اس قاب رادرمیزانی نقطہ تفاعل ،  مطالعہ کے بعد  نیز    ۔سمتی مشتق کی تعریف کو سمجھ سکیںی نقطہ تفاعل ،  ب 

 کی مدد سے حل ک سکیں۔  چند  قضیوں اور مثالات کو ان

 (Keywords)کلیدی الفاظ  2.5

رادر، میزانی نقطہ تفاعل   سمتی مشتق، ی نقطہ تفاعل ب 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 2.6

 (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 2.6.1

 ۔ کی تعریف کیجیے میزانی نقطہ تفاعل   .1

دار  .2 ر  ۔ کی تعریف کیجیے  ی نقطہ تفاعل  ب 

 کی تعریف کیجیے۔   سمتی مشتق  .3

 ۔ تعریف کیجیے انتہا کی  کی  میزانی نقطہ تفاعل   .4

دار  .5 ر ۔   نتہا کی کیا ی نقطہ تفاعل  ب   تعریف کیجیے 

   میزانی نقطہ تفاعل  .6

ٹ

ی

 

ٹ ک ن

 

ٹ

ی تعریف کیجیے کے گرپک

ک

 ۔ 

دار  .7 ر  ی نقطہ تفاعل  ب 

ٹ
 

ک
ی  

ٹ

۔   کی   کے گرپک  تعریف کیجیے 

 ۔ کی تعریف کیجیے مسلسل میزانی نقطہ تفاعل     .8
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رداری    نقطہ تفاعل  .9  ۔کی تعریف کیجیےمسلسل ب 

پر   .10    -ڈیلٹا  کسی نقطہ 

 

 ۔ کی تعریف کیجیے ہمسائ

 مماس مستوی کی تعریف کیجیے۔کسی سط پر  .11

ارمل خ کی تعریف کیجیے۔ کسی سط پر  .12

 

 ب

 ( Short Answer Type Questionsمختصر جواب ات کے حامل سوالات) 2.6.2

 کو کہ اور   ، اگر   1

 

 
اب

 

  ب

 

 ب

 

  ہو اگر   2

 

,1,1)نقطہ  ، ب  ۔ کیجیےمعلوم پر   (2−

 (Long Answer Type Questions)طویل جواب ات کے حامل سوالات 2.6.3

  دکھائیے کہ  اگر   1

 

  ( b)    (a) ہو ب

   اگر   2

 

رین پر    (1,2,0)کا نقطہ   ہو ،ب

 

کی سم میں سمتی مشتق  حاصل  کیجیے۔اس کی  اعظم ب

 ۔قدربھی حاصل کیجیے

   اگر   3

 

,2)کا نقطہ   ہو ،ب  کی سم میں سمتی مشتق  حاصل  کیجیے۔  پر    (1,1−

ارمل خ حاصل کیجیے کے نقطہ  سط   4

 

 ۔  پر مماس مستوی اور ب

ارمل خ حاصل کیجیے کے نقطہ  سط   5

 

 ۔  پر مماس مستوی اور ب
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ردار کا  ۔  3اکائی  ورجینسب 

 

 اور  کل ڈائ

(Divergence and curl of a Vector ) 

را 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   3.0

 مقاص    3.1

ورجینس اور کل   3.2

 

ردار کا ڈائ  ب 

 اکتسابی نتائج   3.3

 کلیدی الفاظ   3.4 

 نمونہ امتحانی سوالات    3.5 

 معروضی جواب ات کے حامل سوالات  3.5.1  

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات   3.5.2  

 طویل جواب ات کے حامل سوالات  3.5.3  
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 ( Introduction)تمہید 3.0

رداری تفاعل کے کل  پچھلی اکائی میں   کے ب ارے میں معلومات حاصل کی۔ اس ااکائی میں ہم ب 

ٹ
 

ک

 

 ئ

ٹ

کسی میزانی نقطہ تفاعل کے گرپک

ا سیکھیں گے

 

ورجینس کی جانکاری حاصل کیں گے۔اور ان کے متعلق چندقضیوں اور  مثالات کو حل کب

 

رداری علم احصا     ۔  اور ڈائ ورجینس ب 

 

ڈائ

ا ہے جس پر  

 

رداری  یک امیں اس شرح کو بیان کب    کسی   فیلڈ  ب 
 ھ
پ

ک نقطہ پر  اای

 

ا ہے۔ حقیقی  بکا  لی

 

علاقے    جا سکتا ہے کہ کسی  تصور کیا  یہ  ،میں  زندگ  سکڑب

ر  
 
رقی  لسیا  بہتا ہے، موسم کے نمونوں، ب ائپوں میں  لکتنا سیا  اس میں  بکاسے ب اہ ا ہے۔  جیسے  مقناطیسی   کا بہاؤ، اور ب 

 

ر کب

 

ر کو متاب
 
ورجینس    مظاہ

 

ڈائ

ا ہے جس سے ہمیں ایک میزانی قدر  حاصل ہوتی  

 

رداری تفاعل پر لاگو ہوب ب  دبکا گیا تفاعل    ہے۔  ایک عامل ہے جو کہ کسی  ایک میزانی نقطہ    اگر 

  اس کےتفاعل ہے

 

ورجینس کا کوئی مطلب نہیں رہتا ہے ، ب

 

 ۔ ڈائ

رداری  تصور    تیضیابکا کا ر       (curlکل)    ،میں  تطبیعی    کسی  نگردش کو بیا  کی   فیلڈ  ب 
 

ا ہے۔ ج

 

شے کو    میں کسیکے بہاؤ کے    لسیا   کب

ت اس کا ا ہے 

 

ا ہے کہ شے     (curl کل )رکھا جاب

 

ار کے گرد کیسے   زفیلڈ  مقناطیسی  بکا  ،  ہے  گھومتی  کیسے  یہ بتاب

 

ب  لے جانے والے 

ٹ
 

ا   کب

 

اؤ کب

 

رب   ب 

   ہوائی  ۔ہے

ن 

ھ  جہاز کے 
ک

 

 ی
ٹ

ا ہے،    یہہے۔  جاتی    بنائی   کنے کے لیے  اکل پید  یک ا  شکل اس کے ارد گرد ہوا کے بہاؤ میں  کی  

 

وہ    یہکل لفٹ بناب

 ہے۔  یت اجازت د  رہنے کی  جہاز کو ہوا میں قوت ہے جو ہوائی

 ( Objectives)مقاص 3.1

 ہو جائیں گے کہ  اس اکائی کے اختتام پر طلب
 
ورجینس کی تعریفات کو سمجھ ک ان پر چند  قضیوں اس قاب

 

رداری تفاعل کے کل اور ڈائ   ب 

 سکیں ۔ ک   کو حل  اور  مثالات    سکیںکے ثبوت پیش  ک 

ورجینس اور کل 3.2

 

ردار کا ڈائ  (Divergence and curl of a Vector) ب 

ورجینس کسی  

 

ردار کا ڈائ رض کیجیے ( :Divergence of a Vector)  ب 

 

رداری نقطہ تفاعل ہے، ایک کہ  ف ر ب   بک

 

   مسلسل تفرق پ 

 

کے ب

ورجینس کو    

 

ر کتے ہیں اور   ⃗⃗ 𝑑𝑖𝑣ڈائ
 
 اس کا ضابطہ درجہ ذیل ہےسے ظاہ

 

     اگر

 

 ہو، ب
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𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕𝑓

𝜕𝑧
 

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑦

+
𝜕

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑧
 

 

ر کیا    جسے     لاپلاس ین عامل    :( Laplacian Operator)عامل     لاپلاثین  
 
ا سے ظاہ

 

  کے گھماؤ کی   فیلڈ  ہے جو کسی عامل    قیتفر  ایک   ہے،  جاب

رض کیجیے کہ   شرح کو ماپتا ہے۔  کی  یلیتبد

 

رداری   ف    ہے  تفاعل      نقطہ    ایک ب 

 

ورجینس  ، ب

 

 کا ڈائ

ٹ
 

ک
 ی

ٹ

لاپلاس ین عامل   کی تعریف  سے       کے گرپک

 ہوتی ہے۔ 

 

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
 

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧

+
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧

+
𝜕

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
 

=
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2

+
𝜕2

𝜕𝑧2
                           ∵  

=مساوات نوٹ:   𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2 + 𝜕2

𝜕𝑧2 =  لاپلاس ین مساوات کہتے ہیں۔کو   0

ردار   ل ب 

ٹ  

پ ا

 

رض کیجیے کہ  :( Solenoidal Vector) سولے ب

 

رداری  ف   ہے تفاعل     نقطہ  ایک ب 

 

ردار  کو  ، ب  ل ب 

ٹ  

پ ا

 

 کہتے ہیں اگر   سولے ب

 

ردار کا  کسی   رض کیجیے ( :Curl of a Vector)   کل ب 

 

رداری نقطہ تفاعل ہے،  ایک کہ  ف ر ب   بک

 

  مسلسل تفرق پ 

 

بکا   کو     کلکے ب

ر کتے ہیں اور 
 
 اس کا ضابطہ درجہ ذیل ہےسے ظاہ
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رداری نقطہ تفاعل ہوایک    اگر ر ب   بک

 

  تفرق پ 

 

 ، ب

×
𝜕

𝜕𝑥
+ ×

𝜕

𝜕𝑦
+ ×

𝜕𝑓

𝜕𝑧
 

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑦

+
𝜕

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑧
 

= (𝑖̂ × 𝑖̂
𝜕𝑓1

𝜕𝑥
+ 𝑖̂ × 𝑗̂

𝜕𝑓2

𝜕𝑥
+ 𝑖̂ × 𝑘̂

𝜕𝑓3

𝜕𝑥
)

+ (𝑗̂ × 𝑖̂
𝜕𝑓1

𝜕𝑦
+ 𝑗̂ × 𝑗̂

𝜕𝑓2

𝜕𝑦
+ 𝑗̂ × 𝑘̂

𝜕𝑓3

𝜕𝑦
)

+ (𝑘̂ × 𝑖̂
𝜕𝑓1

𝜕𝑧
+ 𝑘̂ × 𝑗̂

𝜕𝑓2

𝜕𝑧
+ 𝑘̂ × 𝑘̂

𝜕𝑓3

𝜕𝑧
) 

×چوں کہ ×     اور ×

         اس کے علاوہ

 

 ب

𝜕

𝜕𝑥
−

𝜕

𝜕𝑥
+ −

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
−

𝜕

𝜕𝑧
 

𝜕

𝜕𝑦
−

𝜕

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑧
−

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑥
−

𝜕

𝜕𝑦
 

رداری  تفا نوٹ:  رداری تفاعل مستقل ب       عل ہو ت اگر دبکا گیا  ب 

ردار ردار کا کل صفر ہو :( Irrotational Vector)غیر گردشی ب  ا ہے اگر اس ب 

 

ردار  کہلاب ردار غیر گردشی ب   ، یعنی  کوئی ب 
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رض کیجیے قضی۔  

 

رداری تفاعلا ،کہ  ف ر ب   بک

 

رض کیجیے اور    ہیں تمسلسل تفرق پ 

 

ر میزانی تفاعل ہے، ایک کہ  ف  بک

 

  مسلسل تفرق پ 

 

  ب

 

 
اب

 

ب

 کیجیے کہ  

a) 𝑑𝑖𝑣 ⃗⃗ ( ) ∙ ⃗⃗ (𝑑𝑖𝑣 ⃗⃗ ) 

b)  

c) 𝑔𝑟𝑎𝑑 (⃗⃗ ∙ ⃗⃗ ) (⃗⃗ ∙ )⃗⃗ + (⃗⃗ ∙ )⃗⃗ ⃗⃗ ( ⃗⃗ ) ⃗⃗ ( ⃗⃗ ) 

 (a) ثبوت۔  

𝑑𝑖𝑣 ⃗⃗ ∙ ( ⃗⃗ ) 

∙  

∙ ∙ ∙  

∙ ∙

∙  

∙ ∙ ∙ ∙  

∙ 𝑑𝑖𝑣  

(b) 

 

×  

× × ×  

× ×

×  
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× × × ×  

× 𝑐𝑢𝑟𝑙  

(c)  

𝑔𝑟𝑎𝑑 (⃗⃗ ∙ ⃗⃗ ) ∇(⃗⃗ ∙ ⃗⃗ ) 

∙  

∙ ∙ ∙  

∙ ∙ ∙ ∙

∙ ∙  

= (𝑖̂𝑓 ∙
𝜕

𝜕𝑥
(𝑔⃗) + 𝑗̂𝑓 ∙

𝜕

𝜕𝑦
(𝑔⃗) + 𝑘̂𝑓 ∙

𝜕

𝜕𝑧
(𝑔⃗))

+ (𝑖̂
𝜕

𝜕𝑥
(𝑓) ∙ 𝑔⃗ + 𝑗̂

𝜕

𝜕𝑦
(𝑓) ∙ 𝑔⃗ + 𝑘̂

𝜕

𝜕𝑧
(𝑓) ∙ 𝑔⃗) 

= (𝑔⃗ ∙ ∇)𝑓 + (𝑓 ∙ ∇)𝑔⃗ + 𝑔⃗ × (𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑓) + 𝑓 × (𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑔⃗) 

     اگر ۔1مثال 

 

 کو   حاصل  ×اور   ∙ب

 دبکا ہےحل۔

 ۔ہیں  یہاں

⇒
𝜕𝑓1

𝜕𝑥
= 2𝑥𝑦,

𝜕𝑓2

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝑓3

𝜕𝑧
= 2𝑦 

∵ 𝑑𝑖𝑣 𝑓 = ∇. 𝑓 =
𝜕𝑓1

𝜕𝑥
+

𝜕𝑓2

𝜕𝑦
+

𝜕𝑓3

𝜕𝑧

∴ ∇ ∙ 𝑓 = 2𝑥𝑦 + 0 + 2𝑦 = 2𝑦(𝑥 + 1) 
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 اسی  طرح 

×
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
 

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

2𝑧 + 2𝑥 + 0 − 0 + −2𝑧 − 𝑥2
 

= 2(𝑧 + 𝑥)𝑖̂ − (𝑥2 + 2𝑧)𝑘̂ 

 کو کہ اگر ۔2مثال 

 

 
اب

 

  ب

 

  (b)    (a)، ب

 دبکا ہے (a)حل۔

 

∙
𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧

(b) 

×
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
 

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝑦
−

𝜕

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑧
−

𝜕

𝜕𝑥

+
𝜕

𝜕𝑥
−

𝜕

𝜕𝑦
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0 − 0 + 0 − 0 + 0 − 0  

 

 کو کہ اگر ۔3مثال 

 

 
اب

 

  ب

 

رداری تفاعل ہے۔   ، ب  ل ب 

ٹ  

پ ا

 

 ایک سولےب

 دبکا ہے حل۔ 

 کنے کے لیے کہ

 

 
اب

 

ورجینس معلوم کیں گے۔ اس کے لیے یہ ب

 

رداری تفاعل ہے، ہم اس کا ڈائ  ل ب 

ٹ  

پ ا

 

ہمیں دیے گئے  پہلے  ایک سولےب

را  کا ب الحاظ     

 

 
ا ہوگاب الترتی   اور ،  تفاعل کے تمام ا ج

 

روی تفرق حاصل کب

 

 
 ، یعنیج

∙
𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
 

رداری تفاعل ہے۔اس لیے دبکا گیا تفاعل    ل ب 

ٹ  

پ ا

 

ایک سولےب

 کو کہ  اگر ۔4مثال 

 

 
اب

 

  ب

 

رداری تفاعل ہے۔ ، ب  ایک غیر گردشی ب 

 دبکا ہے حل۔ 

 

 کنے کے لیے کہ

 

 
اب

 

رداری تفاعل ہے، ہم اس کا  کل  معلوم کیں گےیہ ب  یعنی ، ایک غیر گردشی ب 

 

×
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
 

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
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𝜕

𝜕𝑦
−

𝜕

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑧
−

𝜕

𝜕𝑥

+
𝜕

𝜕𝑥
−

𝜕

𝜕𝑦

−1 + 1 + 1 − 1 + cos 𝑦 − cos 𝑦  

 

رداری تفاعل ہے۔ اس لیے دبکا گیا تفاعل   ایک غیر گردشی ب 

   ہو ،   اگر ۔5مثال 

 

ب
2
 حاصل  کو   

 دبکا ہےحل۔

2

=
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2

2 + −2 + 0

  اگر ۔6مثال 

 

 ۔کیجیے حاصل  ، ب

 دبکا ہے حل۔ 

 

×
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
 

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
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𝜕

𝜕𝑦
−

𝜕

𝜕𝑧

+
𝜕

𝜕𝑧
−

𝜕

𝜕𝑥

+
𝜕

𝜕𝑥
−

𝜕

𝜕𝑦

−3𝑥 + 3𝑥 + −3𝑦 + 3𝑦 + −3𝑧 + 3𝑧  

 

     اگر ۔7مثال 

 

  کیجیے کہ    ہو، ب

 

 
اب

 

∇ب × 

 ہم جانتے ہیں کہ حل۔ 

∇ ×  

× ×

×

× × ×

∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙

∙ ∙ ∙  

∙ ∙ ∙
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  اگر ۔8مثال 

 

,1)نقطہ  ہو،  ب  پر ذیل   (1,1−

 

 
اب

 

 کیجیے کو ب

(a)    ∇ ∙ ⃗⃗
(b) ∇ × ⃗⃗ ̂

 

 دبکا ہے (a)حل۔

 ۔ہیں  یہاں

∙
𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧

,1)نقطہ  کی قدر  ∙پر    (1,1−

∴ 𝛻 ∙ 𝑓 = 2(1)(1) − 6(−1)2(1)3 + (1)(−1)2 

(b) 

×
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
 

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝑦
−

𝜕

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑧
−

𝜕

𝜕𝑥

+
𝜕

𝜕𝑥
−

𝜕

𝜕𝑦

2𝑥𝑦𝑧 + 6𝑦3𝑧2 + 𝑥2 − + −0 − 0  

2𝑥𝑦𝑧 + 6𝑦3𝑧2 + 𝑥2 −  

,1)نقطہ  کی قدر  ×پر    (1,1−
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× 2(1) −1 1 + 6 −1 3 1 2 + 1 2 −  

−2 − 6 + 1 −

 ( Learning Outcomes) اکتسابی نتائج 3.3

ورجینس اور کل کی تعریفات کو سمجھ     مطالعہ کے بعد آپاس اکائی کے  

 

اور  اس کے متعلق کچھ قضیوں کے ثبوت کو    گے  ںگئے ہوڈائ

ا سیکھ گئے ہوں گےاور ان پر مبنی چند مثالات کے حل حاصل  ک 

 

 ۔ ب

 (Keywords)کلیدی الفاظ 3.4

ورجینس 

 

ردار،  کل، ڈائ  نقطہ تفاعل، میزان، ب 

 ( Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات 3.5

 ( Objective Answer Type Questionsمعروضی جواب ات کے حامل سوالات) 3.5.1

ورجینس کی تعریف کیجیے۔  .1

 

 ڈائ

 ۔ کل کی تعریف کیجیے  .2

ورجینس   .3

 

ڈائ کا  اہے۔   _______________کسی مستقل تفاعل 

 

 ہوب

 ۔   ہے   _______________لاپلاسی مساوات  .4

داری نقطہ تفاعل   اگر  .5 ر ب  یہ    کوئی  ت   ۔   ہے   _______________اگر   کہلائےگا    Irrotational  ہو، 

ت یہ   اگر  .6 داری نقطہ تفاعل ہو،  ر ب  دار    کوئی  ر ب   ل 

ٹ  

پ ا

 

 ۔   ہے   _______________کہلائےگا  اگر سولےب

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات  3.5.2

 کیجیے کہ   .1

 

 
اب

 

 ب

 کیجیے کہ   .2

 

 
اب

 

 ب

,1)ہو ت نقطہ   اگر .3  ۔ حاصل کیجیےاور  پر  (1,1−

2∇دکھائیے کہ   .4 (
1

𝑟
) = 0 

 (Long Answer Type Questionsطویل جواب ات کے حامل سوالات) 3.5.3

ری  .1

 

صااتی ف

 

ب

 

خ
م

ورجینس اور کل ب الحاظ کسی کارتیسی 

 

 کیجیے کہ ڈائ

 

 
اب

 

  ( Invariant)  متنوےغیر   (Cartesian Coordinate Frame)ب
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 ۔رہتا ہے

 کیجیے اگر    .2

 

 
اب

 

  ب

 

ردار ہے، ب   کہکوئی مستقل ب 

 کیجیے کہ    .3

 

 
اب

 

[𝑓(𝑟)]2∇ب =
𝑑2𝑓

𝑑𝑟2 +
2

𝑟

𝑑𝑓

𝑑𝑟
 اور     جہاں ،   

4. 𝑛  کی کس قدر کے لیے𝑟𝑛𝑟̅  ل ہے؟ 

ٹ  

پ ا

 

 اور    جہاں   ایک سولے ب

)ہو ت نقطہ   اگر .5  ۔حاصل کیجیے 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝑓پر  (
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ل    ۔ 4اکائی 
م
ک

 

ن

رداری   ب 

Vector Integration) ) 

را 

 

 
 اکائی کے اج

 تمہید   4.0

 مقاص    4.1

ل   4.2
م
ک

 

ن

رداری  ل  خطی :ب 
م
ک

 

ن

 

 اکتسابی نتائج   4.3

 کلیدی الفاظ   4.4

 نمونہ امتحانی سوالات    4.5

  معروضی جواب ات کے حامل سوالات  4.5.1 

 مختصر جواب ات کے حامل سوالات   4.5.2 

 طویل جواب ات کے حامل سوالات  4.5.3 
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 (Introduction)تمہید 4.0

ا ہے۔ہم گزشتہ درجوں میں یہ ب ات پڑھ اور سمجھ چکے ہیں کہ  

 

ل تفرق کا معکوس عمل  ہوب
م
ک

 

ن

ل   
م
ک

 

ن

رداری  رداری میدان   یک ا   ب  کو    ب 

ل    یہ ہے۔    یقہطر  یک حجم پر مربوط کنے کا ا   بکا، سط  منحنی
م
ک

 

ن

ردار یکے تصور کو     تفاعل    ب 

 

ا ک لاگو  ی

 

ا    یک ابھی    نتیج    کاہے، جس  ب

 

ردار ہوب ہے۔  ب 

  کہ  
 

ل ج
م
ک

 

ن

لکے  تفاعل خطوط کے ساتھ کسی  منحنی  کسی خطی 
م
ک

 

ن

ا ہے۔ اس کی 

 

  کی   مدد سےکی  قوت  کسی  پر (Path) ہرا، کسی   یحتشر  کا حساب لگاب

لہے۔    جا سکتی  جانے والے کام سے کی
م
ک

 

ن

رداری میدان   میں  خطی  ردار    نقل مکانی   قکے ساتھ تفرمنحنی  اور    میزانی ضربکے    ب  ا  ب 

 

کا حساب لگاب

امل ہے۔

 

لپھر  ش
م
ک

 

ن

رداری میدانکو  خطی  راور پیرمیزانی ضرب کے  ب 

ٹ

ک
ردار    نقل مکانی ق تفرپر  ینجر کی  ام ا ہے  کو مربوط ککے شمار کیاب 

 

   ۔جاب

ا، کسی  کی یعےقوت کے ذر کسی

 

   کی ان قوت کے مید گئے کام کا حساب لگاب

 

رقی (Potential)صلاحک ا، ب 

 

  ان مید مقناطیسی بکا کا پتہ لگاب

ل حاصل  کے  
م
ک

 

ن

ا  خطی 

 

ا، راست میں  یہکے بہاؤ کا تجز  لسیا،  کب

 

خطوط    ہموار منحنی  ،کا حساب لگان(Transfer)  کل منتقلی  کی  (Heat) تپش  کب

احاصل    اور سطحیں

 

ل کے چند اطلاقات ہیںکب
م
ک

 

ن

 ۔ خطی 

 (Objectives)مقاص 4.1

 ہو
 
رداری کہ جائیں گے اس اکائی کی تکمیل پر آپ کو اس قاب ل اور   ب 

م
ک

 

ن

ل  کو سمجھ خطی
م
ک

 

ن

ک اس سے متعلق چند مسئلوں کا حل حاصل   

ل کے متعلق  خطی۔ ساتھ ہی  ک سکیں
م
ک

 

ن

 کسکیں اور چند مثالوں پر ان قضیون کو لاگو ک کے ان کا 

 

 
اب

 

 ک سکیں۔   حاصل  حل کچھ قضیوں  کو ب

ل  4.2
م
ک

 

ن

رداری  ل  ب 
م
ک

 

ن

 (  :(Vector Integration: Line Integral :خطی  

ل
م
ک

 

ن

رداری   ( Vector Integration)ب 

رض کیجیے کہ 

 

ر    ایک کا   𝑡کسی میزانی متغیر    𝐹⃗(𝑡)  ف  بک

 

ردار  تفرق پ  اور مان لیجیے کہ    تفاعل ہے    یب 

𝑑𝐹⃗(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡)    ،  

 

ل   𝑓(𝑡)ب
م
ک

 

ن

کا 

∫ 𝑓⃗(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝐹⃗⃗(𝑡) اور    ہوگا𝐹⃗(𝑡)   کو𝑓(𝑡) وو

ٹ

کب
کمٹ
پ

 کہتے ہیں۔  (Primitive)کا پر

 𝑓(𝑡)  

ٹ

وو کا س

ٹ

کب
کمٹ
پ

ل کہتے ہیں ،  𝑓(𝑡)جس کو  کے  تمام پر
م
ک

 

ن

ا ہےکا غیر متعین 

 

 درجہ ذیل ہوب

∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝐹⃗(𝑡) + 𝐶 

ا ۔   ۔ ایک  خودمختار مستقل ہے 𝐶جہاں  

 

ل یکتا نہیں ہوب
م
ک

 

ن

ا ہے کہ غیر متعین 

 

ر ہوب
 
 اس سے ظاہ

𝑓(𝑡)اگر    = 𝜙1
(𝑡)𝑖̂ + 𝜙2

(𝑡)𝑗̂ + 𝜙3
(𝑡)𝑘̂ تہو ، 

∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = ∫{𝜙1(𝑡)𝑖̂ + 𝜙2(𝑡)𝑗̂ + 𝜙3(𝑡)𝑘̂} 𝑑𝑡 

= 𝑖̂ ∫{𝜙1(𝑡)} 𝑑𝑡 + 𝑗̂ ∫{𝜙2(𝑡)} 𝑑𝑡 + 𝑘̂ ∫{𝜙3(𝑡)} 𝑑𝑡 + 𝐶 
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ل
م
ک

 

ن

 (Definite Integral)معین 

رض کیجیے کہ 

 

𝑡  ف ∈ [𝑎, 𝑏]  

 

ل کو  ، ب
م
ک

 

ن

∫معین  𝑓⃗(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑑𝑡 ر کتے ہیں

 
ل کی  کو 𝑎۔ یہاں    سے ظاہ

م
ک

 

ن

 ( Lower Limit)ذیلی ح 

ل کی ب الائی ح کو   𝑏ور  ا
م
ک

 

ن

(Upper Limit   )  ل  کہتے ہیں۔
م
ک

 

ن

ا ہے    بکا کے طور پر متعارف کا  (Limit)ح  کی(Sum)ت رقم    بکاکو    معین 

 

اگر اس کا    بکا جاب

,𝑎]وقف  𝑏] مخالف مشتق میں(Anti Derivative،) 𝐹  ر  ہے، ت اس کی

 

رق  نقدروں کے درمیا کی  Fپر   ی نقاطقدر آج

 

کے ذریعہ سے حاصل   ف

ل ہےاس طرح ہے۔ہوتی 
م
ک

 

ن

 معین 

∫ 𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑑𝑡 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

𝑓(𝑡)اگر   = 𝜙1(𝑡)𝑖̂ + 𝜙2(𝑡)𝑗̂ + 𝜙3(𝑡)𝑘̂ تہو ، 

∫ 𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑑𝑡 = ∫{𝜙1(𝑡)𝑖̂ + 𝜙2(𝑡)𝑗̂ + 𝜙3(𝑡)𝑘̂}

𝑏

𝑎

𝑑𝑡 

= 𝑖̂ ∫ 𝜙1(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑑𝑡 + 𝑗̂ ∫ 𝜙2(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑑𝑡 + 𝑘̂ ∫ 𝜙3(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑑𝑡 

رض کیجیے کہ   :( Some Standard Results) چند معیاری نتائج 

 

,𝑓ف 𝑔⃗    کسی میزانی متغیر𝑡   ر  بک

 

ردار  کے تفرق پ   ہیں  تتفاعلا  یب 

  درجہ ذیل پر غور کیجیے : اور ہم جانتے    

 

ا ہے،  ب

 

ل تفرق کا معکوس عمل  ہوب
م
ک

 

ن

 ہیں کہ 

(a  ہمیں معلوم ہے کہ  𝑓 ∙ 𝑔⃗  ا ہے

 

 کا تفرق درجہ ذیل ہوب

𝑑(𝑓 ∙ 𝑔⃗) 

𝑑𝑡
=

𝑑𝑓 

𝑑𝑡
∙ 𝑔⃗ + 𝑓 ∙

𝑑𝑔⃗ 

𝑑𝑡
 

    

 

 ب

∫ (
𝑑𝑓 

𝑑𝑡
∙ 𝑔⃗ + 𝑓 ∙

𝑑𝑔⃗ 

𝑑𝑡
) 𝑑𝑡 = 𝑓 ∙ 𝑔⃗ + 𝐶 

 ہے۔ میزان  ایک  𝐶یہاں  

(b  ہمیں معلوم ہے کہ  𝑓 × 𝑔⃗  ا ہے

 

 کا تفرق درجہ ذیل ہوب

𝑑(𝑓 × 𝑔⃗) 

𝑑𝑡
=

𝑑𝑓 

𝑑𝑡
× 𝑔⃗ + 𝑓 ×

𝑑𝑔⃗ 

𝑑𝑡
 

    

 

 ب

∫ (
𝑑𝑓 

𝑑𝑡
× 𝑔⃗ + 𝑓 ×

𝑑𝑔⃗ 

𝑑𝑡
) 𝑑𝑡 = 𝑓 × 𝑔⃗ + 𝐶 

 
س
م

 یہاں

 

ٹ
ل   
ردار  ایک  𝐶ق  ہے۔  ب 

(c  ہمیں معلوم ہے کہ  𝑓2
ا ہے  

 

 کا تفرق درجہ ذیل ہوب



 
53 

 

𝑑(𝑓2) 

𝑑𝑡
= 2𝑓 ∙

𝑑𝑓 

𝑑𝑡
 

    

 

 ب

∫ (2𝑓 ∙
𝑑𝑓 

𝑑𝑡
) 𝑑𝑡 = 𝑓2 + 𝐶 

 ایک میزان ہے۔  𝐶یہاں  

(d ہمیں معلوم ہے کہ 

𝑑 (
𝑑𝑓 

𝑑𝑡
)

2

 

𝑑𝑡
= 2

𝑑𝑓 

𝑑𝑡
∙

𝑑2𝑓 

𝑑𝑡2
 

    

 

 ب

∫ (2
𝑑𝑓 

𝑑𝑡
∙

𝑑2𝑓 

𝑑𝑡2
) 𝑑𝑡 = (

𝑑𝑓 

𝑑𝑡
)

2

+ 𝐶 

 ایک میزان ہے۔  𝐶یہاں  

(e   اگر𝑎⃗  رداری ہے اور  کوئی مستقل ب 

𝑑(𝑎⃗ × 𝑓) 

𝑑𝑡
= 𝑎⃗ ×

𝑑𝑓 

𝑑𝑡
 

    

 

 ب

∫ (𝑎⃗ ×
𝑑𝑓 

𝑑𝑡
) 𝑑𝑡 = 𝑎⃗ × 𝑓 + 𝐶 

(f اگر 

𝑑 (𝑓 ×
𝑑𝑓 

𝑑𝑡
) 

𝑑𝑡
=

𝑑𝑓 

𝑑𝑡
×

𝑑𝑓 

𝑑𝑡
+ 𝑓 ×

𝑑2𝑓 

𝑑𝑡2
= 𝑓 ×

𝑑2𝑓 

𝑑𝑡2
[𝑎⃗ × 𝑎⃗ = [چوں کہ0

 

 

    

 

 ب

∫ (𝑓 ×
𝑑2𝑓 

𝑑𝑡2
) 𝑑𝑡 = 𝑓 ×

𝑑𝑓 

𝑑𝑡
+ 𝐶 

(g   اگر𝑓 = |𝑓 |   ہو اور 

𝑑 (
𝑓

𝑓
) 

𝑑𝑡
=

1 

𝑓

𝑑𝑓 

𝑑𝑡
−

1 

𝑓2

𝑑𝑓 

𝑑𝑡
𝑓 

    

 

 ب

∫ (
1 

𝑓

𝑑𝑓 

𝑑𝑡
−

1 

𝑓2

𝑑𝑓 

𝑑𝑡
𝑓) 𝑑𝑡 =

𝑓

𝑓
+ 𝐶 
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𝑓(𝑡)اگر  ۔ 1مثال  = 𝑒𝑡𝑖̂ + 𝑒2𝑡𝑗̂ + 𝑡𝑘̂  ل ہو ت
م
ک

 

ن

∫متعین  𝑓(𝑡)
1

0
𝑑𝑡 ۔ کی قدر معلوم کیجیے 

رداری تفاعل ہے دبکا گیا  ۔ حل   ب 

𝑓(𝑡) = 𝑒𝑡𝑖̂ + 𝑒2𝑡𝑗̂ + 𝑡𝑘̂ 

  

 

 ب

∫ 𝑓(𝑡)

1

0

𝑑𝑡 = ∫ (𝑒𝑡𝑖̂ + 𝑒2𝑡𝑗̂ + 𝑡𝑘̂)
1

0

𝑑𝑡 

 = 𝑖̂ ∫ 𝑒𝑡
1

0

𝑑𝑡 + 𝑗̂ ∫ 𝑒2𝑡
1

0

𝑑𝑡 + 𝑘̂ ∫ 𝑡
1

0

𝑑𝑡  

= [𝑒𝑡]0
1𝑖̂ +

1

2
[𝑒2𝑡]0

1𝑗̂ + [
𝑡2

2
]

0

1

𝑘̂ 

 = (𝑒 − 1)𝑖̂ +
1

2
(𝑒2 − 1)𝑗̂ +

1

2
𝑘̂ 

𝑓1(𝑡)اگر ۔ 2مثال  = 𝑡𝑖̂ − 𝑡2 𝑗̂ + (𝑡 − 1)𝑘̂   اور𝑓2(𝑡) = 2𝑡2𝑖̂ + 6𝑡𝑘̂  :مندرجہ کی قدر معلوم کیجیے  

 

 ہو ب

(i) ∫ 𝑓1(𝑡) ∙ 𝑓2(𝑡)
2

1
𝑑𝑡 

(ii) ∫ 𝑓1(𝑡) × 𝑓2(𝑡)
2

0
𝑑𝑡 

𝑓1(𝑡) ہمیں دبکا گیا ہے  (i) ۔ حل  = 𝑡𝑖̂ − 𝑡2 𝑗̂ + (𝑡 − 1)𝑘̂   اور𝑓2(𝑡) = 2𝑡2𝑖̂ + 6𝑡𝑘̂   رداری تفاعلات    ہیںدو ب 

  

 

 ب

𝑓1(𝑡) ∙ 𝑓2(𝑡) = 2𝑡3 + 6𝑡2 − 6𝑡 

 اس لیے

∫ 𝑓1(𝑡) ∙ 𝑓2(𝑡)

2

1

𝑑𝑡 = ∫(2𝑡3 + 6𝑡2 − 6𝑡)

2

1

𝑑𝑡 

= ∫(2𝑡3)

2

1

𝑑𝑡 + ∫(6𝑡2)

2

1

𝑑𝑡 + ∫(−6𝑡)

2

1

𝑑𝑡 

= [
2𝑡4

4
]

1

2

+ [
6𝑡3

3
]

1

2

+ [−6
𝑡2

2
]

1

2

 

=
1

2
(24 − 21) + 2(23 − 21) − 3(22 − 21) 

=
1

2
(16 − 2) + 2(8 − 2) − 3(4 − 2) 

= 7 + 12 − 6 

= 13 

(iii) رداری حاصل ضرب حاصل کیں گے  س  سے پہلے ہم دونوں تفاعلات کا ب 
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𝑓1(𝑡) × 𝑓2(𝑡) = |
𝑖̂ 𝑗̂ 𝑘̂

𝑡 −𝑡2 𝑡 − 1
2𝑡2 0 6𝑡

| 

= (−6𝑡3)𝑖̂ − {6𝑡2 − 2𝑡2(𝑡 − 1)}𝑗̂ + (2𝑡4)𝑘̂ 

⇒                                       𝑓1(𝑡) × 𝑓2(𝑡) = (−6𝑡3)𝑖̂ − (8𝑡2 − 2𝑡3)𝑗̂ + (2𝑡4)𝑘̂ … … … . (1) 

با  

∫{𝑓1(𝑡) × 𝑓2(𝑡)}

2

0

𝑑𝑡 = ∫ {(−6𝑡3)𝑖̂ − (8𝑡2 − 2𝑡3)𝑗̂ + (2𝑡4)𝑘̂}
2

0

𝑑𝑡 

= −6𝑖̂ ∫ 𝑡3
2

0

𝑑𝑡 + 𝑗̂ ∫ (8𝑡2 − 2𝑡3)
2

0

𝑑𝑡 + 2𝑘̂ ∫ 𝑡4
2

0

𝑑𝑡 

= −6 [
𝑡4

4
]

0

2

𝑖̂ − [
8𝑡3

3
−

2𝑡4

4
]

0

2

𝑗̂ + 2 [
𝑡5

5
]

0

2

𝑘̂ 

 = −
6

4
(24 − 0)𝑖̂ − (

8(2)3

3
−

2(2)4

4
− 0 + 0) 𝑗̂ + 2 (

(2)5

5
− 0) 𝑘̂ 

= −24𝑖̂ − (
64

3
−

32

4
) 𝑗̂ + (

64

5
) 𝑘̂ 

= −24𝑖̂ − (
256 − 96

12
) 𝑗̂ + (

64

5
) 𝑘̂ 

= −24𝑖̂ − (
40

3
) 𝑗̂ + (

64

5
) 𝑘̂ 

𝑓(𝑡)مان لیتے ہیں کہ    ۔ 3مثال  = 5𝑡2𝑖̂ + 𝑡𝑗̂ − 𝑡3𝑘̂    

 

ل  𝑓(𝑡)  ہو ب
م
ک

 

ن

∫  کا دوسرا  مشتق معلوم کیجیے،  نیز معین  𝑓 ×
𝑑2𝑓

𝑑𝑡2

2

1
𝑑𝑡   کی

 معلوم کیجیے:  بھی  قدر

 ہمیں دبکا گیا ہے کہ ۔ حل 

𝑓(𝑡) = 5𝑡2𝑖̂ + 𝑡𝑗̂ − 𝑡3𝑘̂ 

⇒
𝑑𝑓 

𝑑𝑡
= 10𝑡𝑖̂ + 𝑗̂ − 3𝑡2𝑘̂ 

∫نتیج   (𝑓 ×
𝑑2𝑓 

𝑑𝑡2 ) 𝑑𝑡 = 𝑓 ×
𝑑𝑓 

𝑑𝑡
+ 𝐶  سے کی مدد 

𝑓 ×
𝑑𝑓 

𝑑𝑡
= |

𝑖̂ 𝑗̂ 𝑘̂

5𝑡2 𝑡 −𝑡3

10𝑡 1 −3𝑡2

| 

= (−3𝑡3 + 𝑡3)𝑖̂ − {−15𝑡4 + 10𝑡4}𝑗̂ + (5𝑡2 − 10𝑡2)𝑘̂ 

⇒                                       𝑓 ×
𝑑𝑓 

𝑑𝑡
= −2𝑡3𝑖̂ + 5𝑡4𝑗̂−5𝑡2𝑘̂ 

 ب  ا

∫ 𝑓 ×
𝑑2𝑓

𝑑𝑡2

2

1

𝑑𝑡 = [−2𝑡3𝑖̂ + 5𝑡4𝑗̂−5𝑡2𝑘̂]
1

2
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= (−2(2)3𝑖̂ + 5(2)4𝑗̂−5(2)2𝑘̂)

− (−2(1)3𝑖̂ + 5(1)4𝑗̂−5(1)2𝑘̂) 

= (−14𝑖̂ + 75𝑗̂ − 15𝑘̂) 

𝑓(𝑡)اگر - 4مثال  = 2𝑡3𝑖̂ + 3𝑒3𝑡𝑗̂ − (4 𝑐𝑜𝑠 𝜋𝑡)𝑘̂ہے ت∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

0
  کی قدر معلوم کیجیے۔

𝑓(𝑡)     دبکاگیا ہے   - حل  = 2𝑡3𝑖̂ + 3𝑒3𝑡𝑗̂ − (4 𝑐𝑜𝑠 𝜋𝑡)𝑘̂ 

⇒                  ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

1

0

= (∫ 2𝑡3𝑑𝑡

1

0

) 𝑖̂ + (∫ 3𝑒3𝑡𝑑𝑡

1

0

) 𝑗̂ − (∫ 4 𝑐𝑜𝑠 𝜋𝑡 𝑑𝑡

1

0

) 𝑘̂ 

                                        = [2 ×
𝑡4

4
]

0

1

𝑖̂ + [3 ×
𝑒3𝑡

3
]

0

1

𝑗̂ − [4 ×
𝑠𝑖𝑛 𝜋𝑡

𝜋
]

0

1

𝑘̂ 

                                        = 2 × (
1

4
− 0) 𝑖̂ + (𝑒3 − 1)𝑗̂ −

4

𝜋
× (𝑠𝑖𝑛 𝜋 − 𝑠𝑖𝑛 0)𝑘̂ 

                                        =
1

2
𝑖̂ + (𝑒3 − 1)𝑗̂ 

∫ - 5مثال  [𝑡2𝑖̂ + 7 𝑗̂ − (5 𝑐𝑜𝑠 𝑡)𝑘̂]𝑑𝑡
𝜋

0
 کی قدر معلوم کیجیے۔

 - حل 

∫[𝑡2𝑖̂ + 7 𝑗̂ − (5 𝑐𝑜𝑠 𝑡)𝑘̂]𝑑𝑡

𝜋

0

= (∫ 𝑡2𝑑𝑡

𝜋

0

) 𝑖̂ + 7 (∫ 𝑑𝑡

𝜋

0

) 𝑗̂ − (5 ∫(𝑐𝑜𝑠 𝑡)𝑑𝑡

𝜋

0

) 𝑘̂ 

                                                                     = [
𝑡3

3
]

0

𝜋

𝑖̂ + 7[𝑡]0
𝜋𝑗̂ − 5[𝑠𝑖𝑛 𝑡]0

𝜋𝑘̂ 

                                                                     = (
𝜋3

3
− 0) 𝑖̂ + 7(𝜋 − 0)𝑗̂ − 5(𝑠𝑖𝑛 𝜋 − 𝑠𝑖𝑛 0)𝑘̂ 

                                                                     =
𝜋3

3
𝑖̂ + 7𝜋 𝑗̂ 

∫ - 6مثال  (3𝑡3𝑖̂ + 5𝑡3𝑗̂)
2

0
𝑑𝑡کی قدر معلوم کیجیے۔ 

∫    - حل  (3𝑡3𝑖̂ + 5𝑡3𝑗̂)
2

0
𝑑𝑡 = ∫ (3𝑡3𝑑𝑡)

2

0
𝑖̂ + ∫ (5𝑡3𝑑𝑡)

2

0
𝑗̂ 

= 3 [
𝑡4

4
]

0

2

𝑖̂ + 5 [
𝑡4

4
]

0

2

𝑗 ̂

                                                                    =
3

4
((2)4 − 0)𝑖̂ +

5

4
((2)4 − 0)𝑗 ̂

                                                                    =
3

4
× 16𝑖̂ +

5

4
× 16𝑗̂ 

                                                                    = 12𝑖̂ + 20𝑗̂ 
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 ( Closed Curveبند منحنی) 

رض کیجیے کہ 

 

ری نقطہ  کا    C منحنی  Bنقطہ ہو اور    ابتدائی منحنی کا   A اگر ۔منحنی  ہے یک ا  خلا میں  Cف

 

  پر مبنی   Cطرف  کی  Bسے   A اگر ہو۔  آج

ا ہے۔ اگر دو  سم کو منفی کی Aسے  Bسم مثبت ہو ت 

 

 ۔ ہیں کہتے منحنی کو بند ومنحنی ت   ،دوسرے سے ملتے ہیں یک ا  نقطے سم کہا جاب

 ( Smooth Curveہموار منحنی) 

 تبد   سم میں  بکاکونے    تیز   ہے جس میں   منحنییسیا  یک ا منحنی  ہموار  

 

   قمسلسل تفر  منحنیہموار  نہ ہو۔    یلیاچای

 

رپ   اس میں   یعنیہے،    بک

ردار  اور اس کا    ،ہیں  ت وجود رکھتے   کے مشتقا   رتبوں  تمام   ا رہتا ہے۔    یلمسلسل تبدمماس ب 

 

 ہیں کہ     ہوب

 

کوئی منحنی  ہموار منحنی  اس سے ہم کہہ سکت

ر ہو۔ اگر کسی   بک

 

کاات  موجود ہوں ت اس منحنی کو  قطع وار    کہلاتی ہے اگر یہ مسلسل طور پر تفرق پ  ی

 

حٹ

 

مت

اہی ہموار   

 
 

ہموار (Piecewise)منحنی  میں م

 منحنی کہتے ہیں۔ 

 

 4.1شکل

ل)   خطی 
م
ک

 

ن

Line Integral ) 

   خطی  یک ا
م
ک

 

ن

لجسے     ل،
م
ک

 

ن

 خطی 

 

ن

خ

 

مت

(Curvilinear Integral)ا ہے،    بھی

 

 کہا جاب
م
ک

 

ن

کے  منحنی    یک ا  میںفضا  قسم ہے جہاں    یک ا  کی  ل

ا ہے۔     محسوب کیا کو  تفاعل    کسی    ساتھ

 

ل    یہجاب
م
ک

 

ن

 پھیلا  منحنی   (Arbitrary)  یاختیار  بھی   سے کسی خ  ھ کے تصور کو سید

 

ا   خطوط ی

 

ہے، جس    ب

 ہے۔  اجازت ملتی جمع شدہ قدروں کے حساب کتاب کی خطوط کے ساتھ سے اس منحنی

رض کیجیے کہ  

 

𝑟ف = 𝑓(𝑡) ایک ہموار منحنیC  ا ہے جو دو نقطوں

 

ر کب
 
ا ہے  Bاور  Aکو ظاہ

 

پر    Pکے نقطہ  Cمنحنی  مان لیجیے کہ  اور   کو جوڑب

  منحنی   𝑑𝑠خوسی لمبائی کا مشتق  

 

ردار     Pکے نقطہ    Cہے۔ ب پر مماس کے ساتھ اکائی ب 

𝑑𝑟

𝑑𝑠
= 𝐼  رض کیجیے کہاب  ۔گاہو

 

کے ساتھ    Cمنحنی      𝐹⃗ف

رداری نقطہ  تفاعل ہے  مسلسل  ایک  رو  𝐹⃗پر مماس کے ساتھ    Pنقطہ      اور    ب 

 

 
𝐹⃗(𝑟)کا ج ∙ 𝐼اس لیے    ہے۔ 𝐹⃗(𝑟)    کا  منحنیC    ل     خطیکے ساتھ

م
ک

 

ن

 درجہ ذیل ہوگا 

∫ 𝐹⃗ ∙ 𝐼 𝑑𝑠 = ∫ (𝐹⃗ ∙
𝑑𝑟

𝑑𝑠
)  𝑑𝑠 = ∫ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟 

ل  خطیکے ساتھ مماس     Cکا  منحنی    𝐹⃗      جسے  
م
ک

 

ن

(Tangential Line Integral)     دوسرے الفاظ میں کسی بھی منحنی کے ساتھ   بھی کہتے ہیں۔

ا ہے۔

 

ل کہلاب
م
ک

 

ن

ل خطی 
م
ک

 

ن

 محسوب کیا گیا 

A 

B 

B 
A 
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ل کی پیرامتری شکل 
م
ک

 

ن

 :  (Line Integral in Parametric Form)خطی 

𝑟(𝑡) مان لیجیے کہ   = 𝑥(𝑡)𝑖̂ + 𝑦(𝑡)𝑗̂ + 𝑧(𝑡)𝑘̂, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]  رداری تفاعل ہے جو ایک ہموار منحنی    ایک ر ب   بک

 

کی تعریف   Cتفرق پ 

   

 

ا ہے۔ ب

 

ل کب
م
ک

 

ن

 خطی  

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑠
𝐶

= ∫ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))√(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)

2

+ (
𝑑𝑧

𝑑𝑡
)

2

𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 کہلاتی ہے۔(Simple Closed Curve)ایسی منحنی جو خود کو کہیں پر بھی نہیں کاٹتی ، سادہ بند منحنی    :( Simple Closed Curve) سادہ بند منحنی  

ر 

 

رض کیجیے کہ   :  (Circulation) گردش ی  و داب

 

 اور ایک سادہ بند منحنی ہے Cف

𝐹⃗(𝑟) = 𝐹1𝑖̂ + 𝐹2𝑗̂ + 𝐹3𝑘̂ 

𝑟جہاں    = 𝑥𝑖̂ + 𝑦𝑗̂ + 𝑧𝑘̂       

 

𝑑𝑟ب = 𝑑𝑥𝑖̂ + 𝑑𝑦𝑗̂ + 𝑑𝑧𝑘̂     

 

ل  خطیکے ساتھ    Cکا  منحنی    𝐹⃗ب
م
ک

 

ن

ر  ،

 

  ( Circulation)گردشی  وداب

ر کتے ہیں 
 
ا ہے، جس کو درجہ ذیل طریقہ سے ظاہ

 

 کہلاب

∮ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

= ∮ (𝐹1𝑑𝑥 + 𝐹2𝑑𝑦 + 𝐹3𝑑𝑧)
𝐶

 

رداری میدان کے ذریعہ کیا گیا   ( Work done by a Vector Field) کام ب 

رداری میدان ہے    𝐹⃗مان لیجیے کہ   رداری   𝐶اور  کوئی ب       ہے۔منحنی    یک کدہ ا  نبیا  یعہ کے ذر  𝑟تفاعل    ب 

 

ر شئے  کے ساتھ حرکت    𝐶  ب  بک

 

کے    Fپر  پ 

ا ہے  بکا د یعےکے ذر درجہ ذیل ضابطہجانے والا کام  کیا یعےذر

 

 جاب

𝑊 = ∫ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

 

رہ پر   2نصف قطر  - 7مثال 

 

,𝐹(𝑥کے داب 𝑦) =
(𝑥2+𝑦2)

4
+

𝑥𝑦

2
ل محسوب کیجیے 

م
ک

 

ن

 ۔ کا خطی 

 دبکا  ہے - حل 

𝐹(𝑥, 𝑦) =
(𝑥2 + 𝑦2)

4
+

𝑥𝑦

2
 

رہ کا نصف قطر  میں تبدیل کتے ہیںشکلس  سے پہلے ہم دی گئی منحنی کو پیرامتری 

 

 ہے ،اس لیے2۔ چوں کہ داب

𝑟(𝑡) = 2𝑐𝑜𝑠 𝑡 𝑖̂ + 2𝑠𝑖𝑛 𝑡 𝑗̂, 𝑡 ∈ [0,2𝜋] 

𝑥 کے لیے  اب دیے گئے تفاعل کو پیرامتری شکل میں بدلنے = 2 cos 𝑡 , 𝑦 = 2 sin 𝑡  ہیں  رکھتے 

𝐹(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) =
((2𝑐𝑜𝑠 𝑡)2 + (2𝑠𝑖𝑛 𝑡)2)

4
+

2𝑐𝑜𝑠 𝑡 × 2𝑠𝑖𝑛 𝑡

2
 

=
4 cos2 𝑡 + 4 sin2 𝑡

4
+

4𝑐𝑜𝑠 𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝑡

2
 

= (1 + 2𝑐𝑜𝑠 𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝑡) 

= 1 + sin 2𝑡 

ل  درجہ ذیل ہوگا  
م
ک

 

ن

 اب خطی 
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∫ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))√(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)

2

𝑑𝑡
2𝜋

0

= ∫ (1 + sin 2𝑡)√4 sin2 𝑡 + 4 cos2 𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

 

= ∫ 2(1 + sin 2𝑡)𝑑𝑡
2𝜋

0

 

= 2 [𝑡 −
1

2
cos 2𝑡]

0

2𝜋

 

= 2 [2𝜋 −
1

2
cos 4𝜋 − 0 +

1

2
cos 0] 

= 2 [2𝜋 −
1

2
+

1

2
] 

= 4𝜋 

∫  - 8مثال  𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶
رہ ہے  جس کا نصف قطر    آدھا   کا    نیچے کی طرفCمحسوب کیجیے، جہاں    

 

,𝐹⃗(𝑥اور    ہے   3داب 𝑦) = 2𝑥2𝑦𝑖̂ − 4𝑥 𝑗̂  

 ۔ہے

 دبکا  ہے - حل 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 2𝑥2𝑦𝑖̂ − 4𝑥 𝑗̂ 

رہ ہے  جس کا نصف قطر جو  Cس  سے پہلے ہم دی گئی منحنی 

 

  میں تبدیل کتے ہیں شکلکو پیرامتری  ہے،  3نیچے کی طرف کا  آدھا داب

𝑟(𝑡) = 3𝑐𝑜𝑠 𝑡 𝑖̂ − 3𝑠𝑖𝑛 𝑡 𝑗̂, 𝑡 ∈ [0, 𝜋] 

⇒
𝑑𝑟

𝑑𝑡
= −3𝑠𝑖𝑛 𝑡 𝑖̂ − 3𝑐𝑜𝑠 𝑡 𝑗̂ 

𝑥 کے لیے  اب دیے گئے تفاعل کو پیرامتری شکل میں بدلنے = 3 cos 𝑡 , 𝑦 = −3 sin 𝑡  ہیں  رکھتے 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 2𝑥2𝑦 𝑖̂ − 4𝑥 𝑗̂ 
= 2(3 cos 𝑡)2(−3 sin 𝑡) 𝑖̂ − 4(3 cos 𝑡) 𝑗 ̂

= −54 sin 𝑡 cos2 𝑡 𝑖̂ − 12 cos 𝑡  𝑗 ̂

 اور  

𝐹⃗ ∙
𝑑𝑟

𝑑𝑡
= (−54 sin 𝑡 cos2 𝑡 𝑖̂ − 12 cos 𝑡  𝑗̂) ∙ (−3𝑠𝑖𝑛 𝑡 𝑖̂ − 3𝑐𝑜𝑠 𝑡 𝑗̂) 

= 162 sin2 𝑡 cos2 𝑡 + 36 cos2 𝑡 

= 18[9(1 − cos2 𝑡) cos2 𝑡 + 2 cos2 𝑡] 
= 18(11 cos2 𝑡 − 9 cos4 𝑡) 

= 18 [11 (
1 + 𝑐𝑜𝑠 2𝑡

2
) − 9 (

1 + 𝑐𝑜𝑠 2𝑡

2
)

2

] 

= 18 [11 (
1 + 𝑐𝑜𝑠 2𝑡

2
) − 9 (

1 + 𝑐𝑜𝑠2 2𝑡 + 2 cos 2𝑡

4
)] 

= 18 [11 (
1 + 𝑐𝑜𝑠 2𝑡

2
) − 9 (

1 + (
1+𝑐𝑜𝑠 4𝑡

2
) + 2 cos 2𝑡

4
)] 

= 18 [11 (
1 + 𝑐𝑜𝑠 2𝑡

2
) − 9 (

2 + 1 + 𝑐𝑜𝑠 4𝑡 + 4 cos 2𝑡

8
)] 
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= 18 [
11

2
+

11

2
𝑐𝑜𝑠 2𝑡 −

27

8
−

9

8
𝑐𝑜𝑠 4𝑡 −

9

2
cos 2𝑡] 

= 18 [
17

8
−

9

8
𝑐𝑜𝑠 4𝑡 + cos 2𝑡] 

ل  درجہ ذیل ہوگا  
م
ک

 

ن

 اب خطی 

∫ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

= ∫ (𝐹⃗ ∙
𝑑𝑟

𝑑𝑡
) 𝑑𝑡

𝐶

= ∫ 18 [
17

8
−

9

8
𝑐𝑜𝑠 4𝑡 + cos 2𝑡] 𝑑𝑡

𝜋

0

 

= 18 [
17

8
𝑡 −

9

32
sin 4𝑡 +

1

2
sin 2𝑡]

0

𝜋

 

= 18 [
17

8
𝜋 −

9

32
sin 4𝜋 +

1

2
sin 2𝜋 −

17

8
(0) −

9

32
sin 0 +

1

2
sin 0] 

= 18 [
17

8
𝜋] 

=
153

4
𝜋 

   1سے  1− ۔ 9مثال 
 

ل    ی
م
ک

 

ن

∫خطی  𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

𝐹  جہاں    محسوب کیجیے = 𝑥𝑦𝑖̂ + 𝑦𝑧𝑗̂ + 𝑧𝑥𝑘̂ منحنی  و ر  اC ذیل کے ذریعہ دی گئی ہے

𝑟 = 𝑡𝑖̂ + 𝑡2𝑗̂ + 𝑡3𝑘̂  

 دی گئی منحنی ہے  - حل 

𝑟 = 𝑡𝑖̂ + 𝑡2𝑗̂ + 𝑡3𝑘̂ 

⇒
𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑖̂ + 2𝑡𝑗̂ + 3𝑡2𝑘̂ 

𝑥 کے لیے  کو پیرامتری شکل میں بدلنے منحنی اب دیے گئے  = 𝑡, 𝑦 = 𝑡2, 𝑧 = 𝑡3
 ہیں  رکھتے  

𝐹 = 𝑡(𝑡2)𝑖̂ + 𝑡2(𝑡3)𝑗̂ + 𝑡(𝑡3)𝑘̂ 

= 𝑡3𝑖̂ + 𝑡5𝑗̂ + 𝑡4𝑘̂ 

 اب 

𝐹⃗ ∙
𝑑𝑟

𝑑𝑡
= (𝑡3𝑖̂ + 𝑡5𝑗̂ + 𝑡4𝑘̂) ∙ (𝑖̂ + 2𝑡𝑗̂ + 3𝑡2𝑘̂) 

= 𝑡3 + 2𝑡6 + 3𝑡6𝑘̂ 

= 𝑡3 + 5𝑡6
 

ل  درجہ ذیل ہوگا  
م
ک

 

ن

 اب خطی 

∫ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

= ∫ (𝐹⃗ ∙
𝑑𝑟

𝑑𝑡
) 𝑑𝑡

1

−1

= ∫ (𝑡3 + 5𝑡6)𝑑𝑡
1

−1

 

= [
𝑡4

4
+

5𝑡7

7
]

−1

1

 

=
1

4
+

5

7
−

1

4
+

5

7
 

=
10

7
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ل  ۔ 10مثال 
م
ک

 

ن

∫خطی  𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

𝐹⃗جہاں     محسوب کیجیے = 𝑥2𝑦2𝑖̂ + 𝑦𝑗̂   منحنی  او رC  مکافی𝑦2 = 4𝑥    مستوی  کے ذریعہ𝑥𝑦  نقطہ   میں

  (4,4)سے(0,0)

 

    دی گئی ہے۔ی

𝐹⃗    ہے دبکا - حل  = 𝑥2𝑦2𝑖̂ + 𝑦𝑗̂مکافی اور  ہے 

𝑥 =
1

4
𝑦2

 

⇒ 𝑑𝑥 =
2

4
𝑦𝑑𝑦 

⇒ 𝑑𝑥 =
1

2
𝑦𝑑𝑦 

   (4,4)سے(0,0)نقطہ  میں 𝑥𝑦مستوی  مکافی  چوں کہ 

 

ا ہے اس لیے  ی

 

ل حاصل کب
م
ک

 

ن

ل  درجہ ذیل ہوگا     ہی 
م
ک

 

ن

 خطی 

∫ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

= ∫ (𝑥2𝑦2𝑖̂ + 𝑦𝑗̂) ∙ (𝑑𝑥𝑖̂ + 𝑑𝑦𝑗̂)
4

0

 

= ∫ (𝑥2𝑦2𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦)
4

0

 

= ∫ ((
1

4
𝑦2)

2

(𝑦2)
1

2
𝑦𝑑𝑦 + 𝑦𝑑𝑦)

4

0

 

= ∫ (
1

32
𝑦7𝑑𝑦 + 𝑦𝑑𝑦)

4

0

 

= [
𝑦8

256
+

𝑦2

2
]

0

4

 

=
48

256
+

42

2
− 0 − 0 

=
256 × 256

256
+ 8 

= 264 

ایک خ کے(0،5،1)سے    (1,4,2)نقطہ     - 11مثال  والے  ر شئے   ساتھ حرکت  کو ملانے   بک

 

,𝐹⃗(𝑥پر  پ  𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑖̂ + 3𝑥𝑦𝑗̂ − (𝑥 +

𝑧)𝑘̂ ۔محسوب کیجیے جانے والا کام  کیا  یعےکے ذر 

 قوت  دی گئی  - حل 

𝐹⃗(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑖̂ + 3𝑥𝑦𝑗̂ − (𝑥 + 𝑧)𝑘̂ 

𝑟مان لیجیے کہ   = 𝑥𝑖̂ + 𝑦𝑗̂ + 𝑧𝑘̂     

 

𝑑𝑟ب = 𝑑𝑥𝑖̂ + 𝑑𝑦𝑗̂ + 𝑑𝑧𝑘̂ اس لیے 

𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟 = 𝑥𝑑𝑥 + 3𝑥𝑦𝑑𝑦 − (𝑥 + 𝑧)𝑑𝑧 

 خ کی مساوات  کو ملانے والے  (0،5،1)سے  (1,4,2)نقطہ  

𝑥 − 1

0 − 1
=

𝑦 − 4

5 − 4
=

𝑧 − 2

1 − 2
= 𝑡(مان لیجیے) 

⇒            
𝑥 − 1

−1
=

𝑦 − 4

1
=

𝑧 − 2

−1
= 𝑡 

⇒            𝑥 = 1 − 𝑡, 𝑦 = 4 + 𝑡, 𝑧 = 2 − 𝑡 

⇒            𝑑𝑥 = −𝑑𝑡, 𝑑𝑦 = 𝑑𝑡, 𝑑𝑧 = −𝑑𝑡, 𝑡 ∈ [0,1] 
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 اب 

𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟 = −(1 − 𝑡)𝑑𝑡 + 3(1 − 𝑡)(4 + 𝑡)𝑑𝑡 + (1 − 𝑡 + 2 − 𝑡)𝑑𝑡 
= (𝑡 − 1)𝑑𝑡 − 3(𝑡2 + 3𝑡 − 4)𝑑𝑡 + (3 − 2𝑡)𝑑𝑡 
= [𝑡 − 1−3𝑡2 − 9𝑡 + 12 + 3 − 2𝑡]𝑑𝑡 
= [−3𝑡2 − 10𝑡 + 14]𝑑𝑡 

 اس لیے کیا گیا کام

    ∫ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

= ∫ [−3𝑡2 − 10𝑡 + 14]𝑑𝑡
1

0
 

= −3 [
𝑡3

3
]

0

1

− 10 [
𝑡2

2
]

0

1

+ 14[𝑡]0
1
 

= −(1 − 0) − 5(1 − 0) + 14(1 − 0) 

= 8 

رہ  - 12مثال 

 

𝑥2   داب + 𝑦2 = 4, 𝑧 = ,𝐹⃗(𝑥  ساتھ کے0 𝑦, 𝑧) = (2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧)𝑖̂ + (𝑥 + 𝑦 − 𝑧)𝑗̂ + (3𝑥 − 2𝑦 − 5𝑧)𝑘̂کی 

ر

 

 ۔محسوب کیجیے  (Circulation)گردشی وداب

 دی گئی منحنی ہے -حل 

𝑥2 + 𝑦2 = 4, 𝑧 = 0 ⇒ 𝑑𝑧 = 0 

 اس کو پیرامتری شکل میں بتدیل کنے پر 

𝑥 = 2 cos 𝑡 , 𝑦 = 2 sin 𝑡 , 𝑧 = 0 

𝐹⃗(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧)𝑖̂ + (𝑥 + 𝑦 − 𝑧)𝑗̂ + (3𝑥 − 2𝑦 − 5𝑧)𝑘̂روی گردشدرجہ ذیل ہوگ  کی

 

 داب

∮ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

= ∮ (𝐹1𝑑𝑥 + 𝐹2𝑑𝑦 + 𝐹3𝑑𝑧)
𝐶

 

= ∮ [(2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧)𝑑𝑥 + (𝑥 + 𝑦 − 𝑧)𝑑𝑦 + 0]
𝐶

 

= ∮ [(2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧)𝑑𝑥 + (𝑥 + 𝑦 − 𝑧)𝑑𝑦]
𝐶

 

رہ کے لیے

 

𝑡داب ∈ [0,2𝜋] روی گردش اس لیے

 

 داب

= ∮ [(2 × 2 cos 𝑡 − 2 sin 𝑡 + 0)(− 2sin 𝑡)𝑑𝑡 + (2 cos 𝑡 + 2 sin 𝑡 − 0)(2 cos 𝑡)𝑑𝑡]
2𝜋

0

 

= ∮ (−8 sin 𝑡 cos 𝑡 + 4 sin2 𝑡 + 4 cos2 𝑡 + 4 sin 𝑡 cos 𝑡)𝑑𝑡
2𝜋

0

 

= ∮ (4 − 4 sin 𝑡 cos 𝑡)𝑑𝑡
2𝜋

0

 

= 2 ∮ (2 − sin 2𝑡)𝑑𝑡
2𝜋

0

 

= 2 [2𝑡 +
cos 2𝑡

2
]

0

2𝜋
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= 2 [4𝜋 + cos 4𝜋 − 0 −
1

2
] 

= 2 [4𝜋 − 1 −
1

2
] 

= 8𝜋 − 3 

 

 (Learning Outcomes)اکتسابی نتائج 4.3

 ہو
 
رداری  کہ  گئے ہوں گے    اس اکائی کی تکمیل پر آپ اس قاب ل حاصل ک سکیں  ب 

م
ک

 

ن

۔  اس کے علاوہ  طال  علم کو تفاعل کا تفرق اور 

ردار  مماس   ارمل   ب 

 

ب ردار    اور  رپک  ہموار منحنی کی  ب 

 

ا چاہیے۔ م

 

، یہ س  بھی معلوم ہوجاب ا ہے 

 

ردار تفاعل کب عمودی ہوب ب  اور کوئی  رق، 

 

کا ف کے بیچ 

 تعریف ،اس کی مثال اور مختلف  پروپرٹیز بھی معلوم ہو جانی چاہیے۔

 (Keywords)کلیدی الفاظ  4.4

ل
م
ک

 

ن

ل،  
م
ک

 

ن

ل، واجبی 
م
ک

 

ن

ل، معین 
م
ک

 

ن

رداری   بند منحنی  ، ہموار منحنی،  مماس، رفتار، ب 

 (Model Examination Questions)نمونہ امتحانی سوالات  4.5

  (Objective Answer Type Questions)معروضی جواب ات کے حامل سوالات 4.5.1

 کی تعریف کو۔   ہموار منحنی  .1

 ؟ سے آپ کیا سمجھتے ہو بند منحنی   .2

ل  .3
م
ک

 

ن

 ۔ کی تعریف کیجیےخطی 

رداری میدان کے ذریعہ کی گئے کام  .4  سے اپٓ کیا سمجھتے ہیں؟ ب 

 (Short Answer Type Questions)مختصر جواب ات کے حامل سوالات  4.5.2

ل   .1
م
ک

 

ن

∫خطی  𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

𝐹⃗جہاں     محسوب کیجیے = 3𝑥𝑦𝑖̂ − 𝑦2𝑗̂   ر 𝑦مکافی  Cمنحنی  او  = 2𝑥2
ذریعہ     نقطہ   میں  𝑥𝑦مستوی  کے 

   (1,2)سے(0,0)

 

    دی گئی ہے۔ی

رہ   .2

 

𝑥2   داب + 𝑦2 = 1, 𝑧 = ,𝐹⃗(𝑥  ساتھ کے0 𝑦, 𝑧) = 𝑦𝑖̂ + 𝑧𝑗̂ + 𝑥𝑘̂روی گردش کی

 

 ۔محسوب کیجیے  (Circulation)داب

𝑓(𝑡)اگر  .3 = 𝑒𝑡𝑖̂ + 𝑒−2𝑡𝑗̂ + 𝑡𝑘̂  ل ہو ت
م
ک

 

ن

∫متعین  𝑓(𝑡)
1

0
𝑑𝑡 ۔کی قدر معلوم کیجیے 
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 (Long Answer Type Questions) سوالاتطویل جواب ات کے حامل  4.5.3

ر   ساتھ حرکت  کو ملانے والے ایک خ کے(0,5,1)سے    (1,4,2)نقطہ   .1  بک

 

,𝐹⃗(𝑥پر    ذرہ  پ  𝑦, 𝑧) = 3𝑥2𝑖̂ + (2𝑥𝑧 − 𝑦)𝑗̂ − 𝑧𝑘̂ 

 ۔محسوب کیجیے جانے والا کام  کیا  یعےکے ذر

2. ∫ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

,𝐹⃗(𝑥کو محسوب کیجیے ، جہاں  𝑦, 𝑧) = 3𝑥2𝑖̂ + (2𝑥𝑧 − 𝑦)𝑗̂ + 𝑧𝑘̂    کو ملانے والے ایک  (2,1,3)  نقطہ  مبدا سے

رداری میدان   ساتھ خ کے  ۔ ہے ب 

,𝐹⃗(𝑥اگر   .3 𝑦, 𝑧) = 3𝑥2𝑖̂ + (2𝑥𝑧 − 𝑦)𝑗̂ + 𝑧𝑘̂     

 

ب ∫ہو  𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

سے  کو   خ (1,0,0)  نقطہ  مبدا  والے   ملانے  ،نقطہ   کو 

 ۔ محسوب کیجیے    ساتھکے   کو ملانے والے خ (1,1,1)سے   (1,1,0)نقطہ   اور کو ملانے والے  خ  (1,1,0)نقطہ  سے  (1,0,0)

 

 

ر کدہ  

 

 اکتسابی مواد تجوبک
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1. Calculus, 3
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2. Basic Multivariable Calculus, Marsden, J.E., Tromba, A. (2004), Springer (SIE), First 
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 Distance Mode, Bachelor of Science)بیچلر آف ساینس(ضریعہفاصلاتی 

,2025Semester Examinationسمسٹر  دوسرا 

nd

2 

رداری علم احصا )   Paper :BNMM202DET,(Mathematics) Vector Calculus( ب 

ات:

 

اب

 
 

:Maximum Marks     Time 25جملہ ن

 
 

 گھنٹے2Hrs:وق

 

 ہدابکات: 

ً ہے۔ تمام حصوں سے   ا

 

ارب

 

ر جواب کے لیے لفظوں کی تعداداش
 
یہ پرچہ سوالات تین حصوں پر مشتمل ہے: حصہ اول، حصہ دوم اور حصہ سوم۔ ہ

 سوالوں کا جواب دینا  لازمی ہے۔ 

ر سوال کا جواب    5حصہ اول میں   ۔ 1
 
ا/مختصر جواب والے سوالات ہیں۔ ہ

 

لازمی سوالات ہیں جو کہ معروضی سوالات/خالی جگہ پر کب

ر سوال کے لیے 
 
𝟓)     نمبر مختص ہے۔ 1لازمی ہے۔ہ × 𝟏 = 𝟓 𝐌𝐚𝐫𝐤𝐬) 

ر سوال کے لیے  چارسوالات ہیں۔ اس میں سے طال  علم کو کوئی    6حصہ دوم میں   ۔ 2
 
نمبرات مختص    3سوالات کے جواب دینے ہیں۔ہ

𝟒)        ہیں۔ × 𝟑 = 𝟏𝟐 𝐌𝐚𝐫𝐤𝐬) 

ر سوال کے لیے  ہے  جواب دینا  کا  سوالایک  سوالات ہیں۔ اس میں سے طال  علم کو کوئی    دو  حصہ سوم میں   ۔ 3
 
نمبرات مختص ہیں۔   8۔ ہ

         (𝟏 × 𝟖 = 𝟖 𝐌𝐚𝐫𝐤𝐬) 

 حصہ اول 

 .1سوال 

(i) lim
𝑡→1

〈2𝑡2𝑖̂ − 3𝑡 𝑗̂ + 𝑡3𝑘̂〉 = ⋯ 

A. 2𝑖̂ − 3 𝑗̂ + 𝑘̂ .B −3 𝑗̂ + 𝑘̂ .C 2𝑖̂ − 3 𝑗̂ .D 2𝑖̂ + 3 𝑗̂ − 𝑘̂ 

(ii) ۔ ہموار منحنی کی تعریف کیجیے 

(iii)   اگر𝑟(𝑡) =  𝑎⃗𝑒𝑘𝑡𝑖̂ + 𝑏⃗⃗𝑒−𝑘𝑡𝑗̂  جہاں ہے،  تفاعل  رداری  ب  ردار ہیں𝑏⃗⃗اور     𝑎⃗ ایک  ب  کون  مستقل  سے  میں  ذیل  درجہ    

 

،ب

 ہے

 

   درس

.A 𝑟′′ = 𝑘2𝑟 .B 𝑟′′ − 𝑟 = 0 .C 𝑟′ = 𝑘2𝑟 .D 𝑟′′ = 𝑘𝑟 

(iv)  ل
م
ک

 

ن

 ۔ کی تعریف کیجیےخطی 

(v)   رداری تفاعل 𝑟(𝑡)ب  = 𝑡3𝑖̂ + 𝑒𝑡𝑗̂ − 7 cos(𝜋𝑡) 𝑘̂۔ ہے _________لیے پہلا مشتق  کے 
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 حصہ دوم 

 

ور  𝑟′(𝑡)مندرجہ ذیل ویکٹر تفاعل کے لیے    .2  معلوم کیجیے 𝑟′′(𝑡)ا

(i) 𝑟(𝑡) = 3𝑡2𝑖̂ + 𝑡−1𝑗̂ + 𝑒3𝑡𝑘̂ 

(ii) 𝑟(𝑡) = sin t 𝑖̂ + 3 cos 𝑡 𝑗̂ 

ا ہے  جس میں  اس سم میں   .3

 

ردار ہوب رین قدر وجود رکھتی ہے   ایک ب 

 

 ۔ کی اعظم ب

رہ   .4

 

𝑥2   داب + 𝑦2 = 4, 𝑧 = ,𝐹⃗(𝑥  ساتھ  کے0 𝑦, 𝑧) = (2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧)𝑖̂ + (𝑥 + 𝑦 − 𝑧)𝑗̂ + (3𝑥 − 2𝑦 −

5𝑧)𝑘̂روی گردش کی

 

 ۔ محسوب کیجیے  (Circulation)داب

ردارمقام  .5   کہ رفتار  𝑟(𝑡)  ب 
 

 ہے  دی گیا𝑟(0)اور ابتدائ مقام  𝑣⃗(𝑡)بتایے ج

𝑣⃗(𝑡) = 𝑡3𝑖̂ − 𝑒𝑡𝑗̂ + 3𝑘̂, 𝑟(0) = 𝑖̂ + 2 𝑗̂ + 3𝑘̂ 

ل  .6
م
ک

 

ن

∫خطی  𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

𝐹⃗جہاں    محسوب کیجیے  = 3𝑥𝑦𝑖̂ − 𝑦2𝑗̂   منحنی او رC  مکافی𝑦 = 2𝑥2
میں نقطہ   𝑥𝑦مستوی  کے ذریعہ  

   (1,2)سے(0,0)

 

    دی گئی ہے۔ی

,1)ہو ت نقطہ   اگر .7  ۔ حاصل کیجیےاور  پر  (1,1−

2∇دکھائیے کہ   (
1

𝑟
) = 0 

 

 حصہ سوم 

∫ا .8 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

جہاں   ، کیجیے  محسوب  ,𝐹⃗(𝑥کو  𝑦, 𝑧) = 3𝑥2𝑖̂ + (2𝑥𝑧 − 𝑦)𝑗̂ + 𝑧𝑘̂    سے ملانے  (2,1,3)  نقطہ  مبدا  کو 

رداری میدان   ساتھوالے ایک خ کے  ۔ہے ب 

رہ .9

 

𝑥2     داب + 𝑦2 = 4, 𝑧 = ,𝐹⃗(𝑥  ساتھ  کے0 𝑦, 𝑧) = (2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧)𝑖̂ + (𝑥 + 𝑦 − 𝑧)𝑗̂ + (3𝑥 − 2𝑦 −

5𝑧)𝑘̂روی گردش کی

 

 ۔ محسوب کیجیے  (Circulation)داب
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 مینول لیب

رداری علم احصا  ب 

(Vector Calculus) 

 )آنرس (بی۔ایس سی۔  

 امپروگر چار سالہ

 )ری اضیسمسٹر )دوسرا 
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رداری تفاعل کے۔ 1کائی ا  مشتق ب 

ٹ
ن

 

 

ڈئ

ٹ

 مسائ  سے متعلق ، تفرقی عامل اور گری 

(Problems on Derivative of Vector Functions, 

Differential Operators and Gradients) 

 

 (Introductionتمہید) 1.0

رداری علم احصا اخ ہے جس کی تشکیل  (Vector Calculus) ب 

 

رداراور  علم احصا ری اضی کی ای  ش وہ تفاعل  تےہیں۔کر  کر مل ب 

ر  
 

 

رداری ہودار جس کی قدر کوئ   ب 
عل
ا ہےتفا

 

ی ہلا
ک

 عدڈی فضااور دو ۔ان تفاعلات کی مدد سے ہم  
لب
 Two and Three Dimensional) سہ ا

Space )  ہیں اور کسی ذرسمجھتفاعل کو آسانی سے    ی ائی  میں پیرامتر 

 

معلوم کیا جا  بھی    کو  گردش   پر( Curved Path)کا کسی منحنی راست   ہ   سکت

رداری تفاعل ۔ ہم اس اکائی میں  سکتا ہے اور    اور تسلسل کی تعریف کریں گے۔  اس کی انتہا  ،  ب  اور میزانی تفاعلات کے مشتقات  رداری  ب  نیز 

 کریں گے۔

 

 
اب

 

 مشتق کے الجبرا پر روشنی ڈالیں گے۔  ساتھ ہی چند قضیوں کو ی

رداری تفاعل   ( Vector Function of Scalar Variable) میزانی متغیر کا ب 

رض

ن

    کیجیے کہ    ف

ٹ

 ہےاور   حقیقی نمبرات کے س

ٹ

𝑡کا تحت س ∈ 𝑆( ای  میزانیہScalarہے )   

 

ر ای    ، ب
 
𝑡ہ ∈ 𝑆    یکتا    کے لیے ای

ردار         ،  ہوگا    𝑟ب 
 

رداری تفاعل    𝑟ب رداری تفاعل کہتے ہیں،یہاں ب  𝑟ہے اور اس کو    𝑆کا دامن 𝑟کو میزانی متغیر کا ب  𝑓(𝑡)  ر کرتے
 
سے ظاہ

,𝑓1ہیں ۔اگر   𝑓2, 𝑓3حقیقی قدری تفاعل𝑟  را

ن

 
ℝ2ں ، توہوکے اج

ℝ3اور  
 ہیں درجہ  ذیل شکل میں لکھ کو 𝑟میں   

 

 سکت

𝑟(𝑡) = 𝑓1(𝑡)𝑖̂ +  𝑓2(𝑡)𝑗̂ … (1) 

𝑟(𝑡) = 𝑓1(𝑡)𝑖̂ +  𝑓2(𝑡)𝑗̂ +  𝑓3(𝑡)𝑘̂ … (2) 

رداری تفاعل کی انتہا   ( Limit of a Vector Function) ب 

رداری  تفاعل ہے جو ان تمام    𝑟مان لیجیے کہ    ررف ہے 𝑡کوئی ب 
ع

 

مب
ردار  ہے اور     جس کا دامن  کے لئے    اگر ای  ب 

 

کی انتہا  𝑟کو   ہے، ب

  کہ
 

ر ای  مثبت عدد کہتے ہیں ،ج
 
ا ہے کہ   ،  اگر ہ

 

 کے لیے اس طرح وجود رکھ

0 < |𝑡 − 𝑎| < 𝛿   کہ 
 

ج |𝑟(𝑡) − 𝑙⃗|  

 ہیں 

 

 ی ا اس کو اس طرح بھی لکھ سکت

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑎

𝑟(𝑡) = 𝑙 

 

 ( Algebra of Limitانتہا کی الجبرا) 

ور    𝑟1(𝑡)مان لیجیے کہ         میزانیکوئی  𝜆(𝑡)اور    ت ہیں  کے تفاعلا𝑡کسی حقیقی متغیر     𝑟2(𝑡)ا
 

𝑡تفاعل ہے ۔ ج → 𝑎    

 

ور 𝑟1(𝑡)    ،𝑟2(𝑡)ب ا

𝜆(𝑡) ا انتہا   کی

ن
 

  ہو (Finite)ہی م

 

 ، ب
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lim
𝑡→𝑎

[𝑟1(𝑡) ± 𝑟2(𝑡)] = lim
𝑡→𝑎

𝑟1(𝑡) ± lim
𝑡→𝑎

𝑟2(𝑡) 

lim
𝑡→𝑎

[𝜆(𝑡)𝑟1(𝑡)] = (lim
𝑡→𝑎

𝜆(𝑡)) (lim
𝑡→𝑎

𝑟1(𝑡)) 

lim
𝑡→𝑎

[𝑟1(𝑡) ∙ 𝑟2(𝑡)] = (lim
𝑡→𝑎

𝑟1(𝑡)) ∙ (lim
𝑡→𝑎

𝑟2(𝑡)) 

lim
𝑡→𝑎

[𝑟1(𝑡) × 𝑟2(𝑡)] = (lim
𝑡→𝑎

𝑟1(𝑡)) × (lim
𝑡→𝑎

𝑟2(𝑡)) 

𝑡تمام ضابطے → 𝑡ی ا   ∞ →   کے لیے بھی ∞−

 

  کہ تمام   درس
 

ا  انتہا ( میں Expressions)  عبارتوں ہیں ج

ن
 

 ہو۔  ہیم

 اب ہم کچھ مثالوں کی مدد سے زہن نشیں کرتے ہیں۔ 

𝑟(𝑡)مان لیے کہ   1- مثال  = 𝑡2𝑖̂ + 5𝑒𝑡𝑗̂ + 7 sin(𝜋𝑡) 𝑘̂  

 

lim، ب
𝑡→0

𝑟(𝑡)  ۔کی قدر معلوم کریں 

 حل۔ 

lim
𝑡→0

𝑟(𝑡) = (lim
𝑡→0

𝑡2) 𝑖̂ + (lim
𝑡→0

5𝑒𝑡) 𝑗̂ + (lim
𝑡→0

7 sin(𝜋𝑡)) 𝑘̂ 

⇒                                            lim
𝑡→0

𝑟(𝑡) = 5 𝑗̂ 

 دوسرا طریقہ

lim
𝑡→0

𝑟(𝑡) = lim
𝑡→0

〈𝑡2, 5𝑒𝑡, 7 sin(𝜋𝑡)〉 

= 〈lim
𝑡→0

𝑡2, lim
𝑡→0

5𝑒𝑡 , lim
𝑡→0

(7 sin(𝜋𝑡))〉 

     = 〈0,5,0〉 

رداری تفاعل کا مشتق  ( Derivative of Vector Function)   ب 

رض کیجیے کہ  

ن

ردارپر ای  وقفہ 𝑟(𝑡)ف 𝑎ہے اور  تفاعل  یب  ∈ 𝐼 اگر  

 

 انتہا ہے۔ ب

lim
𝑡→𝑎

𝑟(𝑡) − 𝑟(𝑎)

𝑡 − 𝑎
 

رداری تفاعل  𝑎کا نقطہ  𝑟(𝑡)تفاعل  وجود رکھتی ہو تو اس انتہا کو   ا ہے کہ ب 

 

𝑡نقطہ    𝑟(𝑡)پر مشتق کہتے ہیں اور یہ کہا جای = 𝑎    ر ہے۔ ڈب 

ن

پر تفرق ی 

ی ا  𝑟′(𝑡)اس کو   

𝑑𝑟 𝑡

𝑑𝑡ر کرتے ہیں
 
 ۔ سے ظاہ

 ( Algebra of Derivatives) مشتقات کا الجبرا

وقفہ  𝑟2(𝑡)اور    𝑟1(𝑡)اگر   ر  کسی  ڈب 

ن

ی  دوتفرق  ردارمیں  اور     یب  ہوں   ر𝑓تفاعل  ڈب 

ن

ی    ای  تفرق 
ی

ن

ن
اورمیزا ہو  فااعل 

 

کہ  ب اور  مان لیجیے 

b  مستقلات(Constants)ہیں  

 

 ہیں:  ب

 

 درجہ ذیل درس

a) 
𝑑

𝑑𝑡
[𝑎] = 0 

b) 
𝑑

𝑑𝑡
[𝑎𝑟1(𝑡)] = 𝑎

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] 

c) 
𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡) ± 𝑟2(𝑡)] =

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] ±

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟2(𝑡)] 

d) 
𝑑

𝑑𝑡
[𝑎𝑟1(𝑡) + 𝑏𝑟2(𝑡)] = 𝑎

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] + 𝑏

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟2(𝑡)] 

e) 
𝑑

𝑑𝑡
[𝑓(𝑡)𝑟1(𝑡)] = 𝑓(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] +

𝑑

𝑑𝑡
[𝑓(𝑡)]𝑟1(𝑡) 

f) 
𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡). 𝑟2(𝑡)] =

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)]. 𝑟2(𝑡) + 𝑟1(𝑡).

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟2(𝑡)] 

g) 
𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡) × 𝑟2(𝑡)] =

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] × 𝑟2(𝑡) + 𝑟1(𝑡) ×

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟2(𝑡)] 
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 ( Acceleration)اور اسراع  ( Velocity) کسی ذرہ کی رفتار  

ردار  𝑃اگر کسی فضا  میں کسی نقطہ   𝑟(𝑡)ہےاور اگر   𝑟کا مقام  ب  = 𝑥(𝑡)𝑖̂ + 𝑦(𝑡)𝑗̂ + 𝑧(𝑡)𝑘̂  نقطہ  

 

رداری تفاعل ہو، ب پر ای  ب 

 

 
 

میں رفتار  tوق

𝑑𝑟

𝑑𝑡
ر کرتے ہیں۔ اسی طرح ای  ذرہ کا کسی نقطہ   𝑣⃗ہوگی اور اس کو ہم   

 
 پراسراع سے ظاہ

𝑑𝑣⃗

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
(

𝑑𝑟

𝑑𝑡
) 

ر کرتے ہیں۔ 𝑎⃗اسراع کو 
 
 سے ظاہ

𝑟(𝑡)اگر   ۔ 2مثال  = 3𝑡𝑖̂ − 15 sin(𝜋𝑡) 𝑗̂ + 3𝑘̂    

 

 ۔ کی قیمت معلوم کیجیے𝑟′′(1)ہو  ب

 گیا ہے دی ا  - حل 

𝑟(𝑡) = 3𝑡𝑖̂ − 15 sin(𝜋𝑡) 𝑗̂ + 3𝑘̂ 

⇒                                                         𝑟⃗⃗
′
(𝑡) = 3𝑖̂ − 15𝜋 𝑐𝑜𝑠(𝜋𝑡) 𝑗̂ 

⇒                                                        𝑟⃗⃗
′′

(𝑡) = 15𝜋2 sin(𝜋𝑡) 𝑗 ̂

⇒                                                       𝑟⃗⃗
′′

(1) = 15𝜋2(0)𝑗̂ = 0 

 (Differential Operators) تفرقی عامل  1.1

رض کیجیے کہ  :( Scalar Point Function) نقطہ میزانی تفاعل 

ن

ر  ای   نقطہ    کسیف
 
ہ دامن   ہے،اگر   سے ای     فضا میں ای  

ا ہو تو   میزان  

 

(  Temperature)کسی کمرہ میں کسی نقطہ پر درجہ حرارتپر میزانی  نقطہ تفاعل کہتے ہیں ۔  جیسے:  کو دامن  مطابقت رکھ

 ای  میزانی نقطہ تفاعل ہے۔

رداری تفاعل   ( Vector Point Functions)نقطہ ب 

رض کیجیے کہ  

ن

ر  ای   نقطہ    کسیف
 
رداری  تفاعل    فضا میں ای  دامن   ہے،اگر  ہ ا ہو تو   سے ای  ب 

 

رادری      کو دامن  مطابقت رکھ پر ب 

  کسی میزانی نقطہ تفاعلنقطہ تفاعل کہتے ہیں ۔  جیسے:

ٹ
ن

 
ردارای  کا گراڈی  ی نقطہ تفاعل ہے۔ب 
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رض کیجیے کہ نقطہ (:Delta Neighbourhood)ڈیلٹا ہم سائ

ن

  ان سبھی نقاط کا   کسی فضا میں ہے اور   Pف

 

ای  مثبت عدد ہے۔ ب

 جن کے لیے فاصلہ  

ٹ

  کہتے ہیں۔ اگر  نقطہ  -کی ڈیلٹا   Pہو ، نقطہ  س

 

   میں سےساخط کر دی ا جائے تو اس کو  -کی ڈیلٹا  Pہمسائ

 

ہمسائ

  کہتے ہیں۔-کی ڈیلٹا  Pخارج  نقطہ 

 

 ہمسائ

رض کیجیے کہ :( Limit) انتہا 

ن

رض کیجیے کہ ای  عدد    Pکسی نقطہ  ف

ن

ررف ای  میزانی نقطہ تفاعل ہے اور فضا میں ہے اورف
ع

 

مب
 پر 

 

کی خارج ہم سائ

ر ای    
 
ا ہو کہ کے لیے  ای  مثبت عدد    ہے۔ اگر ہ

 

 اس طرح وجود رکھ

 

 ہیں 

 

 اس کو ہم اس طرح بھی لکھ سکت

lim
𝑄→𝑃

𝑓 = 𝑙 

رداری نقطہ تفاعل ہے اور  Pکسی نقطہ  اسی طرح اگر   ررف ای  ب 
ع

 

مب
 پر 

 

ردار ہے۔ کی خارج ہم سائ ر ای   ای  ب 
 
کے لیے  اگر ہ

ا ہو کہ ای  مثبت عدد    

 

 اس طرح وجود رکھ

 

 ہیں 

 

 اس کو ہم اس طرح بھی لکھ سکت

lim
𝑄→𝑃

̅ = ̅̅̅̅  

رض کیجیے کہمسلسل  میزانی نقطہ تفاعل :

ن

ررف ای  میزانی نقطہ تفاعل ہے  Pکسی نقطہ  ف
ع

 

مب
 پر 

 

ر ای   کی ہم سائ
 
کے لیے  ای   ۔ اگر ہ

ا ہو کہ مثبت عدد    

 

 اس طرح وجود رکھ

 

ر ای    
 
ا ہو کہ کے لیے  ای  مثبت عدد    اگر ہ

 

 اس طرح وجود رکھ

 

  ہم کہتے ہیں کہ  

 

 مسلسل تفاعل ہے۔ ب

رداری  نقطہ تفاعل :  رض کیجیے کہ مسلسل  ب 

ن

ررف ای  میزانی نقطہ تفاعل ہے  Pکسی نقطہ  ف
ع

 

مب
 پر 

 

ر ای   کی ہم سائ
 
کے لیے  ۔ اگر ہ

ا ہو کہ ای  مثبت عدد    

 

 اس طرح وجود رکھ

 

  ہم کہتے ہیں کہ  

 

 ررداری  تفاعل ہے۔ ب
سلب
سل
م

 

رض کیجیے کہ  نقطہ  میزانی نقطہ تفاعل کا کسی نقطہ پر سمتی مشتق:  

ن

رادر   Aکسی فضا میں ہے اور   Pف سے  ہوکر گزرنے والی   Pکی سمت میں نقطہ اکائی ب 

رض کیجیے کہ Rayای  شعا)

ن

  P( ہے۔ف

 

سے مختلف ہے  Pنقطہ  Qہے۔ مان لیجیے کہ نقطہ   میں ای  میزانی نقطہ تفاعل    Dکی ہم سائ

 ہے۔ اور 

 اگر انتہا  

lim
𝑄→𝑃

𝑓(𝑄) − 𝑓(𝑃)

𝑄𝑃
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رادر   پر   Pکی نقطہ  𝑓وجود رکھتی ہو تو  یہ انتہا     کی سمت میں سمتی مشتق کہلاتی ہے۔ اس کو  اکائی ب 

𝜕𝑓

𝜕𝑆
ر کرتے ہیں،  جہاں

 
𝑆سے ظاہ = 𝑃𝑄 ہے۔ 

رداری  نقطہ تفاعل کا کسی نقطہ پر سمتی مشتق:   رض کیجیے کہ  نقطہ  ب 

ن

رادر    Aکسی فضا میں ہے اور   Pف سے  ہوکر گزرنے والی   Pکی سمت میں نقطہ اکائی ب 

رض کیجیے کہ Rayای  شعا)

ن

  P( ہے۔ف

 

رداری نقطہ تفاعل    Dکی ہم سائ سے مختلف ہے  Pنقطہ  Qہے۔ مان لیجیے کہ نقطہ   میں ای  ب 

 ہے۔ اور 

 اگر انتہا  

lim
𝑄→𝑃

𝑓(̅𝑄) − 𝑓(̅𝑃)

𝑄𝑃
 

رادر   پر   Pکی نقطہ  𝑓وجود رکھتی ہو تو  یہ انتہا     کی سمت میں سمتی مشتق کہلاتی ہے۔ اس کو  اکائی ب 

𝜕𝑓̅

𝜕𝑆
ی ا  

𝜕𝑓̅

𝜕𝑒̅
ر کرتے ہیں،  جہاں

 
𝑆سے ظاہ = 𝑃𝑄  

 ہے۔

 (

ٹ
ن

 
ڈی

ٹ

 ( Gradient of a Scalar Point Functionکسی میزانی نقطہ تفاعل کا گری 

رض کیجیے کہ

ن

رداروں ای  میزانی نقطہ تفاعل ہے  ف ،جس کے سمتی مشتقات اکائی ب  کی سمت میں ی الترتی ،

𝜕𝑓

𝜕𝑧
،

𝜕𝑓

𝜕𝑦
,

𝜕𝑓

𝜕𝑥
   ۔ہیں 

 

ب

 کو   

ٹ
ن

 
ڈی

ٹ

رداری تفاعل کے گری  ررف ہے  ∇ی ا   ب 
ع

 

مب
ر کرتے ہیں جو درجہ ذیل طریقہ سے 

 
 سے ظاہ

∇
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+

𝜕𝑓

𝜕𝑧
 

سطہ سط 
م

 (Level Surface ):رض کیجیے کہ

ن

𝑃کوئی حقیقی عدد ہے۔ اگر ای  نقطہ   cاور   ای  میزانی نقطہ تفاعل ہے  ف ∈ 𝑆  اس طرح سے وجود

ا ہے کہ  

 

𝑓(𝑃)رکھ = 𝑐   

 

سطہ سط کہتے ہیں۔  𝑆ہو، ب
م
 عدڈی فضا 𝑓،مختلف اقدار کے لیے کی cکو 

لب
 ںی م  سہ ا

م
  یت د خاندان تشکیل ی  سط کا ا  ہسط

  اگر ای  نقطہ  𝑄  اور  ای  میزانی نقطہ تفاعل ہو کہاگر  ہے۔

 

𝑃کوئی دی ا گیا نقطہ  ہے،  ب ∈ 𝑆   ا ہے کہ

 

𝑓(𝑃)اس طرح سے وجود رکھ = 𝑐 =

𝑓(𝑄)  

 

سطہ سط کہتے ہیں۔میں  𝑄کو نقطہ  Sہو، ب
م
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 عملی مسائ 1.2

ر 𝐼کسی وقفہ  𝑟2(𝑡)اور   𝑟1(𝑡)اگر   .1 ڈب 

ن

ردارمیں دوتفرق ی  ر𝑓تفاعل ہوں  اور    یب  ڈب 

ن

  ای  تفرق ی 
ی

ن

ن
فااعل ہو میزا

 

 کیجیے    ب

 

 
اب

 

تو ی

کہ 

𝑑

𝑑𝑡
[𝑓(𝑡)𝑟1(𝑡)] = 𝑓(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] +

𝑑

𝑑𝑡
[𝑓(𝑡)]𝑟1(𝑡) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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ر کسی وقفہ  𝑟2(𝑡)اور   𝑟1(𝑡)اگر   2 ڈب 

ن

ردارمیں دوتفرق ی  ر𝑓تفاعل ہوں  اور    یب  ڈب 

ن

  ای  تفرق ی 
ی

ن

ن
فااعل ہو میزا

 

 کیجیے    ب

 

 
اب

 

تو ی

کہ 

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡). 𝑟2(𝑡)] =

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)]. 𝑟2(𝑡) + 𝑟1(𝑡).

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟2(𝑡)] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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ر کسی وقفہ  𝑟2(𝑡)اور   𝑟1(𝑡)اگر   3 ڈب 

ن

ردارمیں دوتفرق ی  ر𝑓تفاعل ہوں  اور    یب  ڈب 

ن

  ای  تفرق ی 
ی

ن

ن
فااعل ہو میزا

 

 کیجیے    ب

 

 
اب

 

تو ی

کہ 

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡) × 𝑟2(𝑡)] =

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟1(𝑡)] × 𝑟2(𝑡) + 𝑟1(𝑡) ×

𝑑

𝑑𝑡
[𝑟2(𝑡)] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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رداری تفاعل   4 𝑟(𝑡)ب  = 𝑡3𝑖̂ + 𝑒𝑡𝑗̂ − 7 cos(𝜋𝑡) 𝑘̂لیے پہلا مشتق حاصل کیجیے۔ کے 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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𝑟(𝑡)اگر  5 = 𝑎⃗𝑒𝑘𝑡𝑖̂ + 𝑏⃗⃗𝑒−𝑘𝑡𝑗̂ رداری تفاعل ہے، جہاں ردار ہیں۔دکھائیے کہ𝑏⃗⃗اور    𝑎⃗ای  ب   مستقل ب 

𝑟′′ = 𝑘2𝑟 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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ردار    ای  ذرہ  6 ا ہے کہ اس کا مقام ب 

 

𝑟(𝑡)اس طرح گردش کری = cos 𝜔𝑡 𝑖̂ + sin 𝜔𝑡 𝑗̂کیجیے کہ   ہو 

 

 
اب

 

  ی

 

.𝑟۔ ب 𝑣⃗ = 0 ،

 ۔ اس ذرہ کی رفتار ہے 𝑣⃗جہاں

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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𝑟(𝑡)اگر  7 = 𝑎⃗𝑒𝑘𝑡𝑖̂ + 𝑏⃗⃗𝑒−𝑘𝑡𝑗̂ رداری تفاعل ہے، جہاں ردار ہیں𝑏⃗⃗اور    𝑎⃗ای  ب    دوسرا مشتق حاصل کیجیےمستقل ب 

 

 ۔،ب
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𝑟(𝑡)اگر   8 = 3𝑡𝑖̂ − 15 sin(𝜋𝑡) 𝑗̂ + 3𝑘̂    

 

 کی قیمت حاصل کیجیے۔کی قیمت 𝑟′′(1)ہو  ب

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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 کیجیے  اور   اگر    9

 

 
اب

 

  ی

 

)∇دو  میزانی نقطہ تفاعل ہیں ،  ب ) ( ) ( ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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 کیجیے  اور   اگر    10

 

 
اب

 

  ی

 

)∇دو  میزانی نقطہ تفاعل ہیں ،  ب ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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 کیجیے   میزانی نقطہ تفاعل ہے اور     اگر    11

 

 
اب

 

  ی

 

)∇کوئی مستقل ہے،  ب ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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 کیجیے کہ  12

 

 
اب

 

,𝑃(𝑥کا  نقطہ 𝑓کسی میزان ی 𝑦, 𝑧)ردار ا ہے کی سمت میں سمتی مشتق 𝑒̅پر  اکائی ب 

 

 ۔ہوی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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ردار    13 سطہ سط   𝑛̅اگر اکائی  ب 
,𝑓(𝑥م 𝑦, 𝑧) = 𝑐   کے نقطہ𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) پر𝑓 ارمل   ہے

ن

رھتی ہوئی سمت میں  ی

ٹ

کوئی مستقل   c، جہاں  کی ب 

 کیجیے   ہے

 

 
اب

 

  ی

 

∇۔ ب
𝜕

𝜕̅
̅ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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 کرو کہ اور   ، اگر   14

 

 
اب

 

  ی

 

 ب

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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  دکھائیے کہ اگر   15

 

 =ہو ب

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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ورجینس ۔2اکائی 

 

رداری اور  کرل ، ڈائ ل ب 
م
ک

 

ن

 مسائ   متعلقسے

(Problems on Divergence, Curl and Vector Integration) 

 

 ( Introduction)تمہید 2.0

ا ہے جس پر  

 

رداری علم احصا میں اس شرح کو بیان کری ورجینس ب 

 

را ڈائ
  
   کسی  فیلڈ  داریی

 ھ
پ

اای  نقطہ پر 

 

ا ہے۔ حقیقی  ی الی

 

  یہ ،میں  زندگی  سکڑی

ر    جا سکتا ہے کہ کسی  تصور کیا
 
ی اہ ی ائپوں میں  لکتنا سیا  اس میں  ی اعلاقے سے  رقی  لسیا  بہتا ہے، موسم کے نمونوں،  ب  اور   جیسے  مقناطیسی   کا بہاؤ، 

ا ہے۔

 

ر کری

 

ر کو متاب
 
ا ہے جس سے ہمیں ای  میزانی قدر  حاصل ہوتی    مظاہ

 

رداری تفاعل پر لاگو ہوی ورجینس ای  عامل ہے جو کہ کسی ب 

 

اگر   ہے۔  ڈائ

ورجینس کا کوئی مطلب نہیں رہتا ہےای  میزانی نقطہ تفاعل ہے دی ا گیا تفاعل 

 

  اس کےڈائ

 

 ۔ ، ب

رداری  تصور    تیضیای ا کا ر  (curlکرل)  ،میں  تطبیعی    کسی  نگردش کو بیا  کی   فیلڈ  ب 
 

ا ہے۔ ج

 

میں کسی شے کو  کے بہاؤ کے    لسیا  کری

کا کرل ) اس  تو  ا ہے 

 

ا ہے کہ شےcurlرکھا جای

 

ار کے گرد کیسے  زفیلڈ  مقناطیسی  ی ا،  ہے  گھومتی  کیسے  ( یہ بتای

 

ی  لے جانے والے 

ٹ
ن

ا   کرب

 

کری اؤ 

 

ری   ب 

   ہوائی۔ہے

ن 

ھ  جہاز کے 
ک

ن

 ی
ی

ا ہے،    یہہے۔  تی  بنائیجا  کرنے کے لیے  اکرل پی   ی  ا  شکل اس کے ارد گرد ہوا کے بہاؤ میں  کی   

 

وہ قوت    یہکرل لفٹ بنای

 ہے۔ یتیاجازت د رہنے کی  جہاز کو ہوا میں ہے جو ہوائی

ورجینس 

 

ردار کا ڈائ رض کیجیے  :   ( Divergence of a Vector)   ب 

ن

رداری نقطہ تفاعل ہے،  ای   کہ  ف ب  ر  ڈب 

ن

  مسلسل تفرق ی 

 

ب

ورجینس کو    

 

ر کرتے ہیں اور  ⃗⃗ 𝑑𝑖𝑣کے ڈائ
 
 اس کا ضابطہ درجہ ذیل ہے سے ظاہ

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕𝑓

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
 

  اگر

 

 ہو، ب

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕𝑓

𝜕𝑧
 

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑧
 

=
𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
 

ردار)  ڈل ب 

ٹ  

ی ا

ن

رض کیجیے کہا:( Solenoidal Vectorسولے ی

ن

رداریف    ہےتفاعل     نقطہ  ی  ب 

 

ردار، ب ڈل ب 

ٹ  

ی ا

ن

 کہتے ہیں اگر   کو سولے ی
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 :( Laplacian Operator) لاپلاس ین عامل   

مل

ے  لاپلاس ین عا
س
 

ج

ر کیا 
 
اہے،ای  سے ظاہ

 

  کے گھماؤ کی فیلڈ ہے جو کسیب عاامل  ق تفر جای

رض کیجیے کہاشرح کو ماپتا ہے۔  کی   یلیتبد

ن

رداریف    ہےتفاعل      نقطہ    ی  ب 

 

ورجینس  ، ب

 

 کا ڈائ

ٹ
ن

 
ڈی

ٹ

لاپلاس ین عامل   کی تعریف  سے       کے گری 

 ہوتی ہے۔ 

 

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
 

𝜕2

𝜕𝑥2
 

=
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
 

رض کیجیے کہ  

ن

ر  ای   نقطہ    کسیف
 
رداری  تفاعل     فضا میں ای  دامن   ہے،اگر  ہ ا ہو تو   سے ای  ب 

 

رادری   نقطہ    کو دامن  مطابقت رکھ پر ب 

 تفاعل کہتے ہیں ۔   

ردار کا  کسی   رض کیجیے ( :Curl of a Vector) کرل ب 

ن

رداری نقطہ تفاعل ہے، ای   کہ  ف ر ب  ڈب 

ن

   مسلسل تفرق ی 

 

ی ا کو     کرل کے ب

ر کرتے ہیں اور 
 
 اس کا ضابطہ درجہ ذیل ہےسے ظاہ

 

رداری نقطہ تفاعل ہوای  اگر ر ب  ڈب 

ن

  تفرق ی 

 

 ، ب

×
𝜕

𝜕𝑥
+ ×

𝜕

𝜕𝑦
+ ×

𝜕𝑓

𝜕𝑧
 

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑦

+
𝜕

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑧
 

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑥

+
𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑦

+
𝜕

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑧
 

×چوں کہ ×  اور×

  اس کے علاوہ 

 

 ب

𝜕

𝜕𝑥
−

𝜕

𝜕𝑥
+ −

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
−

𝜕

𝜕𝑧
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𝜕

𝜕𝑦
−

𝜕

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑧
−

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑥
−

𝜕

𝜕𝑦
 

رداری  تفا نوٹ:  رداری تفاعل مستقل ب   عل ہو تواگر دی ا گیا  ب 

ردار ردار کا کرل صفر ہو:( Irrotational Vector)غیر گردشی ب  ا ہے اگر اس ب 

 

ردار  کہلای ردار غیر گردشی ب   ، یعنی  کوئی ب 

 کرو کہ اگر ۔1مثال 

 

 
اب

 

  ی

 

  ( b) (a)، ب

 دی ا ہے (a)حل۔

 

∙
𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧

(b) 

×
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
 

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝑦
−

𝜕

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑧
−

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑥
−

𝜕

𝜕𝑦

0 − 0 + 0 − 0 + 0 − 0  

 

ل  2.1
م
ک

 

ن

رداری   ( Vector Integration)ب 

وقفہ  𝑟(𝑡)اگر کسی    

 

ب ہے  تفاعل  ردار  ب  تفاعل  𝐼کوئی  تمام   𝑟(𝑡)پر  ان  ہوگا  جہاں    𝑡ہموار  لیے  ′𝑟کی قیمتوں کے 
اور     ہو  مسلسل 

𝑟′(𝑡) ≠ اعتبار سے ہموار0 پر ٹکڑوں کے  وقفہ  وقفہ کو معین نمبر (Piecewise Smooth)اس طرح سے گراف کسی  اس  ہم  اگر  ا ہے 

 

کہلای

(Finite Number)اوف تحت وقفہ (Sub Interval)  لکھ سکیں جہاں پر تمام تحت وقفہ میں𝑟(𝑡) ہموار ہو۔ 

 ( Higher Order Derivatives) اعلا رتبہ مشتق 
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𝑟(𝑡)اگر   = 𝑓(𝑡)𝑖̂ + 𝑔(𝑡)𝑗̂ + ℎ(𝑡)𝑘̂    ہم  

 

ردار تفاعل ہے ب   (Higher Order Derivatives)کا  اعلا رتبہ مشتق𝑟(𝑡)ای  ب 

رمشتق  𝑟(𝑡)اس تفاعل  

 

را تفاعل کےمتواب

ن

 
 ہیں۔ اس کا مطلب  (Successive Derivative)کے اج

 

کا اگر ہمیں اعلا مشتق نکالنا 𝑟(𝑡)نکال سکت

𝑟(𝑡)کو تفرق کرتے ہیں تو اگر  𝑓(𝑡)، 𝑔(𝑡)، ℎ(𝑡)ہے تو   = 𝑓(𝑡)𝑖̂ + 𝑔(𝑡)𝑗̂ + ℎ(𝑡)𝑘̂ 

 کا دوسرا مشتق نکالنا ہے تو  

𝑟′′(𝑡) = (𝑟′(𝑡))
′

= 𝑓′′(𝑡)𝑖̂ + 𝑔′′(𝑡)𝑗̂ + ℎ′′(𝑡)𝑘̂ 

 اور  اسی طرح تیسرے مشتق کو لکھتے ہیں

𝑟′′′(𝑡) = 𝑓′′′(𝑡)𝑖̂ + 𝑔′′′(𝑡)𝑗̂ + ℎ′′′(𝑡)𝑘̂ 

 ہیں 

 

 ہیں۔ ہم اعلا مشتقات کو کچھ اس طرح سے بھی لکھ سکت

 

 اس  طرح سے دیگر مشتقات کو لکھ سکت

𝑑2

𝑑𝑡2
[𝑟(𝑡)],

𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
, 𝑟′′(𝑡), 𝑟′′

 

     

𝑑3

𝑑𝑡3
[𝑟(𝑡)],

𝑑3𝑟

𝑑𝑡3 , 𝑟′′′(𝑡), 𝑟′′′
 وغیرہ۔

 ( Closed Curve) بند منحنی

رض کیجیے کہ  

ن

 ا  خلا میں   Cف

ن 

 

ک

ی  ہے 

ن

جن

ن

من

ری نقطہ  کا    Cمنحنی  Bنقطہ ہو اور    ابتدائی   منحنی کا   Aاگر  ۔

ن

  پر مبنی  Cطرف    کی  Bسے    Aاگر  ہو۔    آج

ا ہے۔ اگر دو  سمت کو منفی کی Aسے  Bسمت مثبت ہو تو 

 

 ۔ ہیں کہتے منحنی کو بند ومنحنی تو   ،دوسرے سے ملتے ہیں ی  ا  نقطے سمت کہا جای

 ( Smooth Curve) ہموار منحنی 

 تبد   سمت میں  ی اکونے    تیز   ہے جس میں   منحنی یس ا  ی  ا منحنی  ہموار  

ن

ڈ  ق مسلسل تفر  منحنینہ ہو۔ ہموار    یلیاچای

ن

ری    رتبوں تمام    اس میں   یعنیہے،    ب 

ردار اور اس کا  ، ہیں ت وجود رکھتے   کے مشتقا ا رہتا ہے۔    یلمسلسل تبدمماس ب 

 

 ہیں کہ  کوئی منحنی  ہموار منحنی کہلاتی ہے اگر   ہوی

 

اس سے ہم کہہ سکت

ی اات  موجود ہوں تو اس منحنی کو  قطع وار 

ن

حی

ن

من

اہی ہموار   

ن
 

ر ہو۔ اگر کسی منحنی  میں م ڈب 

ن

 ہموار منحنی کہتے ہیں۔ (Piecewise)یہ مسلسل طور پر تفرق ی 

ل  خط 
م
ک

 

ن

 (Line Integral ) 

 ا

ن 

 

ک

 

 
طی

ن

ج

 
م
ک

 

ی

لجسے     ل،
م
ک

 

ن

 خط 

ن

ن

ج

ن

من

(Curvilinear Integral)ا ہے،    بھی

 

 کہا جای
م
ک

 

ن

 ا  میںفضا  قسم ہے جہاں    ی  ا  کی  ل 

ن 

 

ک

ی  

ن

جن

ن

من

  کے ساتھ 

ا ہے۔     محسوب کیاکو  کسی تفاعل  

 

 جای

پ 

 

ہ

ل  
م
ک

 

ی

 پھیل   منحنی  ( Arbitrary)یختیاربھیا  سے کسی خط  ھےکے تصور کو سید

 

ا خطوط ی

 

ہے، جس سے اس    ی

 ہے۔  اجازت ملتی جمع شدہ قدروں کے حساب کتاب کی  خطوط کے ساتھ  منحنی

رض کیجیے کہ  

ن

𝑟ف = 𝑓(𝑡)  ای  ہموار منحنیC    ا ہے جو دو نقطوں

 

ر کری
 
ا ہے  اور  مان لیجیے کہ  منحنی     Bاور    Aکو ظاہ

 

پر     Pکے نقطہ    Cکو جوڑی

  منحنی  𝑑𝑠خوسی لمبائی کا مشتق  

 

ردار     Pکے نقطہ    Cہے۔ ب پر مماس کے ساتھ اکائی ب 

𝑑𝑟

𝑑𝑠
= 𝐼  رض کیجیے کہ

ن

کے ساتھ ای     Cمنحنی     𝐹⃗ہوگا۔اب ف

رداری نقطہ  تفاعل ہے اور   نقطہ   رو  𝐹⃗پر مماس کے ساتھ    Pمسلسل ب 

ن

 
𝐹⃗(𝑟)کا ج ∙ 𝐼  ہے۔ اس لیے𝐹⃗(𝑟)    کا  منحنیC    ل  درجہ ذیل

م
ک

 

ن

کے ساتھ خط 

 ہوگا

∫ 𝐹⃗ ∙ 𝐼 𝑑𝑠 = ∫ (𝐹⃗ ∙
𝑑𝑟

𝑑𝑠
)  𝑑𝑠 = ∫ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟 
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ل  Cکا  منحنی    𝐹⃗جسے    
م
ک

 

ن

بھی کہتے ہیں۔دوسرے الفاظ میں کسی بھی منحنی کے ساتھ محسوب      (Tangential Line Integral)کے ساتھ مماس  خط 

ا ہے۔

 

ل کہلای
م
ک

 

ن

ل خط 
م
ک

 

ن

 کیا گیا 

ل کی پیرامتری شکل 
م
ک

 

ن

 :(Line Integral in Parametric Form)خط 

𝑟(𝑡)مان لیجیے کہ   = 𝑥(𝑡)𝑖̂ + 𝑦(𝑡)𝑗̂ + 𝑧(𝑡)𝑘̂, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]   رداری تفاعل ہے جو ای  ہموار منحنی    ای ب  ر  ڈب 

ن

ی  کی تعریف    Cتفرق 

ل
م
ک

 

ن

   خط  

 

ا ہے۔ ب

 

 کری

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑠
𝐶

= ∫ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))√(
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

+ (
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)

2

+ (
𝑑𝑧

𝑑𝑡
)

2

𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 کہلاتی ہے۔(Simple Closed Curve)ایس منحنی جو خود کو کہیں پر بھی نہیں کاٹتی ، سادہ بند منحنی  :( Simple Closed Curve) سادہ بند منحنی  

ر 

 

رض کیجیے کہ :(Circulation) گردش ی  و داب

ن

 ای  سادہ بند منحنی ہے اور Cف

𝐹⃗(𝑟) = 𝐹1𝑖̂ + 𝐹2𝑗̂ + 𝐹3𝑘̂ 

𝑟جہاں    = 𝑥𝑖̂ + 𝑦𝑗̂ + 𝑧𝑘̂      

 

𝑑𝑟ب = 𝑑𝑥𝑖̂ + 𝑑𝑦𝑗̂ + 𝑑𝑧𝑘̂     

 

روی گردش  Cکا  منحنی    𝐹⃗ب

 

ل، داب
م
ک

 

ن

  ( Circulation)کے ساتھ خط 

ر کرتے ہیں 
 
ا ہے، جس کو درجہ ذیل طریقہ سے ظاہ

 

 کہلای

∮ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

= ∮ (𝐹1𝑑𝑥 + 𝐹2𝑑𝑦 + 𝐹3𝑑𝑧)
𝐶

 

رداری میدان کے ذریعہ کیا گیا کام)   ( Work done by a Vector Fieldب 

رداری میدان ہے    𝐹⃗مان لیجیے کہ   ب  رداری تفاعل  𝐶اور  کوئی  ذر  𝑟ب  ا  نبیا  یعہکے   کردہ 

ن 

 

ک

ی  

ن

جن

ن

من

     ہے۔

 

ر شئے  کے ساتھ حرکت    𝐶ب ڈب 

ن

کے  Fپر  ی 

ا ہے  ی ا د یعےکے ذر درجہ ذیل ضابطہجانے والا کام  کیا یعےذر

 

 جای

𝑊 = ∫ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

 

𝑟(𝑡)اگر   - 1مثال = 𝑒3𝑡𝑖̂ + (𝑡3 − 𝑡2)𝑗̂ + cos 3𝑡 𝑘̂    تو ور  𝑟′(𝑡)  ،𝑟′′(𝑡)ہو  علاوہ𝑟′′′(𝑡)ا اس کے  𝑡نکالیے۔  = 0    ،𝑡 =

𝑡اور  1 =  پربھی ان س  کی قیمتیں معلوم کیجیے۔ 2

 دی ا گیا ہے کہ-حل

𝑟(𝑡) = 𝑒3𝑡𝑖̂ + (𝑡3 − 𝑡2)𝑗̂ + cos 3𝑡 𝑘̂ 

⇒                                                  𝑟′(𝑡) = 3𝑒3𝑡𝑖̂ + (3𝑡2 − 2𝑡)𝑗̂ − 3 sin 3𝑡 𝑘̂ 

⇒                                                 𝑟′′(𝑡) = 9𝑒3𝑡𝑖̂ + (6𝑡 − 2)𝑗̂ − 9 cos 3𝑡 𝑘̂ 

⇒                                                𝑟′′′(𝑡) = 27𝑒3𝑡𝑖̂ + 6𝑗̂ + 27 sin 3𝑡 𝑘̂ 

𝑡 =  پر ہم دیکھتے ہیں کہ0

𝑟′(0) = 3𝑒0𝑖̂ + 0 ∙ 𝑗̂ − 0 ∙ 𝑘̂ = 3𝑖̂ 

⇒                                                 𝑟′′(0) = 9𝑒0𝑖̂ − 2𝑗̂ − 9𝑘̂ = 9𝑖̂ − 2𝑗̂ − 9𝑘̂ 

⇒                                                𝑟′′′(0) = 27𝑒0𝑖̂ + 6𝑗̂ = 27𝑖̂ + 6𝑗 ̂

𝑡 =  پر ہم دیکھتے ہیں کہ1
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𝑟′(1) = 3𝑒3𝑖̂ + 𝑗̂ − 3 sin 3 𝑘̂ 

⇒                                                 𝑟′′(1) = 9𝑒3𝑖̂ + 4𝑗̂ − 9 cos 3 𝑘̂ 

⇒                                                𝑟′′′(1) = 27𝑒3𝑖̂ + 6𝑗̂ + 27 sin 3 𝑘̂ 

𝑡 =  ہیں2

 

 -پر بھی ہم اسی طرح سے نکال سکت

 

 عملی مسائ  3.2

 کرو کہ  اگر   1.

 

 
اب

 

  ی

 

رداری تفاعل ہے۔ ، ب ڈل ب 

ٹ  

ی ا

ن

 ای  سولےی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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رداری تفاعلات ہے اور کہ   مان لیجیے 2. ر ب  ڈب 

ن

رض کیجیے  مسلسل تفرق ی 

ن

ر میزانی تفاعل ہے، ای  کہ  ف ڈب 

ن

  مسلسل تفرق ی 

 

 کیجیے  ب

 

 
اب

 

ی

⃗⃗⃗ 𝑑𝑖𝑣کہ    ( ) ∙ ⃗⃗⃗ (𝑑𝑖𝑣 ⃗⃗⃗ ا ہے۔(

 

 ہوی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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رداری تفاعلات ہیں، ،کہ   مان لیجیے 3. ر ب  ڈب 

ن

  مسلسل تفرق ی 

 

 کیجیے کہ  ب

 

 
اب

 

 ی

𝑔𝑟𝑎𝑑 (⃗⃗⃗ ∙ ⃗⃗ ) (⃗⃗ ∙ )⃗⃗⃗ + (⃗⃗⃗ ∙ )⃗⃗ ⃗⃗ ( ⃗⃗⃗ ) ⃗⃗⃗ ( ⃗⃗ ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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ڈل ہو تو  ،ای  سولے اگر   4.

ٹ  

 کی قدر معلوم کیجیے۔ نوی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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ری  5.

ن

صااتی ف

 

ب

ن

ج
م

ورجینس اور کرل ی الحاظ کسی کارتیسی 

 

 کیجیے کہ ڈائ

 

 
اب

 

رہتا  (  Invariant)غیر متنوے( Cartesian Coordinate Frame)ی

 ہے۔

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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 کیجیے کہ 6.

 

 
اب

 

  ی

 

ردار ہے، ب 𝑐𝑢𝑟𝑙اگر  کوئی مستقل ب 
𝒄̅×𝑟

𝒓𝟑 = −
𝑐̅

𝒓𝟑 +
3𝑟

𝒓𝟓
(𝑐̅. 𝑟) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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 کیجیے کہ   7.

 

 
اب

 

𝑓ی = 3𝑦4𝑧 𝑖̂ ̂ ̂
رداری تفاعل  ہے۔   

 

 

 ای  غیر گردش

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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)ہو تو نقطہ   اگر 8.  ۔حاصل کیجیے𝑐𝑢𝑟𝑙𝑓⃗⃗⃗اور  𝑑𝑖𝑣𝑓⃗⃗⃗پر  (

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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)ہو تو نقطہ   اگر 9.  ۔حاصل کیجیے 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝑓پر  (

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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𝑟1(𝑡)اگر 10. = 2𝑖̂ + 𝑡 𝑗̂ + 𝑡3𝑘̂   اور𝑟2(𝑡) = 𝑡2𝑖̂ + 𝑒𝑡𝑗̂ + 5𝑘̂    

 

𝑟1)ہو ب × 𝑟2)′(𝑡) ۔ کی قدر معلوم کیجیے 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٭٭٭٭٭
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𝑟1(𝑡)اگر 11. = 2𝑖̂ + 𝑡 𝑗̂ + 𝑡3𝑘̂   اور𝑟2(𝑡) = 𝑡2𝑖̂ + 𝑒𝑡𝑗̂ + 5𝑘̂    

 

𝑟1)ہو ب
′

× 𝑟2)(𝑡) ۔ کی قدر معلوم کیجیے 
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ل   12.
م
ک

 

ن

∫خط  𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

𝐹⃗جہاں   محسوب کیجیے = 3𝑥𝑦𝑖̂ − 𝑦2𝑗̂  ر 𝑦مکافی  Cمنحنی  او  = 2𝑥2
ذریعہ     نقطہ   میں  𝑥𝑦مستوی  کے 

   (1,2)سے(0,0)

 

 دی گئی ہے۔ی
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.13 ∫ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

,𝐹⃗(𝑥کو محسوب کیجیے ، جہاں  𝑦, 𝑧) = 3𝑥2𝑖̂ + (2𝑥𝑧 − 𝑦)𝑗̂ + 𝑧𝑘̂ کو ملانے والے ای   (2,1,3)نقطہ  مبدا سے

رداری میدان ہے  ساتھ خط کے  ۔ ب 
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,𝐹⃗(𝑥اگر   14. 𝑦, 𝑧) = 3𝑥2𝑖̂ + (2𝑥𝑧 − 𝑦)𝑗̂ + 𝑧𝑘̂   

 

ب ∫ہو  𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

سے  کو   خط (1,0,0)نقطہ  مبدا  والے   ملانے  ،نقطہ   کو 

 کو ملانے والے خط کے (1,1,1)سے (1,1,0)نقطہ  اورکو ملانے والے  خط (1,1,0)نقطہ  سے (1,0,0)

ھ

 

پ

ووب کیجیے  سا
س
ج
م

 ۔ 
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 نمونہ امتحانی پرچہ

 )لیب مینول( ری اضیات

BNMM201DEP 

 ا سمسٹر( )دوسر  -سی بی۔ایس

 :

 
 

 10کل نمبر:          Hrs 2وق

 

2)      سوالات کے جواب دیجی   دو درج ذیل میں سے کوئی  نوٹ:  × 5 = 10) 

رداری تفاعل   ۔ 1 𝑟(𝑡)ب  = 𝑡3𝑖̂ + 𝑒𝑡𝑗̂ − 7 cos(𝜋𝑡) 𝑘̂لیے پہلا مشتق حاصل کیجیے کے 

ردار    ۔ 2 سطہ سط   𝑛̅اگر اکائی  ب 
,𝑓(𝑥م 𝑦, 𝑧) = 𝑐    کے نقطہ𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)پر𝑓  ارمل   ہے

ن

رھتی ہوئی سمت میں  ی

ٹ

کوئی   c، جہاں   کی ب 

 کیجیے   مستقل ہے

 

 
اب

 

  ی

 

∇۔ ب
𝜕

𝜕̅
̅ 

ری ۔ 3

ن

ف صااتی 

 

ب

ن

ج
م

کارتیسی  کسی  ی الحاظ  کرل  اور  ورجینس 

 

ڈائ کہ  کیجیے   

 

 
اب

 

غیر  (Cartesian Coordinate Frame)ی

 ۔  رہتا ہے(  Invariant)متنوے

∫ ۔ 4 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟
𝐶

جہاں   ، کیجیے  محسوب  ,𝐹⃗(𝑥کو  𝑦, 𝑧) = 3𝑥2𝑖̂ + (2𝑥𝑧 − 𝑦)𝑗̂ + 𝑧𝑘̂  سے ملانے  (2,1,3)نقطہ  مبدا  کو 

رداری میدان ہے  ساتھوالے ای  خط کے  ۔ب 

  



108 
 

ام 

ن

 تصدیق ی

رداری علم احصا کے تجری اتی حصہ کے کام کا یہ اصلی ریکارڈ  تصدیق کی جاتی ہے کہ بی۔ایس سی۔ )دوسرا سمسٹر( ب 

ا   _______________________________________ہے،  جسے    

ن

نے مولای

میں تعلیمی سال      _______________________آذاد نیشنل اردو یونیورسٹی کے اسٹڈی سینٹر  

 کے دوران تیار کیا۔  _________

 

 

 دستخط کونسل 

 


